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通过变换的方法使K、M化为对角形 
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如何构造Pk ? 
  Jacobi法 
  QR迭代法 

将Pk取为旋转矩阵，一次使一个非对角元为零。 
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θ为旋转角。 

只能求解标准特征值问题 

 阀值雅克比法 Threshold Jacobi method 
对矩阵的上三角逐行(或逐列)依次扫描，若某非对角元的
绝对值大于阀值，就对它进行旋转，直至所有的非对角元

的绝对值都小于该阀值 

 收敛条件 

 迭代过程 

 初始化当前循环的阀值。第m次循环的阀值一般可取为 
10-2m 

 对所有(i, j) (i < j)计算耦合系数 ，如果大于当前的阀值，
则进行旋转变换。 

 检查是否收敛。如未收敛转向1，开始新一轮循环。 
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 收敛性 

 sinθ =θ
 cosθ =1

收敛是二次的！  

用Jacobi法求解标准特征值问题       ，其中 对矩阵K的上三角逐行扫描，先消除非对角元K12： 

再消除非对角元K13 
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雅克比法能否求解广义特征值问题Kφ = λMφ？ 
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当                时： 

否则： 
  
γ = −

Kii
(k )

x
, α =

K jj
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x

 特征值 

 耦合系数 

 同时对K和M变换 

 收敛条件 
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 求解小型问题时效率很高：只涉及两行和两列的
线性组合；只需对上三角阵进行运算 

 如K和M已接近对角形，则收敛很快； 
 同时给出了所有的特征对； 

 对大型问题计算量很大—需和其它方法连用； 
 可计算零特征值、负特征值； 

 示例程序JACOBI90（可下载）； 

用广义Jacobi法求解两端简支等直梁的固有频率与主
振型  

 只能求解标准特征值问题 

 Householder变换法：K → 三对角矩阵 
 QR迭代法求解所有特征值 
 利用逆迭代法求解需要的特征向量 
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 包括n-2次正交变换 
 第1次：将K1 = K的第1行第1列三角化，得K2  

 第2次：将K2的第2行第2列三对角化，得K3 
 … …  
 第n-2次，将Kn-2的第n-2行第n-2列三对角化 

 如何构造正交矩阵P1，使得                   
的第1行第1列三对角化？ 

利用反射变换，选取适当的反射面，将k1变换为
只有第1个元素不为零的向量。 

反射变换 

  P是正交矩阵 

w垂直于反射面 

  Pu是u关于反射面的镜像 

w大小不重要，重要
的是其方向 

反射变换不改变向量的长度： 
对做   类似处理，可
将K2的第2行第2列化
为三对角形 

 程序实现 

 K1、K2、…、Kn-1均是对称的，只存上三角 

 改变了矩阵的K轮廓 
 计算效率 

—      次运算 

—               次运算 
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对矩阵K作QR分解： 
Q — 正交矩阵；R — 上三角矩阵 

   Kk+1 →Λ

    Q1…Qk−1Qk →Φ

计算RQ相当于对矩阵K作正交变换！ 

可以证明，QR迭代法与逆迭代法密切相关 

   Kk+1 →Λ

    Q1…Qk−1Qk →Φ

当µk取为矩阵Kk的对角元时，
迭代具有三次收敛性 

当K为三对角阵时，QR迭代法的效率极高 — 可以
显式计算Kk+1。 

可采用带移轴的逆迭代法计算所需的特征向量，一
般只需两次迭代即收敛！ 

将矩阵T1的特征向量记为   ，矩阵K的特征向量为： 

    φi = P1P2…Pn−2ψi


