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在瑞利-利兹法中，如何选取一组线性独立的里兹向
量？ 

 选取初始向量  ：   x̂1
  
x1 =

x̂1

β1   
β1 = x̂1

T Mx̂1( )1/2

 生成 
    xi (i = 2,3,,q)

    K xi = Mxi−1

    
x̂i = xi − aij x j

j=1

i−1

∑
    
aij = x j

T M xi = xi
T Mx j

   
xi =

x̂i

βi    
βi = x̂i

T Mx̂i( )1/2

利用Gram-Schmidt正交化方法 

   
aij = 0 ( j = i − 3, i − 4,,1)

  
ai,i−2 = βi−1

    x̂i = xi − ai−1xi−1 − βi−1xi−2

    
ai−1 = ai,i−1 = xi

T Mxi−1

    K xi = Mxi−1

    
= xi

T K x j+1

    
= xi−1

T M x j+1

    
x̂i = xi − aij x j

j=1

i−1

∑

    
x j+1 = x̂ j+1 + aj+1,k xk

k=1

j

∑

   
= xi−1

T Mx̂ j+1 + aj+1,k xi−1
T Mxk

k=1

j

∑
   
xi =

x̂i

βi

   
= β j+1xi−1

T Mx j+1 + aj+1,k xi−1
T Mxk

k=1

j

∑
    

x j
T Mxk = δ jk

j, k =1,2,, i −1

    
aij = x j

T M xi = xi
T Mx j     xi

T K = xi−1
T M

    K xi = Mxi−1     x̂i = xi − ai−1xi−1 − βi−1xi−2
   
xi =

x̂i

βi

   K
−1Mxi−1 = βi−1xi−2 + ai−1xi−1 + βi xi    (i = 2,3,,q +1)

   
K −1MX = XT + βq+1xq+1eq

T
  T = X T MK −1MX

    

T =

α1 β2

β2 α2 β3

  
βq−1 αq−1 βq

βq αq

⎡
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⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
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⎥
⎥

— 三对角阵 

tridiagonalization 

    
X = [ x1 x2  xq ]

    
eq

T = [ 0  0 1 ]

  x0 = 0

 Kφ = λMφ

 φ = Xz

  
Tz = 1

λ
z

   
(λ i , z i )

   
(λ i , Xzi )

 KXz = λMXz
  T = X T MK −1MX

 Kφ = λMφ
  M = SST

  
ST K −1Sψ = 1

λ
ψ

  ψ = STφ   = ST Xz

  
min

i
λi − λ ≤ r

2

  Kφ − λφ = 0

   
min

k
1
λ k

− 1
λ i

≤ ST K −1Sψi −
1
λi

ψi
2

   
= ST K −1SST Xzi −

1
λi

ST Xzi
2

   
= ST (K −1MX − XT )zi 2

  
Tz = 1

λ
z

  M = SST

   
K −1MX = XT + βq+1xq+1eq

T

   
= STβq+1xq+1eq

Tzi 2    
ST xq+1 2

=1

   
≤ βq+1ziq

   
eq

Tzi = ziq
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利用Lanczos变换法求解广义特征值问题Kφ = λMφ 
的最小二阶特征值，其中 

本问题的精确解为 

取初始迭代向量 

i = 2 

i = 3 

误差大！ 

 存在的问题 

 结果的精度取决于所生成的Lanczos向量的质量； 
 Lanczos向量之间可能会丧失正交性； 

 解决办法 

 引入迭代法 

 已收敛的特征向量φi不再参与迭代：使迭代向量
与φi正交 

 使用移轴法加快收敛 

 引入重正交化（Reorthogonalization） 
 对Lanczos向量进行重正交化 

将Lanczos法与迭代法结合 

 选取与所有已收敛的特征向量正交的初始迭
代向量  ，并正则化 

  
x1 =

x̂1

β1   
β1 = x̂1

T Mx̂1( )1/2

 选取一移轴量µ（对第一轮Lanczos循环取µ 
= 0），生成Lanczos基向量     xi (i = 2,3,,q)

    (K −µM ) xi = Mxi−1

    ˆ′xi = xi − ai−1xi−1 − βi−1xi−2

    ai−1 = xi
T Mxi−1

   
x̂i = ˆ′xi − ˆ′xi

T Mxk( ) xk
k=1

i−1

∑ − ˆ′xi
T Mφj( )φj

j=1

nc

∑

   
βi = x̂i

T Mx̂i( )1/2

   
xi =

x̂i

βi
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 求解       ，得到在本次循环中收敛的r个特征 
值               及相应的特征向量，并令                 。 

  
Tz = 1

λ
z

   
λnc+1, λnc+2 ,, λnc+r

 nc = nc + r

 如果nc < p，转向1进行新一轮的Lanczos循环 

 部分正交或选择性重正交 

 检测Lanczos向量正交性的方法 
 生成初始迭代向量的方法 

 更有效的移轴法 

 块Lanczos方法 
  Sturm序列 
  BLZPACK、ARPACK 

LANCZOS90 


