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Tuesday, March 9, 
2010 

正交性： 

定义： 

特征多项式： 

Sturm序列： 

在K – µM的三角分解中，对角阵D中负元素的个数等于系
统中小于µ的特征值的个数。 

向量迭代法 

变换法 

多项式迭代法 

Sturm序列迭代法 

n > 4 时必须迭代求解 

瑞利商  

K必须是正定的  
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=

[ 1 (
λ1

λ2

)k  (
λ1

λn

)k ]T

[ (
λ1

λi

)2k

i=1

n

∑ ]
1
2

  ⇒ e1

 
⇓
φ1

特征向量收敛率 
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有重根的情况： 

特征向量收敛率 
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高于特征向量的收敛率！ 
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  逆迭代法（K非奇异）Inverse iteration 
 选取初始迭代向量x1，令k = 1 
 迭代  
 正则化 

 瑞利商 

   Kxk+1 = Mxk

   

xk+1 =
xk+1

xk+1
T Mxk+1( )1/2

  收敛性 
  xk+1 →φ1；ρ → λ1 
 收敛率 

   
ρ(xk+1) =

xk+1
T Kxk+1

xk+1
T Mxk+1

1.  选取初始迭代向量x1, 计算y1 = Mx1, k = 1 
2.  解方程 
3.  计算 

   
ρ(xk+1) =

xk+1
T ·yk

xk+1
T ·yk+1

   

yk+1 =
yk+1

(xk+1
T yk+1)

1
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4.  计算瑞利商 

5.  对    正则化 

6.  判断 

•  成立： 

•  不成立：令k = k+1，转向2 

   Kxk+1 = Mxk

   

xk+1 =
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T Mxk+1( )1/2

   
ρ(xk+1) =
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xk+1
T Mxk+1

用向量迭代法求广义特征值问题 
的第一阶特征对( )，其中：  
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并取误差范数tol = 10-6。 

 

λ1 =
1
2
− 2

4
, φ1 =

1 4
1 2

(1+ 2) 4

2 2

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

 

λ2 =
1
2
+ 2

4
, φ2 =

− 1
4

− 1
2

−1+ 2
4
2

2

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

  x1 = 1 1 1 1⎡⎣ ⎤⎦
T

取初始向量为  

对k = 1，有 
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 正迭代 Forward iteration 

收敛率： 

   Mxk+1 = Kxk

   

xk+1 =
xk+1

(xk+1
T Mxk+1)

1
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正迭代 逆迭代 

M必须是正定的  

 正交化 Gram-Schmidt orthogonalization 

   k →∞ : xk+1 →φm+1, ρ(xk+1) →λm+1
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收敛率： 

如迭代向量与已求得的特征向量          正交，则迭代
不可能收敛于这些向量中的任何一个。 

    
x1 = x1 − αiφi

i=1

m

∑

    φj
T M x1 = 0 j =1,2,, m

   αi = φi
T Mx1

正交条件： 

如以  作为初始迭代向量：     
z1 = [ 0  0

m 
1 1 ]T

 移轴法 Shifting   (K −αM )φ = λ̂Mφ   λ̂i = λi −α
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max λ̂ j / λ̂ j−1 , λ̂ j / λ̂ j+1( )收敛率： 
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  如何提高收敛率？ 
  如何求解除λ1和λn以外的特征值？ 

用带移轴的向量迭代法（移轴量取为1）求广义特
征值问题                 的第一阶特征对(       ) 
其中：  
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并取误差范数tol = 10-6。 
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 瑞利商迭代法 Rayleigh quotient iteration 

将瑞利商     取为移轴量 

1.   x1：y1 = Mx1,           k = 1 
2.  解方程 
3.  计算 
4.  计算瑞利商 

5.  对    正则化 

6.  判断 

在带移轴的迭代法中如何选取合适的移轴量？ 
•  成立： 
•  不成立：令k = k+1，转向2 

收敛结果(λi, φi)取决于x1和     。 

具有三阶收敛性！ 

   [Λ −ρ(zk )I]zk+1 = zk

   
ρ(zk+1) =

zk+1
T zk

zk+1
T zk+1

+ ρ(zk )

    zk
T = [ 1 O(ε) O(ε)  O(ε) ]

   ρ(zk ) = λ1 +O(ε2 )

    
zk+1

T = [ 1
O(ε2 )

O(ε)
λ2 − λ1

 O(ε)
λn − λ1

]

    zk+1
T = [ 1 O(ε3)  O(ε3) ]


