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Tuesday, March 9, 
2010 

 瑞利商一般仅用于求解系统的第一阶振型—精度
取决于假设振型对第一阶主振型的近似程度 

 如何假设合理的主振型？ 

 里兹法—取为一组线性独立的向量的线性组合 

   
φ = x jψ j

j=1

q

∑ =Ψ x

   
ρ(φ ) = xT Kx

xT Mx

   
ρ(φ ) = φ T Kφ

φ T Mφ

  K =Ψ T KΨ

  M =Ψ T MΨ

瑞利商 

瑞利商在真实主振型处取驻值： 

    ρi , xi = [x1
i x2

i  xq
i ]T , i =1,2,,q ≤ n

   

λi ≈ ρi

φi ≈ φi =Ψ xi = x j
iψ j

j=1

q

∑

  

∂ρ(φ )
∂x

= Kx(xT Mx) − Mx(xT Kx)
(xT Mx)2

= 0

  Kx(xT Mx) − Mx(xT Kx) = 0

若假设的振型与第一阶主振型正交： 

    λ2 = minρ(φ), ∀φ :φ ∈Vn , φTMφ1 = 0

    ρ2 = minρ(φ ), ∀φ :φ ∈Vq , φ TMφ1 = 0

     
ρ2 = minρ(φ ), ∀φ :φ ∈Vq , φ TMφ1 = 0

 
Vq ⊆Vn   λ2 ≤ ρ2

  
φ1 ∈Vq , /φ1 ∈Vn

 λ2 ≤ ρ2

瑞利-里兹法求得的近似特征值是精确值的上限！ 

   
(ρ1, φ1); (ρ2 , φ2 );; (ρq , φq ) Kx = ρMx  φ =Ψ x

 Kφ = λMφ

 高阶近似特征值的精度低于低阶近似特征值，故
一般取q = 2p； 

 如果每个里兹基向量都可以表示成系统前q阶主振
型的线性组合，即： 

    
ψ j =Φ y j = yk

jφk
k=1

q

∑ ( j =1,2,,q)

    φ
ΤMφj = 0, j =1,2,,i −1

 Ψ =ΦY

  K =Ψ T KΨ =Y TΛY

  M =Ψ T MΨ =Y TY
 Kx = ρMx

  Y
T (Λ −ρI )z = 0

  
Y T (Λ −ρI ) = Y T Λ −ρI = 0

  
Λ −ρI = 0

里兹法得到精确解！ 

 KΨ = R

  只要子空间Vq接近于Vn，里兹法就能得到很好的
近似解 — 比分别选取q个接近于真实主振型的
假设振型容易的多！ 

  可取        　为里兹基； 
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用瑞利－里兹法求解广义特征值问题 

的近似解，其中 

本问题的精确解为：  
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K =Ψ T KΨ = 1
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M =Ψ T MΨ = 1
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瑞利－里兹法的结果
完全依赖于里兹向量
的选取！  

 瑞利-里兹法将n阶特征值问题缩减为q(q≪n)阶特征
值问题 ⟹ 可用广义雅可比法高效求解； 

 瑞利-里兹法的结果取决于里兹向量的选取 ⟹ 如
何提高瑞利-里兹法解的精度？ 

如何高效求解大型广义特征值问题？ 


