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摘  要 

近年来，无网格法得到了迅速发展，受到了国际计算力学界的高度重视。

不同于有限元法，无网格方法的近似函数是建立在一系列离散点上的，不需要

借助网格，克服了有限元法对于网格的依赖性。 

对于板壳问题，共有三种数值模拟方案：线性或非线性的板壳理论、退化

连续体方案和直接三维连续体方案。Kirchhoff-Love 板壳理论适用于薄板壳，

但需要构造 1C 连续的形函数在二维问题中相当繁琐，而无网格法的近似函数可

以很容易构造出 1C 甚至更高连续性的近似函数，因此适于处理 Kirchhoff 板壳

问题。Mindlin-Reissner 理论考虑了剪切的影响，可用于中厚板壳。但当板壳

变得很薄的时候，会遇到锁死的困扰。无网格法也会遇到同样的问题，它一般

用提高移动最小二乘基函数的阶次（四次完全基或者双三次基）或者加大计算

点支撑域大小来减弱或者试图消除锁死，而这将大幅度增加计算费用。另一种

处理 Mindlin 板壳数值锁死的方法称作匹配近似函数法，但也存在一些缺陷。

对比之下，三维连续体方案是最简单，最精确但并不常用的一种方案。有限单

元法的自身问题限制了它在板壳方面的应用。由于无网格法近似函数具有高度

光滑性，在板壳的厚度方向仅布置 2～5层点就可以很好的捕捉此方向场的梯度，

因此弥补了有限单元法的一些限制。同时还可以在一定参数范围内避免剪切和

体积锁死，在可以同时计算厚薄板壳，处理复杂本构关系、非线性板壳等问题

中更是优于板壳理论。 

笔者在二维配点法，最小二乘法，无网格伽辽金法程序的基础上编制了三

维程序，并选用无网格伽辽金法（EFG）和三维连续体方案分析了线性板壳问题，

跟板壳理论的结果作了对比。并跟有限单元法在精度上，使用方便程度上，对

数值锁死的免疫力等方面做了对比。通过这些研究总结了 EFG 和三维连续体

方案在处理板壳时的优势和适用范围。 

 

关键词：无网格伽辽金法，板壳，三维连续体方案，数值锁死  
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Abstract 
 

Recently, so called meshfree methods developed quickly, and have been paid 

much attention in international computational field. The approximation function of 

Meshfree method is built on a series of points, undependent on mesh like traditional 

finite element method, so overcome this drawbak of the latter method.. 

There are three approaches in numerical simulation of plate and shell structures, 

plate and shell theory approach, degenerated continuum approach, and direct 

three-dimensional (3D) continuum approach. Kirchhoff- Love are suitful for thin 

plate and shell. But it is hard to construct 
1C  continuious approximation function 

when applying in two or high dimensional problem - just like plate.and shell. Since 

meshfree method could easily construct 
1C  or even higher continuity approximation 

function, it are widely used in Kirchhoff plate and shell. Mindlin – Reissner shell 

theory consider the influence of shear stress, so could analyze thick shell. 

Unfortunately, when shell turns into extremely thin, numerical locking arises When 

meshfree method applying in Mindlin theory, it also meet the same dilemma. Some 

one enhanced the order of basis function (Quartic or Bi-cubic) in MLS to allwviate or 

to eliminate numerical locking, but it also increase computational expense in the 

same time.Another method to eliminating numerical locking is so called “ match of 

approximation fuchtions”, but it is not perfect neither. Among these three approaches, 

direct 3D continuum approach is the simplest and most accurate one in principle. 

However, it is the least popular one in practice because of innate drawbacks of FEM. 

Because of the high order of continuity of approximation functions, meshfree method 

could deploy only 2~5 layers of particles to capture the field gradient in the thickness 

direction, and at the same time, it also could alleviate locking in some ranges of 

factors. Compared with shell theory, this approach shows great advantages when 

treating with materials with complicated constitutive law, and nonlinear shell.  

In this paper, the author upgraded the program of collocation, WLSM, EFG from 

2D to 3D. Element free Galerkin method and direct 3D continuum approach are 
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employed to analyze the problems of linear plate and shell, and numerical results are 

compared with results computated by shell theory. And we compared our method 

with finite element method in precison, convienence, and the ability of immunity to 

numerical locking. Through those researches, we got the advantage, some drawbaks 

of 3D EFG direct analysis for beam and shell. 

 
Key words: Element free Galerkin method, Plate and shell, Direct 
three-dimensional continuum approach, Numerical locking 
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第一章  引 言 

1.1 理论背景 

近年来，对建立大型、轻重量的板壳及空间结构的需求逐渐增大，例

如汽车中的金属薄板，飞机的机舱、机翼和风向舵，能量池，展览厅的圆

形屋顶，充气膨胀的空间结构等。总体上而言，梁、板壳结构的数值模拟

有三种方案：线性或非线性的板壳理论、退化连续体或者称作基于连续体

的方案和直接三维连续体方案。前两种属于结构单元，后一种在有限单元

法中应用较少。  

自 1994 年美国西北大学的 T. Beletshko[1]教授提出无网格伽辽金法

（EFG）以来，无网格法(mesh-free method)受到计算力学界的高度重视。

无网格法的提出避免了复杂繁琐的三维结构网格划分，同时在特大变形

（如加工成型、高速碰撞、流固耦合）奇异性或裂纹动态扩展等问题中占

有优势。但后来人们发现，利用它近似函数光滑性好的特点可以处理各种

1C 问题，当然也包括 Kirchhoff 薄板理论应用中的难题。用于 Mindlin 板壳

单元时，它能通过直观的方案来减轻或消除数值锁死的困扰。  

结构单元在有限单元法中得到了更大的发展，这是因为连续体单元模

拟梁，壳构件需要大量的单元，从而导致非常昂贵的费用。采用六面体单

元模拟一根梁沿厚度也需要五个单元（T.Beletshko[35]），此外，用连续体

单元模拟薄壁结构常常导致较高的宽厚比，从而降低了方程的适应条件和

解答的精度。美国 Berkley 大学的 Shaofan L[36]利用发现如果利用 RKPM

窗函数构造近似函数，可以成功地利用三维连续体理论处理非线性板壳问

题。  

诸多的研究给了我们一个提示，无网格法具有一些独特的优点，利用

这些优点和三维连续体离散结合，我们可以探讨一些梁、板壳结构单元难

以实现的问题，同时也可以与有限单元法做对比。  
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1.2 无网格法的基本原理 

无网格法的近似函数主要有：核函数近似、重构核近似、移动最小二乘近似

（MLS）、单位分解函数、径向基函数（RBF）等。根据加权残量法选用不同的

权函数可以得到不同的离散方案，主要包括 Galerkin 法、配点法、局部

Petrov-Galerkin 法、最小二乘配点法和加权最小二乘法等。选择不同的近似方案

配合不同的离散方案就得到了各种不同的无网格方法。 

现在应用比较广泛的无网格法有很多种。1977 年 Lucyt 和 Gingold 等分别

提出的光滑质点流体动力学方法(smoothed Particle Hydrodynamics，简称

SPH)
[2][3]

是最早的无网格法，它是基于配点性质的。之后，Belytschko 等提出

了无单元的 Galerkin 法（The Element-free Galerkin Method，简称 EFG）
[1]
。

WK Liu 等根据积分变换的思想，基于 Galerkin 法提出了重构核点法

（Reproducing Kernel Particle Method,简记为 RKPM）
[4]
。Oden 等利用移动最

小二乘法建立单位分解函数，由此构造权函数和试函数，再通过 Galerkin 法建

立离散格式，提出了 Hp 云团（Clouds）法
[5]
；Atluri 等提出了局部边界积分方

程法(Local boundary integral equation method，简称 LBIE)
[6]
和无网格局部

Petrov-Galerkin 法（Methods Local Petrov-Galerkin Method, 简称 MLPG）
[7]
。

距离基函数(Radial Basis Functions，简称 RBF)具有形式简单，各项同性等优

点，张雄等将距离函数应用于配点法中，建立了相应的无网格法
[8][9]

。B.Jumarhon

等把 RBF 用于 Hermite 配点法解决了系数矩阵的对称性和奇异性问题
[10]
。 

1.2.1 无网格法的近似函数 

目前在无网格法中使用的近似函数主要有：核函数近似、重构核近似、最小

二乘近似、单位分解函数和径向基函数等。 

⑴ 核函数近似 

考虑函数 )(xu ,利用核函数进行近似如下：  

  ∫ Ω⋅−= Ω y
h dyuhyxwxu )()||,(||)(  (1-1 )

其中 )||,(|| hyxw − 为核函数， h 是紧支域尺寸的一个度量。 
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核函数必须满足以下条件： 

 (1) 0)||,(|| >− hyxw ，当 y 在 x 对应的子域内 

 (2) 0)||,(|| =− hyxw ，当 y 在 x 对应的子域外 

 (3) 1)||,(|| =Ω−∫ Ω dhyxw   

 (4) ),( hsw 是关于 s 的单调递减函数 

 (5) 当 0→h 时， )(),( shsw δ→   

其中条件(2)是最为关键的条件，它使得近似具有局部意义，即 )(xu h 仅仅取决

于那些紧支子域包含 x 的节点。通常使用的权函数是指数型函数和样条函数，它

们的紧支域为圆形或球形（三维）。 

对于近似计算，必须建立相应的离散形式。一旦我们选取了一种积分离散的

方案，则有 

  ∑
=

⋅Φ=
Nn

I
II

h uxxu
1

)()(  (1-2 )

  II vyxwx Δ⋅−=Φ ||)(||)(  (1-3 )

其中 IΦ 为形函数。一般说来，这里的形函数不是插值函数。 

⑵ 移动最小二乘近似（MLS） 

函数 )(xu 在求解区域Ω内的近似函数 )(xu h 为 

  )()()()()(
1

xaxpxaxpxu T
m

i
ii

h =⋅=∑
=

 (1-4 )

其中 )(xpi 是基函数，m 是基函数的个数， )(xai 是相应的系数。基函数通常使

用单项式，也可使用其它函数，如三角函数，奇异函数等。对于二维二次基有
Tyxyxyxp ],,,,,1[ 22= ， Txaxaxaa )](),(),([ 621 …= 。 

式（1-4）中的系数根据加权最小二乘法来确定，即要求对函数 )(xu 的近似

在各点的误差的加权平方和 

  ∑ ∑∑
= ==

−⋅⋅=−=
N

I
Ii

m

i
iI

N

I
II

h
I uxaxpxwxuxuxwJ

1

2

11

2 ])()([)()]()()[(  (1-5 )

取最小值。其中， )( II xuu = 是函数 (x)u 在节点 Ix 对应的权函数，并且它是以 Ix

为中心的紧支函数。权函数有很多种取法，如高斯型权函数，即 
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2 2 2

2( )
1

r

I
e ew r

e

β β

β

− −

−

−
=

−
， 1r ≤   (1-6)

其中， / mIr r r= ， mIr 为权函数支撑域的半径， β 为常数。 

除此之外，权函数还可以采用样条函数，如： 

三次样条函数： 

  

2 3

2 3

2 / 3 4 4
( ) 4 / 3 4 4 4 / 3

0

s s
w s s s s

⎧ − +
⎪= − + −⎨
⎪
⎩

 
1/ 2

1/ 2 1
1

s
s

s

≤
≤ ≤
>

 (1-7)

四次样条函数： 

  
2 3 41 6 8 3

( )
0

s s s
w s

⎧ − + −
= ⎨
⎩

 
1
1

s
s
≤
>

 (1-8)

很容易验证，四次样条形式简洁且具有 2C 的连续性，所以从后面的讨论可

以看到，它在处理板问题中得到青睐。 
)( ii xxw − 是空间坐标的函数，因此在插值时，由于每个插值点位置的不同，

权函数形式也不同，这样在每点都需要计算 J ，即每个插值点的插值函数都不同，

故称插值函数是移动的。这样的好处是对每一个插值点都可以令权函数在其上

取最大值，提高计算精度。 

式（1-5）可以写成矩阵的形式 

  ))(()( uPaxWuPaJ T −−=   (1-9)

这里， 

 
 
  

),,( 21 n
T uuuu "=   (1-10)

 
  

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

)()()(

)()()(
)()()(

21

22221

11211

nmnn

m

m

xpxpxp

xpxpxp
xpxpxp

P

"
#%##

"
"

  (1-11)
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⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−
−

=

)(00

0)(0
00)(

)(

n

I

I

xxw

xxw
xxw

xW

"
#%##

"
"

  (1-12)

为了求得系数 )(xa ，对 J 取极小值，可得 

  0)()()( =−=
∂
∂ xBxaxA

a
J   (1-13)

  PxWPA T )(= ， )(xWPB T=  (1-14)

从式（1-13）可以得到 

  uxBxAxa )()()( 1−=   (1-15)

代入式(1-4)可以得到 )(xu 的近似函数为 

  uxBxAxa )()()( 1−=   (1-16)

其中形函数为： 

  [ ] )()()()()( 1
1 xBxAxpxx Tk

n
kk −== φφφ "   (1-17)

式（1-16）即为 MLS 近似表达式。由于权函数具有紧支性，因此对于任一

点 x，以上各式的计算只需对 x 点的定义域内的节点（权函数 )(xwI 在 x 处不为

零的那些节点 x I ）进行。由于在计算系数时涉及系数矩阵 A 的求逆，因此必须

保证在所有计算点处矩阵 A 都为非奇异的。矩阵 A 非奇异的必要条件是 x 邻域

内的节点数必须大于基函数 )(xpi 的个数m 。 

为了计算形函数的导数，可以将式(1-17)改写成为 

  )()()( xBxrx TT =φ   (1-18)

式中， 

  )()()( 1 xAxpxr TT −⋅= ，即 pAr =   (1-19)
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由式(1-18)可以得到形函数的导数为 

  i
TT

j
T
j BrBr ,,, ⋅+⋅=φ ， ij

T
j

T
j

T
ij

T
ij BrBrBr ,,,,, ⋅+⋅+⋅=φ    (1-20)

其中 r 的导数可由式(1-19)得到 

  )( ,,
1

, rApAr iij −= − ， )( ,,,,,,
1

, rArArApAr ijijjiijij −−−= −   (1-21)

使用同样的方法，求得的形函数的三次导数形式为： 

  ijkijkikjjkiijkkijjikijk rBBrBrBrBrBrBr ,,,,,,,,,,,,, ++++++=φ   (1-22)

其中 r 的偏导数 

  )( ,,
1

, rAPAr iii −= −   (1-23)

  [ ])( ,,,,,,
1

, rArArAPAr ijijjiijij ++−= −   (1-24)

  [ ])( ,,,,,,,,,,,,,,
1 rArArArArArArAPAr ijkijkjikkijijkikjjkiijkijk ++++++−= −   (1-25)

从上面的表达式可以看出 xyyj ,φ ， xxyj ,φ ， yyyj ,φ ， xxxj ,φ 的表达式十分复杂和繁琐。 

对于配点格式的无网格方法处理板壳问题，由于强形式离散而需要求解四次导

数，变得极为繁琐，所以往往改采用 RBF 近似[23]。 

考察移动最小二乘近似的构造，可以看出有如下特点： 

1. 包含于基函数组中的任何函数都可以被 MLS 精确地模拟。 

2. 近似过程中使用的权函数为紧支函数，所以近似具有局部近似的特点。 

3. 其中的系数函数是空间的函数，也就是说在每点的形函数都得分别计算。 

MLS 近似方法和有限元近似主要有以下区别： 

1. MLS 近似函数定义在全求解域，而且仅取决于节点空间分布和所选取的

权函数，而在有限元中插值函数定义于网格内部。 

2. MLS 由于插值函数定义在全求解域，所以具有较好的连续性和光滑性。

而有限元插值函数定义在各个网格内，这样插值函数的连续性和光滑性

必然受到网格分界的限制，计算后还得进行后处理。 



第一章 引言 

- 7 - 

3. MLS 近似是一种拟合近似，处理边界条件时没有有限元中方便。 

⑶ 单位分解近似 

考虑一个求解域Ω，利用一系列相互交叉的子域 IΩ 来覆盖，并且要求所有

的子域能够完全覆盖整个求解区域。在每一个子域内定义一个仅在子域内非零

的函数 )(xIΦ ，它们满足单位分解条件，即 

  ∑ =Φ
I

I x 1)(   (1-26)

利用前面讨论的 MLS 形函数 )(xIΦ 来构造单位分解近似函数如下： 

  ∑ ∑
=

⋅+⋅Φ=
I

m

i
iiIII

h xqbuxxu ))(()()(
1

  (1-27)

其中 )(xqi 一般为单项式。从上式可以看出，单位分解法中一个节点对应的未知

量个数可以多于节点的自由度数。 

⑷ 再生核粒子方案近似（RKPM） 

考虑函数 )(xu ,与核函数近似方案相似，有 

  ∑ ∑
=

⋅+⋅Φ=
I

m

i
iiIII

h xqbuxxu ))(()()(
1

  (1-28)

其中 ),,( 0 ixxaC 为边界校正函数， )(
0a
xx i−

Φ 为包含有伸缩系数 0a 的紧支函数。

校正函数的引入是为了修正边界处权函数积分时截断误差。 

结合以上过程，并且引入小波的概念，可以实现求解多分辨率分析和自适应

分析。 

⑸ 径向基函数 

径向基函数(Radial Basis Function，简记为 RBF)是一类以函数定义点到

节点的距离为自变量的函数，以每个离散节点 ix 为中心定义一组径向基函数记

为 )( ii xx −φ ，则函数 )(xu 可以近似为 

  )()(
1
∑
=

−⋅=
N

i
ii

h xxuxu φ   (1-29)

其中 N 为节点总数， iu 为待定系数。RBF 具有形式简单、空间维数无关、各向同

性等适于数值计算的优点，受到计算数学界的关注。目前已有多种定义在全域

上的径向基函数可供选择，如 MQ 函数，薄板样条函数，高斯分布函数等。 
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Multiquadrics（MQ）： 2
1

22 )( rc + ， 0>c           

Reciprocal multiquadrics(RMQ): 2
1

22 )(
−

+ rc , 0>c       

Gaussians: )exp( 2cr− , 0>c                                    

Thin-plate splines(TPS): rr log2β , N∈β          

近年提出的紧支径向基函数，也具有系数矩阵稀疏、带状分布的特点，有利

于求解大型问题。文献
[11]
总结的紧支正定的 RBFs 如下： 

CSRBF1： 3
2324 )312164()1( PDCrrrr ∩∈+++− +  

CSRBF2： 3
454326 )5307282366()1( PDCrrrrrr ∩∈+++++− +  

CSRBF3： rrrr ln2
3
4

3
1 232 +−+  if 10 ≤≤ r  

CSRBF4： rrrrrrr ln2
6
1

15
163

3
16

6
19

15
1 265432 ++−+−+   if  10 ≤≤ r  

CSRBF5: 3
426 )31835()1( PDCrrr ∩∈++− +  

CSRBF6: 3
6238 )182532()1( PDCrrrr ∩∈+++− +  

这里， xr = ， dPD 代表着径向基函数是在 dR 是正定的， +− )1( r 由下式定义： 

⎩
⎨
⎧ −

=− + 0
)1(

)1(
r

r  
otherwise

rif 10 ≤≤
 

1.2.2 无网格法的离散原理－加权残量法 

考虑弹性力学问题 

  
, 0ij j i

ij j i

i i

b
n t

u u

σ
σ

+ =⎧
⎪ =⎨
⎪ =⎩

 

u

t

on
on
in

Γ
Γ
Ω

 (1-30)

其中 ib 为体力矢量， jn 为边界 tΓ 的外法线单位矢量， it 为 tΓ 上的指定面力矢量，

iu 为 uΓ 上的指定位移矢量， ijσ 为应力张量， iu 为位移矢量。用于求解控制方程

的加权残量方程为： 
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  ,( ) ( ) ( ) 0
t u

i ij j i i ij j i i i ib d n t d u u dν σ ν σ ν
Ω Γ Γ

⋅ + Ω + ⋅ − Γ + ⋅ − Γ =∫ ∫ ∫  (1-31)

式中 iν 、 iν 和 iν 为权函数。将前面讨论的近似函数 )()( xuxu h
ii = 代入加权残量方

程(1-30)中，并选用不同的权函数即可得到不同的无网格方法。 

⑴ Galerkin 法 

在 Galerkin 法中，权函数和近似函数取自同一函数空间，即(1-30)式中取

∑
=

=
N

I
IIi xx

1
)()( νφν ， ( ) ( )i ix xν ν= − ， 0iν = 。Galerkin 法计算精度高，但需要布

置背景网格进行数值积分，为了保证精度必须使用高斯积分，因而计算量大。 

⑵ 配点法(Collocation) 

在配点法中，权函数取为δ 函数，即 )( ii xx −= δν ， Ni ,,2,1 "= ，此时仅要

求平衡方程在域内节点处严格满足，边界条件在边界节点处严格满足。由配点

法导出的无网格法不需要背景网格，是一种纯无网格法，且计算量小，但精度

低，稳定性差。 

⑶ 局部 Petrov-Galerkin 法 

在局部 Petrov-Galerkin 法中，要求方程的残差在一些子域内消除，即 

  ,( ) ( ) 0
su

ij j i i i i ib d u u dσ ν α ν
Ω Γ

+ Ω− − Γ =∫ ∫  (1-32)

式中 iν 为权函数，α 是用于引入位移边界条件的罚函数， suΓ 是子域 sΩ 的边界

sΩ∂ 上指定本质边界条件的部分， sΩ∂ 上指定自然边界条件的部分称为 stΓ ，其

它部分称为 sL ，即 stsuss L Γ∪Γ∪=Ω∂ ， stsussL Γ−Γ−Ω∂= 。考虑到关系式

jiijjiijijij ,,, )( νσνσνσ −= ，并利用散度定理，(1-31)式可写为 

  ,( ) ( ) 0
s su st S su

ij j i ij j i i ij i j i i i i iL
n v d n d t v d b d u u dσ σ ν σ ν ν α ν

Γ Γ Ω Γ
Γ + Γ + Γ − − Ω− − Γ =∫ ∫ ∫ ∫ ∫  (1-33)

当某子域完全处于求解域内部时有 ss L=Ω∂ ，上式中沿 suΓ 和 stΓ 的积分为零。

子域 sΩ 一般取以节点为中心的球形（三维问题）或圆形（二维问题）区域。 

与 Galerkin 法不同，Petrov-Galerkin 法的权函数和近似函数取自不同的函数

空间。为了简化上式，可以取在 SL 上等于零的权函数，如在 MLS 中使用的权函

数，(1-33)式最终可写为 
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  ,
e su du st su e

ij i j i i ij j i i i i i id u d n d t d u d b dσ ν α ν σ ν ν α ν ν
Ω Γ Γ Γ Γ Ω

Ω + Γ − Γ = Γ + Γ + Ω∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫  (1-34)

局部 Petrov-Galerkin 法中积分是在每个规则子域 sΩ 中进行的，不需要引入

背景网格，是一种纯无网格方法。 

⑷ 最小二乘配点法(LSC) 

在配点法中，控制方程只在所有域内节点处严格满足，而没有在边界节点处

和域内其它点处满足。最小二乘配点无网格法要求控制方程不但在所有节点处

“满足”，而且要在 aN 个指定的辅助点处“满足”，即权函数取为

aii NNixx +=−= ,,2,1),( "δν 。在该方法中，方程数多于未知数，需要用最小

二乘法求解，因此控制方程的残差实际上是在最小二乘的意义上予以消除的。

为了保证解的精度，边界条件必须在边界点处严格满足。跟配点法相比，该方

法提高了解的精度，并且继承了配点法高效的优点。 

⑸ 加权最小二乘法(WLSM) 

在加权最小二乘法中，方程和边界条件的残差是在加权最小二乘意义上消除

的，权函数为 Ijjiji ub ∂+∂= /)( ,σν ， ( ) /i i i Iu u uν α= ∂ − ∂ ， ( ) /i ij j In t uν β σ= ∂ − ∂ ，

其中α 和 β 为用于施加边界条件的罚函数，对弹性力学问题可取为 510=β ，

22 )]1/([ νβα −= E 。为了避免数值积分，提高计算效率，可用被积函数在一些离

散点处值之和来代替式(1-31)中的积分，即 

  
2 2 2

,
1 1 1

( ) ( ) ( ) 0
a t uN N N N

ij j i ij j i i i
i i iI

b n t u u
u

σ σ
+

= = =

⎡ ⎤∂
+ + − + − =⎢ ⎥∂ ⎣ ⎦

∑ ∑ ∑  (1-35)

其中 N 为节点总数， aN 为辅助点总数， tN 为边界 tΓ 上的节点数， uN 为边界 uΓ

上的节点数。 

 1.2.3 现有比较成熟的无网格法 

只要建立近似函数时不需要借助网格，无论是否需要背景网格计算积分，这

种积分都是无网格方法。目前已提出的无网格法有 10 余种，它们都可以由加权

残量法导出，见表 1-1 所示。 
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表 1-1 主要无网格方法 

名称 代表学者 近似方案 离散方案 背景网格

SPH（光滑质点流体动力学法） Lucyt 核函数 配点 无 

DEM（散射单元法） Nayrdes 移动最小二乘 Galerkin 有 

EFG（无单元伽辽金法） Belytschko 移动最小二乘 Galerkin 有 

FPM（有限点法） Onate 移动最小二乘 配点 无 

RKPM（重构核粒子法） Liu 重构核近似 Galerkin 有 

PCM（无网格配点法） Aluru 重构核近似 配点 无 

Hp－Clouds（HP 云法） Oden 移动最小二乘 Galerkin 有 

Hp-Meshless Clounds（HP 无网格云法） Liszka 移动最小二乘 配点 无 

PUM（单位分解法） Babuska 单位分解 Galerkin 有 

LBIE（局部边界积分法） Atluri 移动最小二乘 Petrov-Galerkin 无 

MLPG（局部 Petrov-Galerkin 无网格法） Atluri 移动最小二乘 Petrov-Galerkin 无 

紧支径向基函数无网格法 张雄等 紧支径向基 配点 无 

LSC（最小二乘配点无网格法） 张雄等 移动最小二乘 最小二乘配点 无 

WLSM（加权最小二乘无网格法） 张雄等 移动最小二乘 加权最小二乘 无 

 

建立近似函数时不借助网格、基于函数逼近近似（而非插值）以及采用不

同的形函数是无网格法与有限元法的主要区别。采用定义在离散节点上（通常

具有紧支特性）的一组权函数和基函数来构造近似函数。而不定义在全域上的

级数展开形式是无网格法与经典加权残量法的主要区别。 

已有的各种无网格方法并非完全不同，而是有一定联系的。对于需要背景积

分网格的方法，在一定程度上破坏了无网格方法的特性，不是真正的无网格方

法。但是由于背景网格仅用于积分计算，场函数的近似仍然采用无网格的基本

方法，因此还是要比有限元的网格划分简单。使用配点法的无网格方法虽然计

算稳定性和精度都不如 Galerkin 方法，但是计算简单，效率高，通过引入其他

数值方法进行改进后，仍然有很大的潜力。 

无网格方法相对有限于方法具有以下的优势： 

(1)处理简单，尤其在三维问题中，不必进行复杂的网格划分。 
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(2)处理大变形、冲击和断裂问题时，由于不存在网格，所以就没有网格畸变

等问题，即使在一些无网格方法中需要使用背景网格进行积分，但这些网格

仅用于积分计算，所以也没有以上的畸变问题。 

(3)进行自适应分析中，无网格方法不必涉及细分网格，因此更加容易实现高

梯度、奇异性等问题的自适应分析。 

(4)网格方法的结果是光滑且连续的，后处理简单，而有限元的结果通常是不

光滑的，还需进行相应的后处理。 

1.3 梁、板壳问题的数值模拟方案 

本章将讨论现有的三种处理板壳问题的方案，有限单元法应用在三种方案中

的特点，以及无网格法在其中的应用。对于 Kirchhoff 板壳，无网格法很容易

地构造出了 1C 甚至更高连续性的近似函数。对 Mindlin 板壳，无网格法的研究

重点在于如何消除剪切和薄膜锁死，其解决方案较有限元法简洁，直接，但各

种手段也都未完美地解决这一问题。RKPM 用于三维连续体方案虽然以一部分计

算费用为代价，但也同时获得了其他板壳理论难以实现的优点。 

1.3.1板壳问题的数值模拟方案 

板壳问题的三种数值模拟方案: 

一般来说，对于梁，板壳结构的数值模拟主要有三种方案： 

(1) 线性或非线性的板壳理论（linear/nonlinear plate-shell theory） 

(2) 退化连续体（degenerated continuum approach）或者称作基于连续体

（continuum based approach）的方案 

(3) 直接三维（3-D）连续体（direct three – dimensional continuum approach）

方案（梁为 2 维） 

广泛应用的梁理论有两种：Euler-Bernoulli 梁理论和 Timoshenko 梁理论。这

些理论的运动学假设是： 

Euler-Bernoulli 梁理论：假设中线的法平面保持平面和法向。这也称为工程

梁理论，而相应的壳理论称为 Kirhoff-Love 壳理论。 
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Timoshenko 梁理论：假设中线的法平面保持平面，但是不一定是法向。这也

称为剪切梁理论，并且相应的壳理论称为 Mindlin-Reissner 壳理论。 

 

 

       
图 1-1 Euler-Bernoulli 梁和 Timoshenko 梁的运动学假设 

（左下为 Euler-Bernoulli (Kirchhoff)假设 ，右下为 Timosheko(Mindlin)假设） 

 

以板为例，和承受均布荷载板的微分方程及其边界条件等效的最小位能原理

的泛函表达式如下： 

  dS
n
wMdxdyqwD

S n
T

p ∂
∂

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=Π ∫∫∫Ω κκ

2
1  (1-36)

其中w为板的弯曲挠度，q 为均步荷载大小， nM 为边界给定力矩。κ 为曲率和

扭率，定义如(1-37)式，D为板的弹性关系矩阵，对于各向同性材料如式(1-38)。 

  }2 2 2
2 2

T

w w w
xyx yκ ⎧ ∂ ∂ ∂= − − −⎨ ∂∂ ∂⎩

 (1-37)

  
3

2

1 0
1 0

12(1 )
10 0

2

v
EtD v

v
v

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥

= ⎢ ⎥− ⎢ ⎥−
⎢ ⎥
⎣ ⎦

 (1-38)

最小位能原理泛函中出现的横向挠度w的导数最高阶次是 2，根据收敛准则，

在单元交界面上必须保持w及其一阶导数的连续性，即要求插值函数具有 1C 连
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续性。这种要求是 Euler-Bernoulli 和 Kirchhoff-Love 理论的最大缺陷，因为在多

维空间中 1C 近似是很难构造的。正是由于这个原因，在软件中，除了针对梁之

外很少应用 1C 构造理论。 

由于其形函数的高度光滑性，很容易实现 1C 甚至更高的连续性，所以无网格

法成为很理想的解决 Kirchhoff 板壳问题的方案。P Krysl 和 T Belytschko 首次将

EFG 法分别用于解决薄板[13]和薄壳[14]问题，并且后者给出了消除薄壳薄膜锁死

问题的解决方案和算例；国内的张建辉等采用 EFG 法分析了置于 Winkler 地基

上的自由边界的薄板弯曲问题[15]；G R Liu 等将 EFG 用于复杂形状薄板[16]以及

空间薄壳结构的静态分析和自由振动[17]，并用 MLPG 法计算了薄板结构的静态

分析和自由振动[18]；Shuyao Long 等将 LBIE 方法用于薄板弯曲问题[19]；J Sladek

等把四阶微分方程分解为一个 Possion 方程和一个 Helmholtz 方程，并用 LBIE

方法解决了薄板弯曲问题[20]，置于 Pasternak 双参数弹性地基上的薄板弯曲问题

[21]，及薄板大变形问题[22]，但以上三种情况仅限于固支和简支边界；Vitor L 等

则用 RBF 近似，Heimite 配点法离散，成功处理了 Kirchhoff 板弯曲问题[23]。 

相比之下，Timoshenko 梁（板壳）理论主要的运动学假设是法平面保持平

面，即平的，并且在平面内没有变形发生。板截面变形如图 1-1。因此，垂直于

中线的平面转动视为刚体。在有限元方法中，位移和转动是独立的场函数，即

板壳单元是 0C 型单元。表达格相当简单。基本和平面应力单元表达格式类似。但

在梁、板壳变得很薄时，可能会出现剪切锁死；对于曲梁和壳问题则还有薄膜

锁死的问题。有限元法中解决锁死问题往往借助于假设应变[24][25]，杂交元[26]，

选择或者减缩积分[27]等手段。然而这些方法在较为粗糙的网格上往往精度很差，

而且十分繁琐。由于厚板壳中，剪切变形充当了重要的不可替代的角色，否则

精度无法保证，所以怎么处理各种数值锁死是求解厚梁、板壳的一个关键问题。 

在无网格方法求解 Mindlin 梁、板壳问题中，方电新等用 EFG 法分析基于

Midlin 理论的板弯曲[28]，但并未尝试解决各种数值锁死的困扰；Donning 和 W K 

Liu 基于点的基数样条函数(cardinal splines)构造近似函数，Galerkin 法离散，计

算了带有剪切变形的梁和板[29]，同时初步揭示了可以消除数值锁死的一种很有

价值的方案。W K Nukulchai 将 Donning 的思想进一步深化，讨论了剪切锁死的

根源，将这一方案用于 EFG 法计算了大量厚板算例[30]；Noguchi 等用 EFG 方法
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[31]，Garcia 等用 hp-clounds 方法[32]都计算了 Mindlin 板问题，Noguchi 还采用映

射技术（mapping technique）将壳曲面映射到二维平面，在二维平面内完成离散，

计算了壳及空间结构，给出了很好的结果[33]，并详细讨论了剪切锁死和薄膜锁

死问题。Nam Ho Kim 等用可以剪切变形的壳模型来分析板壳结构优化问题[34]，

采用的无网格法显示了对此领域的传统方法－有限差分法的优势。 

基于连续体(CB)方法又称退化连续体方案，在 Belytschko T 等的著作“连续

体和结构的非线性有限元”[35]中做了详尽的总结和细致的讨论。处理非线性问

题时，相对于普通的板壳理论，它直观和简单的多，而且能得到很好的解答，

适用于任意的大变形问题。然而对于非弹性壳的非线性大变形问题，CB 法也很

繁琐，正如 Shaofan L [36]指出的，它的不足在于剪切锁死和薄膜锁死的缺陷，要

想解决这些问题，必须引入一些复杂的手段，Beletschko[35]详细讨论了假设应变

场或者一点积分的壳单元。同时，在 CB 法中引入复杂的本构关系也是相当麻烦

的事情。这跟直接 3-D 连续体方案的直接简单、精确不可比拟。所以 CB 法虽然

在有限单元法中获得了不少应用，目前仍未见在无网格法中利用其解决板壳问

题的文献。 

在这三种方案中，直接 3D 连续体方案是最简单也最精确的。尽管如此，它

同时也是最不常用的一种。因为在有限于方法中，对于薄板壳结构采用低阶单

元则必须在厚度方向布置多层点才能获得合理的梯度场，这使得离散系统过于

刚硬，降低了离散系统的条件数，从而降低了求解场的精度。尽管如此，仍然

有一些方案来改善这些缺陷，W K Liu 等[37]用多层积分的 8 结点六面体单元处理

板壳大变形的弹塑性分析就是这方面的一个尝试。当然，直接 3-D 方法的另外

一个问题是费时相对较高，比板壳理论或者退化连续体方案需要更多的单元(大

约 3~5 倍)。Shaofan L 等 [38]利用无网格法窗函数（RKPM）近似的高度光滑性

的优势，发现在板壳的厚度方向仅布置 2~4 层点就可以很好的捕捉此方向场的

梯度，而且同时还可以在一定参数范围内避免剪切和体积锁死。成功地用无网

格法处理了大量薄板壳问题的非线性大变形问题。 

1.3.2无网格法处理梁、板壳问题的一些探讨 

⑴ 基于梁、板壳理论的无网格处理方案 
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这是在有限元法当中讨论时间比较长，研究比较透彻的一种方案。如前面所

述，在无网格方法计算板壳问题中也是应用相当多的一种。由于 Kirchhoff-Love

板壳和 Mindlin-Reissner 板壳遇到的困难有很大不同，所以下面分开讨论。 

① 基于 Kirchoff-Love 假设的薄板壳 

对于那些要求高连续性形函数的边值问题的数值求解(Kirchhoff 板壳弯曲问

题只是其中一个)，无网格法可以直接简单地构造近似函数，显示了很大的潜力。 

单从离散形式来看，基于 Galerkin 原理的弱形式，如 EFG，MLPG，只需要

形函数的 1C 连续性，MLS 近似很容易满足。而对于强形式的配点法，最小二乘

配点法等离散方案，则至少需要 3C 的连续性，需要求解形函数的四次导数。对

于 MLS 近似来说， 3C 连续要求基函数至少需要总项数为 10 的 3 次完全多项式，

计算费用比较高，并且四阶导数的形式相当复杂，当然尽管不是不可能求解的。

所以配点格式的无网格法计算板壳问题，例如对于 Hermite 配点法，则乐于选择

RBF 作为近似函数。但因为求解高阶偏导数很容易丧失近似精度，往往不得不

采用很大的支撑域，甚至不得不采用全局支撑的 RBF[23]，这丢弃了系统矩阵带

状稀疏的特点，计算量很大，这使得配点法格式不需要积分，计算量小的优势

消失。所以对于强形式的离散方案计算板壳问题，一般并不推荐采用。 
对于想获得 1C 连续性甚至更光滑的 MLS 近似函数而言，大部分都选择二次

完全基（Quadratic）作为基函数（可以同时满足一致性要求）和四次样条函数作

为权函数，近似函数能达到 2C 连续，这对于薄板壳问题是足够的。后面我们也

采用了这两个参数进行板壳的分析。 

很直观地解决了连续性的要求，Kirchhoff 板弯曲问题剩余的难点在于如何选

择最优支撑域的大小和合适的积分阶次。这些问题也是自 Galerkin 形式的无网

格法诞生以来一直在讨论和研究的。过小的影响域因为没有足够的点对场函数

进行拟合，必然导致很差的精度；然而过大的影响域则消弱系统的局部特性，

增加计算费用。一直被认为存在一个最优影响域大小。P. Krysl 等 [13]用 EFG 求

解薄板弯曲问题，G. R. Liu[18]采用 MLPG 求解薄板弯曲和自由振动问题时，都

对这两个问题做了较为详细的讨论，并给出了类似问题的推荐结论。在论文后

面的第二章中我们也给出了一个较为常用的最佳支撑域大小。 

在曲梁和壳中，当薄膜变形和弯曲变形耦合在一起，特别是壳变得很薄的时



第一章 引言 

- 17 - 

（
正
交
化
后
的
）
挠
度

支撑域半径/壳体半径

候，往往容易出现薄膜锁死。薄膜锁死的根源在于薄膜应变和弯曲应变近似阶

次的不匹配。P. Krysl[14]，Noguchi H [33]提出可以通过高阶的基函数来消除薄膜

锁死。而扩大影响域也可以缓解薄膜锁死的困扰，当然提高基函数阶数本身也

必须同时增大影响域。 

为了消除薄膜锁死，MLS 近似一般可以选择四次完全基（ 16=m ）[14][33]，

或者双三次基（ 15=m ）[33]。 

四次基 （Quartic）： 

  [ ]Tyxyyxyxxyxyyxxyxyxyxp 4322343223221=  (1-39)

双三次基（Bi-cubic）： 

  [ ]Tyxyxyxxyyxyxyxyyxxyxyxyxp 33322332233223221=  (1-40)

下面是 P. Krysl[14]给出的算例： 
模型为无支撑的短壳承受对夹的集中力，采用规则的 9×9 的 EFG 点。Q＝3，

Q＝4 为积分点数。 

 

 
 

图 1-2 基函数次数和影响域大小对薄膜锁死的影响[14] 

 
从图 1-2 可以看出，对于二次基 jp ，增大影响域可以减轻薄膜锁死的影响。

采用四次完全基则基本完全消除了锁死。 
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② 基于 Mindlin-Reissner 假设的厚板壳 

同有限元法一样，无网格法在 Mindlin-Reissner 梁、板壳理论中形式简单，

而且考虑了剪切变形的影响，可以同时计算厚板壳，薄壳；但是也必须面对剪

切锁死和曲梁/壳的薄膜锁死的困扰。 

虽然剪切锁死在根源上跟薄膜锁死都是由于近似不同场函数的阶次不匹配，

但把剪切锁死放在这一节讨论是因为它只出现在 Mindlin-Reissner 板壳中，对于

Kirchhoff 板壳则不存在类似问题。 

剪切锁死的原因跟薄膜锁死是类似的。即转角θ和横向变形近似函数w阶次

的不匹配。它在板壳变得很薄，剪切应变和弯曲应变耦合在一起的时候容易发

生。有两种方法可以缓解或者完全消除剪切锁死。 

第一种方法跟上一节消除薄膜锁死的技术是一样的。在有限元法当中，剪切

锁死往往出现在低阶单元中（如线性单元），如果采用合适的高阶单元（如 16

结点 Lagrangian 单元），剪切锁死将会减弱甚至消除。由于低阶单元无法描述

零剪切（对于梁板指纯弯）状态，导致虚假的附加剪切应变，虚假剪切应变对

挠度的影响随着梁，板变薄而增大，以致最后“锁死”。但如果采用高阶单元，

这种影响就会减小。 

无网格方法采用了类似的思路。Noguchi H[31][33]通过提高基函数阶次，如采

用双三次基(Bi-cubic)和四次基(Quartic)，以及扩大影响域的技术来消除剪切锁

死。 

下面是 Noguchi[33]给出的算例： 

计算模型为 Mindlin 板，由于对称性取1/ 4 分析，布置 5×5 的 EFG 点。表 1-2

是基函数次数对剪切锁死的影响。其中 t是板厚， L 为板长， c 是最近的点的距

离。 
表 1-2 基选择不同 Mindlin 板弯曲分析， L

t ＝1000[31] 

m  基函数种类 工况 1 工况 2 工况 3 

3 Linear 锁死 － － 

10 Cubic 轻微锁死 锁死 锁死 

15 Quartic 无锁死 轻微锁死 锁死 

16 Bi-cubic 无锁死 无锁死 无锁死 
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其中，m ：基函数的项数，工况 1：简支，均布荷载，工况 2：简支，中央集中荷载，

/t L 工况 3：固支，均布荷载。 

 

 

 

图 1-3 影响域大小（左）和基函数阶次（右）对剪切锁死的影响[31] 

（工况：简支均压；左边为线性基结果，右边为双三次基结果） 

 

从 Nouguchi H 的结果可以看到，只要影响域不是太小（应至少>2 c），当

/ 0.01t L = 时，所有的基函数都给出了不错的精度。当 / 0.001t L = 时，则只有四

次基和双三次基得到了精确的结果，在各种边界条件下避免了剪切锁死问题。

同时，当采用不规则布点时，也仅有采用四次基和双三次基的精度不受影响。 

第二种方法是 Donning 等[29]提出的，并且经 W. Kanok-Nukulchai[30]做了进一

步深入的讨论。如上面所述，提高基函数次数和扩大影响域的技术可以很直观

地消除剪切锁死。当然这往往意味着大大增大了系统方程的带宽，必须付出比

较昂贵的计算费用。不仅如此，由于不能在极薄的情况下满足 Kirchhoff 约束条

件，虽然可给出精确的位移解，但剪切应力会出现振荡的现象[30]。虽然当加大

影响域的时候，四次基（Quartic）可以减弱这种振荡，如图 1-4，图 1-5 所示。

但收敛率也会因为不能满足 Kirchhoff 约束条件而受到影响。 

Donning[29]提出对转角θ采用比w近似低一阶的基数样条函数近似来保证θ

和w同阶，从而达到改善剪切锁死现象。虽然有限元方法可以采用类似的技术，

但是其 0C 插值的本质使得θ的连续性降为 1−C ，这会导致应力场的不连续。对比

之下，无网格法可以很容易得取得 1C 以及更高连续性的近似场。 
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图 1-4 四次基下剪切应力的振荡[30] 

 

 

 

图 1-5 加大影响域对剪切应力振荡的影响[30] 

 

对于一维的梁问题： 
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跟第一种方法不同， )(xIη 并不是独立构造，而是基于 )(xIφ 的导数构造： 
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从式(1-42)也可以看出， )(xIφ 至少是 1C 连续的。它可以任何满足条件的近似

函数，如采用标准的 MLS 近似[30]，RKPM 近似，或者基数样条函数近似[29]。 

对 Mindlin 板也可以采取类似的方案。 

  

∑
=

=
n

I
II

h uyxyxu
1

),(),( φ  

∑
=

=
n

I
xII

h
x yxyx

1

),(),( θηθ  

∑
=

=
n

I
yII

h
y yxyx

1

),(),( θξθ  
(1-43 )

同样的， ),( yxIη ， ),( yxIξ 基于 ),( yxIφ 的导数构造，： 
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这里也要求 ),( yxIφ 至少是 1C 连续的。 

下面是 Nukulchai [30]给出的算例： 

求解固支承受均布荷载的 Mindlin 方板。S-EFG 为标准 EFG 方法，M-EFG

是采用上述近似函数匹配的结果。由于使用同样的影响域大小(3.4 倍的点距)，

S-EFG 的高阶基函数近似(Cubic/Quartic)的结果精确性受到影响。标准对比结果

采用是 Kirchhoff 板理论的计算结果。 

由于此种方法在求解厚板时能够同 Kirchhoff 板结果符合地很好，而且可以完

全避免剪切锁死的困扰，同时不必大量增加计算费用，是一种有前途的方法。

虽然 Donning[29]曾采用这种匹配近似场函数的思路来解决曲梁的薄膜锁死，但是

笔者认为并不比前述第一种方案划算。也未曾有文献把这种思路用于板壳分析。 
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图 1-6 匹配近似函数方法对 Mindlin 方板剪切锁死的影响[30] 

  

⑵ 基于三维连续体模型的无网格处理方案 

就原理而言，直接 3-D 连续体方案（direct three-dimensional continuum 

approach ）是最简单也是最精确的。但有限元方法中，相比板壳理论（plate-shell 

theory）和 CB（continuum based approach）理论，3-D 连续体方案实际应用少的

多。 

在有限元方法中，对于薄板壳结构采用低阶单元则必须在厚度方向布置多层

点才能获得合理的梯度场，这使得离散系统过于刚硬，降低了离散系统的条件

数，从而降低了求解场的精度。这是有限元方法中，3-D 连续体方案不受欢迎的

主要原因。另外一个原因是它比板壳理论和 CB 方案需要更多的单元，计算费用

高。但是无网格法的 3-D 连续体方案相对有限元法具有如下优点[38]： 

(1) 能够减弱剪切锁死和体积锁死。 

(2) 可以减弱由于厚度小和大方向比而导致的系统条件数差。 

(3) 用很少的点（2 层/3 层）就可以捕捉厚度方向的场梯度变化。 

上面这些优点归功于无网格法近似函数的高度光滑性，同时无网格法由于采

用影响域的概念，如果把它比作有限元方法中的“网格”，则采用相对大一些

的影响域可以缓解大变形中上述“网格”的畸变，所以就不需要再借助像有限

元那样的繁琐的网格重划分技术。 
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换句话说，虽然有限元可以通过高阶单元来获得类似的连续性，但是这同时

意味着需要在厚度方向布置更多的点，而这又会降低系统条件数。有限元方法

固有的缺陷使得它在 3-D 连续体方案中应用甚少。 

鉴于板壳理论和 CB 方案在处理诸如非弹性壳的非弹性变形问题，以及引入

复杂本构关系等的困难，原理简单的直接 3-D 连续体方案在此类问题上具有很

大优势。Shaofan Li[38]利用无网格法 RKPM 窗函数构造高度光滑的近似函数，计

算了大量非线性薄壳结构的大变形问题。图 1-7 是最大方向比为 20 的粘塑性薄

片拉伸问题，在厚度方向仅布置 5 层点，16165 个点的计算结果。 

 

                  

图 1-7 粘塑性薄片的拉伸变形[38] 
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第二章 面向对象的无网格法程序设计 

2.1引言 

传统的结构化语言（如FORTRAN 77、PASCAL和C等）都是采用面向过程

的方法来解决问题的，其代码和数据是分离的，因此程序的可维护性较差。面

向对象（Object Oriented）程序设计方法则是把数据及处理这些数据的函数封装

到一个类中，只有属于该对象（声明为类类型的变量称为对象）的成员函数才

可能存取该对象的数据成员，这样其它函数就不会无意中破坏其内容，从而达

到保护和隐藏数据的效果。与传统的面向过程的程序设计方法相比，面向对象

的程序设计方法有三个优点[41]： 

1. 程序的可维护性好。面向对象程序易于阅读和理解，程序员只需了解必要的

细节，因此降低了程序的复杂性。 

2. 程序的易修改性好，即程序员可以通过添加或删除对象很容易修改、添加或

删除程序的代码。 

3. 程序的可用性好。程序员可以根据需要将类和对象保存起来，随时插入到应

用程序中，无需做什么修改。 

 作者在以前 OMLL(Object MeshLess Library)二维程序的基础上编制了三维

程序，并以此分析了各种无网格法，最后选用无网格伽辽金进行了板壳问题的

分析。下面我们将简单地介绍一下面向对象地无网格法程序的设计。 

2.2 OMLL程序介绍 

与常规程序设计方法不同，OMLL采用宏语言设计方法，它提供了一批宏命

令，用户可在输入数据文件中使用宏命令来控制程序的运行，包括控制所采用

的近似函数、无网格方法、系数矩阵的存储方法、程序的流程以及数据输出方

法等。采用宏语言设计方法的最大优点是，用户不需要对程序作任何修改，只

需采用OMLL提供的宏命令即可完成各种不同的研究任务，使用非常方便。 

下面是一个典型的OMLL输入数据文件，依据模型为一个方板承受中央集中荷

载(见4.2.2节算例)： 
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RESULTFILE PLATE.RES % 定义并打开输出数据文件为“PLATE.RES” 

OMLL *** Problem of a Beam(LX=10.0, LY= 10.0，T=1.0) *** % 定义本问题的标题 

NDM 3 % 空间的维数 

NUMNP 363 % 节点总数 

NUMEV 363 % 计算点总数 

NDISP 120 % 给定位移边界点总数 

NLOAD 1 % 给定集中力的边界总数 

NUMMAT 1 % 材料组总数 

MATERIAL % 材料性质数据 

% 定义Generic材料-各向同性线弹性材料 

ISOELASTIC Generic 10000.0 0.3 6.8 
NODE % 节点数据 

NODE 
# PointID            x            y         z  

1     0.00000000000       10.0000000000       0.00000000000 

... ... ... 

363   9.00000000000       9.00000000000      0.500000000000 

 

BOUNDARY % 给定位移边界点数据                                                                              

 #* Essential boundary conditions at nodes                                                

 #* PointID   material  idx  idy  idz   u   v w             

2   Generic     0    0  0    0.000 0.0000 0.0000        

... ... ... ... ... ... 

142 Generic     0    1  1    0.000 0.0000 0.0000 

 

LOAD                                                                                                             
% Load bounday in each point 

254   Generic     0    0    0    0.0000  0.0000  1.0000   0.0000 0.0000 -100.00 
 
EVPOINT 
   COPY  ALL  Generic   1.0    % 取所有节点作为计算点     

ENDEVPOINT 
 
EFGDATA % 伽辽金型无网格法背景网格数据 

NCELL 200 % 背景网格总数 

NINTX 3 % x方向的积分点数 

NINTY 3 % y方向的积分点数 

NINTZ 3 % z方向的积分点数 

CELL NODE % 用节点号来输入背景网格 

Generic   2    32    41    11   243   245   283   265 

... ... ... ... ... 

Generic   363   282   254   264   242   142   133   144 

ENDEFGDATA 
 
ENDDATA % 结束求解域数据的输入 

ECHO OFF % 不在输出设备上输出宏命令 

BATCH % 进入批处理求解模式 

CHECK % 检查位移边界和面力边界条件数据是否正确 

MLS % 建立MLS近似函数 

BASIS QUADRIC % 采用二次基 

WEIGHTFUNCTION SLS234 3 % 使用四次样条权函数，后面的参数无效 

SINCHECK % 检查MLS近似中矩阵A是否奇异，如奇异则替换最后一个影响点，直至A成为非奇异的 

INFLENCEDOMAIN Fix 2.01 2.01 1.01 % 各节点支撑域半径相等，设为2.0 
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BAND ON % 使用一维变带宽存储技术 

EFGM %使用EFG法求解 

Penalty 1.0e5    %  设置罚函数的值 

TIMER START  % 开始计时 

TANGENT % 计算并组装计算点处的系数矩阵和向量 

SOLVE % 求解方程 

OUTPUT % 输出结果 

PRINT Solving finished. % 在屏幕上显示“Solving finished.” 

TIMER PRINT % 输出本次计算所消耗的CPU时间 

END % 结束批处理模式 

STOP % 停止程序的运行 

 

在上面的文件中，斜体字部分为OMLL定义的宏命令，其后的内容为该宏命令

的参数。符号“%”和“#”后面的所有内容均为注释，不影响程序的运行。OMLL

程序将逐行读入此文件中的数据，根据所输入的宏命令执行相应的操作。在这

个示例文件中，采用了MLS近似，使用四次样条函数(1-8)，各节点支撑域半径相

同，均为[2.01,2.01,1.01]。采用无网格伽辽金法求解，系数矩阵使用一维变带宽

方式存储。如果要使用加权最小二乘无网格法求解，只需将宏命令“EFGM”换

为“LeastSquare”。如果要取高斯函数(1-6)作为权函数，只需将宏命令 

“WEIGHTFUNCTION”的参数“SL234”换为“GAUSS”即可，并选择GAUSS权函数

的参数。 

OMLL程序采用Visual C++设计，其类结构如图2-1～图2-3所示，粗体为编制

三维程序需要改动的类。图中单箭头“↓”表示建立对象，双箭头“⇓”表示继

承。例如，主程序OMLL建立了求解域类Domain和主控类Run的对象，类Domain又

建立了Point等类的对象，而类Node和EvPoint都继承了点类Point。 

下一节将节选OMLL的几个MLS近似实现的几个类做介绍，从中可以看出面向

对象的无网格法程序设计跟面向过程的程序设计有何不同。 

2.3 实现三维MLS近似的类介绍 

2.3.1 近似函数基类Approximation 

 无论是哪一种近似函数，它们都有一些共同的属性，如影响域半径、影

响域中的节点、形函数及其导数等等。OMLL定义了近似函数基类Approximation,  
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图 2-1 OMLL 程序的结构 

 

 
图 2-2 求解域类 Domain 的结构 

 

 
图 2-3 主控类 Run 的结构 
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以描述各类近似函数的共同属性。其数据成员为： 

int Dim_;       // 问题的空间维数(1～3) 

Array<Node> *pts_;     // 指向节点数组的指针 

char ApproxType_[40];   // 近似函数的类型，如MLS、RBF等 

char InflType_[10];     // 确定计算点定义域的方法，见后面的讨论 

double Radius_[nDIMENSION];  // 当ApproxType = "RBF"或InflType = 

"VAR"// 时权函数支撑域的的半径 

Vector<double> *SupportSize_;  // 各节点支撑域的半径数组 

int InitPtsNb_;      // 计算点定义域中节点的初始个数 

double Scale_;                 // 计算节点支撑域半径时的放大系数（只

用于移动最小二乘近似） 

int MaxInflPtsNb_;  // 计算点定义域中节点的最大个数，如果某计

// 算点定义域中的节点数大于MaxInflPtsNb_，

// 则只保留据该计算点最近的MaxInflPtsNb_各

//节点 

int InflPtsNb_;     // 计算点定义域中节点的个数 

Vector<int> *InflPts_;   // 计算点定义域中节点号数组 

bool ReGenerateInflPts_;  // 是否需要重新搜索计算点定义域中的节点 

int MaxDerOrder_;    // 所需计算的形函数导数的最高阶数 

static int DEBUG_;    // 是否输出调试信息 

ofstream cdeb;     // 调试信息输出文件 

Vector<double>* N_;   // 当前点的形函数向量 

GenMatrix<double>* D1N_; // 当前点的形函数向量的一阶偏导数 

GenMatrix<double>* D2N_;  // 当前点的形函数向量的二阶偏导数 

数据成员InflType_表示确定计算点定义域的方法，共有四种可能性： 

1. “SELECT”：只取支撑域覆盖了该计算点且距其最近的InitPtsNb_个节点作

为其定义域中的点。 

2. “ALL” ： 取支撑域覆盖了该计算点的所有节点作为其定义域中的点， 各

节点的支撑域半径取为(*SupportSize_)(I) = Scale×s(InitPtsNb_)， 其中
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s(InitPtsNb_) 为节点I与距其最近的第InitPtsNb_ 个节点之间的距离。 

3. “FIXED”：各点支撑域半径相等，由用户指定。长方体域目前只能用FIX指

定。 

4. “VARIABLE”：与前面几种方法不同，此时权函数是定义在计算点 x处的，

而不是定义在节点 Ix 处的，即权函数为 xω  ( Ix )。计算点的定义域与权函数的支

撑域重合，为以计算点为圆心的圆，其半径取为Scale× (s(InitPtsNb_)。当Scale_ > 

1时，权函数支撑域覆盖的节点数大于InitPtsNb_，但此时只取距该计算点最近的

InitPtsNb_个节点作为其定义域中的节点。 

在基类Approximation中定义了一些成员函数，完成与近似函数相关的操作。

主要有： 

1. 近似函数的计算 

•  char* ApproxType()返回近似函数的类型ApproxType_； 

•  void ApproxType(char* type)设置近似函数的类型ApproxType_； 

•  void ShapeFun(Point* pX, int DerOrder, char DerKind[])为纯虚函数，求解

点（Point* pX）的形函数及其导数，其具体实现需要在其派生类中给出。

参数int DerOrder（≤  2）表示所需计算的形函数的导数的最高阶数，缺省

值为2。DerKind表示计算导数的方法，当DerKind = "FULL" 时计算MLS

近似的全导数，否则计算MLS近似的漫射（Diffuse）导数； 

•  void ApproxAtEvPoint(EvPoint* pX, int DerOrder, charDerKind[]) 通过调

用函数ShapeFun求解计算点（EvPoint* pX）的近似函数。 

•  void ApproxAtPoint(Point* pX, int DerOrder, char DerKind[]) 通过调用函

数ShapeFun求解点（Point* pX）的近似函数； 

•  Vector<double>* Shape()返回指向形函数数组的指针N_。调用函数

ShapeFun后，即可通过函数Shape得到指向形函数数组的指针； 

•  GenMatrix<double>* D1Shape()返回指向形函数一阶导数数组的指针

D1N_； 

•  GenMatrix<double>* D2Shape()返回指向形函数二阶导数数组的指针

D2N_； 

2. 计算点定义域的确定 
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•  char* InflDomainType()返回当前使用的确定计算点定义域的方法，即基类

   Approximation的数据成员InflType_； 

•  void InflDomainType(char* type)设置当前使用的确定计算点定义域的方

法； 

•  void MaxInflPtsNb(int n)设置计算点定义域内节点的最大个数

MaxInflPtsNb_，并改变定义域内节点数组MaxInflPtsNb_的大小。当n=0 

时，将MaxInflPtsNb_设置为节点的总数； 

•  int MaxInflPtsNb(void)返回计算点定义域内节点的最大个MaxInflPtsNb_； 

•  int InflPtsNb()返回该计算点定义域内节点的个数InflPtsNb_； 

•  vector<int>* InflPts()返回指向该计算点定义域内节点数组的指针InflPts_； 

•  void Radius(double* size)设置固定支撑域的半径Radius_； 

•  double* Radius(void)返回固定支撑域的半径Radius_； 

•  vector<double> *SupportSize()返回各节点支撑域的半径数组； 

•  double SupportSize(int i)返回节点i的支撑域半径； 

•  void InitSupportSize(void)为纯虚函数，计算各节点支撑域的半径，其具体

定义需要在其派生类（如移动最小二乘类MLSBasis） 

2.3.2 权函数类 Weight 

 权函数类Weight用来定义无网格法近似函数中的权函数，其数据成员为： 

static double Eps_; // 用于奇异权函数中的小量，取为1.0E-5 

static double Weight_a_; // 权函数中的常数 

char WeightType_[20]; // 权函数的类型（可取为GAUSS、SL345、SL234 

分别对应于(1-6)~ (1-8)各式） 

char SupportRegion_[10];// 支撑域的形状：RECTANGLE - 矩形； CIRCLE - 圆形 

bool SingularWeight_; // 是否使用奇异权函数以生成插值型形函数 

其成员函数有： 

•  double WeightFun(Point *pCenterPt, double* Radius, Point*pEvPoint, int DerOrder)求

解点（Point *pEvPoint）处的权函数及其导数，其中Radius表示定义域半径

数组，pCenterPt为该权函数的中心点，DerOrder = 0时WeightFun返回权函数
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的值，DerOrder = 1-3时WeightFun分别返回权函数对 、 、 的一阶导数值，

DerOrder = 4-9时WeightFun分别返回权函数对 、 、 、 、 、

的二阶导数值。 

•  char* WeightType()返回权函数的类型WeightType_； 

•  void WeightType(char* type)设置权函数的类型WeightType_； 

•  bool SingularWeight()返回使用奇异权函数以生成插值型形函数的标志量

SingularWeight_； 

•  void SingularWeight(bool s)设置使用奇异权函数以生成插值型形函数的标

志量SingularWeight_； 

•  void SupportRegion( char *str )设置支撑域形状参数SupportRegion_； 

•  char* SupportRegion()返回支撑域形状参数SupportRegion_； 

•  double WeightPara()返回权函数中的常数Weight_a_； 

•  void WeightPara(double a)设置权函数中的常数Weight_a_； 

2.3.3 移动最小二乘近似类MLSBasis 

移动最小二乘近似类MLSBasis是近似函数基类Approximation和权函数类

Weight的派生类（图2-2），继承了这两个基类的所有成员，并定义了一些移动

最小二乘近似所特有的私有数据成员： 

bool CenteredBasis_; // 是否使用中心基函数 

char BasisType_[20]; // 基函数的类型(线性基或二次基) 

int BasisNb_; // 基函数的个数(线性基: 4; 二次基: 10) 

bool SingularCheck_; // 是否检查矩阵A的奇异性 

SymmMatrix<double>* A_; // 当前计算点的A矩阵 

SymmMatrix<double>* Ax_; // A矩阵对x的偏导数 

SymmMatrix<double>* Ay_; // A矩阵对y的偏导数 

SymmMatrix<double>* Az_; // A矩阵对z的偏导数 

SymmMatrix<double>* Axx_; // A矩阵对xx的偏导数 

SymmMatrix<double>* Ayy_; // A矩阵对yy的偏导数 

SymmMatrix<double>* Azz_; // A矩阵对zz的偏导数 
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SymmMatrix<double>* Axy_; // A矩阵对xy的偏导数 

SymmMatrix<double>* Axz_; // A矩阵对xz的偏导数 

SymmMatrix<double>* Ayz_; // A矩阵对yz的偏导数 

GenMatrix<double>* B_; // 当前点的B矩阵 

GenMatrix<double>* Bx_; // B矩阵对x的偏导数 

GenMatrix<double>* By_; // B矩阵对y的偏导数 

GenMatrix<double>* Bz_; // B矩阵对z的偏导数 

GenMatrix<double>* Bxx_; // B矩阵对xx的偏导数 

GenMatrix<double>* Byy_; // B矩阵对yy的偏导数 

GenMatrix<double>* Bzz_; // B矩阵对zz的偏导数 

GenMatrix<double>* Bxy_; // B矩阵对xy的偏导数 

GenMatrix<double>* Bxz_; // B矩阵对xz的偏导数 

GenMatrix<double>* Byz_; // B矩阵对yz的偏导数 

Vector<double>* P_; // 当前点的基向量 

GenMatrix<double>* D1P_; // P向量的偏导数 

GenMatrix<double>* D2P_; // P向量的二阶偏导数 

只有移动最小二乘近似类MLSBasis的成员函数才能存取其私有数据成员，其

它函数只能通过类MLSBasis提供的公有成员函数来存取它们。类MLSBasis提供

的公有成员函数有： 

•  void ShapeFun(Point* pX, int DerOrder, char DerKind[])定义了MLS近似的形函

数及其导数的计算方法，它给出了近似函数基类Approximation定义的纯虚函

数ShapeFun的具体实现。 

•  void InfluentPoints(Point* pX)定义了在MLS近似中搜索点（Point* pX） 的定

义域中节点的方法，它给出了近似函数基类Approximation定义的纯虚函数

InfluentPoints的具体实现。 

•  void InitSupportSize(void)定义了在MLS近似中各节点支撑域半径的确定方

法， 它给出了近似函数基类Approximation 定义的纯虚函数InitSupportSize 的

具体实现。调用InitPtsNb、Scale或InflDomainType 后必须调用InitSupportSize 

以重新计算各节点支撑域的半径。 
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•  void CenteredBasis(bool c)设置是否采用中心基函数的标志CenteredBasis_ 

•  bool CenteredBasis()返回是否采用中心基函数的标志CenteredBasis_。 

•  int BasisNb(void)返回基函数的个数。 

•  char* BasisType()返回基函数的类型， “LINEAR” 表示线性基，“QUADRIC”

表示二次基。 

•  void BasisType(char* type)设置基函数的类型。 

•  void SingularCheck(bool check)设置是否检查矩阵A的奇异性的标志

SingularCheck_。 

•  void SingularCheck(Point* pX)检查矩阵A的奇异性，如奇异，则重新选取点

(*pX)定义域中的最后一个节点，直至消除A的奇异性。 
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第三章 三维无网格伽辽金法的讨论 

3.1引言 

在第一章中，我们讨论了 MLS 近似的基本形式，以及各种无网格方法的基

本原理－加权参量法导出。这一章我们对 MLS 近似的一些性质和应用做进一步

的讨论；并对无网格配点法，无网格最小二乘法和 EFG 方法做一些对比，选定

下一步求解板壳问题 EFG 方法的一些计算参数设置，为下一章求解板桥问题奠

定基础。同时这些简单算例能够验证我们程序的正确性。 

3.2 移动最小二乘近似（MLS）的进一步讨论 

3.2.1移动最小二乘近似（MLS）的连续性与一致性 

由于无网格法用于板壳问题除了其固有的不存在网格依赖性之外，一个很大

的优势就在于它近似函数的良好的光滑性。对于薄板壳问题，它很容易构造 1C 甚

至更高连续性的近似函数；厚板壳问题可以通过构造较高阶的近似场函数而部

分甚至全部消除剪切和薄膜锁死问题；直接 3-D 连续体模型则由于高度光滑的

近似函数，很容易捕捉板壳厚度方向的场梯度，从而不像有限元那样在此类方

案上容易导致系统矩阵过于刚硬。 

从形函数的表达式(1-17)可以看出，形函数的连续性n由基函数和权函数决

定，假设记权函数的连续性阶次为 l，则 ),min( lkn = ，k为前面所述单项式的阶

数。例如采用完全二次基和四次样条函数， 6m = ， 2l = ， 2n = ，则形函数φ就

是 2C 连续的。 

可见 MLS 近似构造具有高度连续性的形函数非常直观，不需要有限元构造

具有完备性的高阶单元形函数那样繁琐。单从直觉上来说，采用四次基( 15m = )，
采用八次样条函数作为权函数可以构造 4C 连续的形函数，不过影响域将随之加

大，高斯积分阶次也需要提高很多。由于在每个积分点都需要求一个m 阶矩阵 A

的逆，导致计算量大幅度提升。 

再讨论一下 MLS 近似的一致性。如前面，假设基函数为 k次完备单项式，则
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MLS 近似就是 k次一致的。例如：如果基函数是线性的，那么形函数 kφ 就满足

线性一致。推广一步说，任何在基函数中出现的函数都可以用 MLS 重构出来[39]。

如在基函数中包含奇异函数，则可以很方便地用于裂纹扩展计算中。 

对于板壳问题的近似函数的一致性要求，需要包含刚体位移和常应变，所以

至少基函数包含二次完全基。由于 MLS 近似并不是单纯的多项式拟合，一致性

要求并不意味着线性基就一定会获得很差的精度。 

3.2.2移动最小二乘近似（MLS）的数值应用：曲面拟合 

用来验证无网格近似函数（MLS）近似正确性的最简单方法是曲面拟合。下

面将分别对 

多项式函数 

  
2 2 2

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9u a a x a y a z a x a y a z a xy a xz a yz= + + + + + + + + +  (3-1)

其中 0 9a a… 为常系数。 

正弦函数 

  sin sin sinu x y z= ⋅ ⋅  (3-2)

在区间 [0,2]x = ， [0,2]y = ， [0,2]z = 的封闭区间上做曲面拟合。并检验不

同的基函数，不同形状的支撑域，影响域大小这些参数对精度的影响做，这些

设置对下一步求解弹性力学问题和板壳问题是有用处的。 
先定义几个相对误差衡量参数，作为曲面拟合精度的衡量。 Uerr ， DUerr ，

DDUerr 分别用来横向函数本身，函数一阶导数，函数二阶导数的误差。 

  2 2

1 1

( ) /
N N

h
U I I I

I I

err u u u
= =

= −∑ ∑  (3-3)

  2 2 2 2 2 2
, , , , , , , , ,

1 1
[( ) ( ) ( ) ] / ( )

N N
h h h

DU I x I x I y I y I z I z I x I y I z
I I

err u u u u u u u u u
= =

= − + − + − + +∑ ∑  (3-4)

  /DDU DDU DDUerr L E=  (3-5)

其中 
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2 2 2 2 2 2
, , , , , , , , , , , ,( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )h h h h h h

DDU I xx I xx I yy I yy I zz I zz I xy I xy I xz I xz I yz I yzL u u u u u u u u u u u u= − + − + − + − + − + −
2 2 2 2 2 2

, , , , , ,DDU I xx I yy I zz I xy I xz I yzL u u u u u u= + + + + +  

再定义一个参量κ 来描述支撑域大小。 

  
i

i
i

s
h

κ =  (3-6)

其中 is 为固定支撑域半径， ih 为布点间距。对于笛卡尔坐标系下的长方体支撑

域, , ,i x y z= (图 3-2)。 

⑴ 二次多项式函数的曲面拟合 
选定支撑域形状为长方体，布点方案8 8 8× × ，即布点间距 0.25ih = ， 2.5iκ =

（ , ,i x y z= ），并取其支撑域覆盖了该计算点的所有节点作为其定义域中的点。 

线性基和二次基的拟合误差如表 3-1 所示： 

 

表 3-1 二次多项式曲面拟合误差 

基函数 Uerr （％） DUerr （％） DDUerr （％） 

线性基 0.703988 2.3386 118.165 

二次基 122.62567 10−×  101.48426 10−×  81.18928 10−×  

 

如 3.2.1 中所述，任何在基函数中出现的函数都可以由 MLS 近似重构出来，

所以对于二次多项式函数，MLS 采用二次基函数则基本无误差。而对比之下，

线性基则只有函数，函数的一阶导数精度较高，二阶导数误差就变得很大。 

对于三维问题，三次基 19m = ，这要求高阶的高斯积分，特别是需要很大的支撑

域（对长方体支撑域保证矩阵 A 不奇异至少需要包含 64 个点！），这大大增加

了计算费用。所以本文后面的计算都选择二次基， 10m = 。 

⑵ 正弦函数曲面的曲面拟合 

① 支撑域大小的影响以及最佳支撑域半径 
采用10 10 10× × 的布点方案。设置长方体支撑域大小分别为 2,3,4,5iκ = （防

止截断误差影响，实际计算中支撑域半径应该设置为 i is + Δ ， iΔ 为任一小量）。

并取其支撑域覆盖了该计算点的所有节点作为其定义域中的点，图 3-1 表示了随

支撑域半径大小而误差参数 Uerr ， DUerr ， DDUerr 的变化（ 1.0κ = 时由于 A矩阵
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奇异，所以为虚拟值）。 
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         图 3-1 支撑域大小对 MLS 近似误差的影响 

 

当没有足够的点来近似场函数时，MLS 近似中的矩阵 A变得奇异，因此精

度会很差。而随着定义域的增加，近似场和近似场的导数精度也随之上升，并

且计算费用也会显著增加。所以一般认为存在一个最优的支撑域半径。在后面

的计算中我们一般取定义域大小为 2.0κ = 。 

κ 虽然是一个重要的参量，但根据不同的问题，最优的κ 值往往并不相同。所

以并不存在一个真正的普适的最优。例如 Krysl[13]在求解 Kirchooff 板问题时给

出的最优值（二维，圆形支撑域，κ 的定义类似）为 3.4κ = 和 3.9κ = 。 

② 支撑域形状的影响 

球形支撑域(图 3-2)适应范围广，对于复杂的布点方式，复杂的形状都可以

适应。但在计算形状规则的板问题时，特别是超薄板，长方体形(图 3-2)的支撑

域往往是合意的。单就精度而言，在其他参数相同的情况下，对于同一个问题

两者差异不大。 

由于在计算系数时涉及系数矩阵 A（ mm× 阶）的求逆，因此必须保证在所

有计算点处矩阵 A都为非奇异的。矩阵 A非奇异的必要条件是 x定义域内的节点

数必须大于基函数 )(xpi 的个数m，同时这些点不能在一条直线上排列。对于长

方体影响域而言，图 3-3 的排列就将造成 A矩阵奇异，所以每个笛卡尔坐标方向

都应至少包含 3 个点，即 2.0( , , )i i x y zκ ≥ = 。 
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图 3-2 长方体支撑域和球（二维为圆）形支撑域 

 

 

图 3-3 A矩阵奇异的长方体支撑域 

 

表 3-2 给出的是布点方案10 10 10× × ，方长方体支撑域（ 2iκ = ， , ,i x y z= ）

和球形支撑域（ 2.5iκ = ， i r= ）曲面拟合的误差结果。 

 

表 3-2 不同形状的支撑域对 MLS 近似误差的影响 

支撑域形状 Uerr （％） DUerr （％） DDUerr （％） 

长方体 0.0565552 1.38615 9.67008 

球形 0.0682873 1.80665 9.56222 

3.3 三种无网格法（三维）的对比研究 

  从第一章我们知道，无网格方法有很多种，大体上分为两类，一类是基于
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弱形式的 Galerkin 方法（局部 Petro-Glaerkin 法），一类是基于强形式的配

点法和最小二乘配点法（加权最小二乘法）。Galerkin 方法精度高，稳定，

但计算费用相对较高，而且有的方法需要背景网格积分。当然现代社会计算

工具的飞速发展部分弥补了这一缺陷。基于配点格式的无网格法精度差，但

计算量小，也不需要背景网格。最小二乘配点格式的无网格法介于两者之间，

精度好于配点，也比配点法稳定，计算费用也相对 Galerkin 方法较低。 

下面用两个简单的算例来对比这三种方法。以探究这三种方法的优缺点，

确定再应用到板壳问题中该采用哪种方法，也同时验证我们的程序是否正

确。 

3.3.1三维分片试验 

在1 1 1× × 的区域上进行分片试验。与常应变状态对应的位移场为： 

  

0 1 2 3u a a x a y a z= + + +  

0 1 2 3v b b x b y b z= + + +  

0 1 2 3w c c x c y c z= + + +  

(3-7)

其中 0a 、 1a 、 2a 、 3a 、 0b 、 1b 、 2b 、 3b 、 0c 、 1c 、 2c 和 3c 均为常数。区域所有

的边界点均按式(3-7)指定位移。分片实验要求由无网格法计算得到的所有内部

节点的位移与式(3-7)相一致，并且得到所有的应力和应变在区域内为常数，并

且必须与式(3-8)计算出来的结果相同： 

 

  

1 1 2 32 ( )xx Ga a b cσ λ= + + +  

2 1 2 32 ( )yy Gb a b cσ λ= + + +  

3 1 2 32 ( )zz Gc a b cσ λ= + + +  

2 1( )xy G a bτ = +  

3 1( )xz G a cτ = +  

3 2( )yz G b cτ = +  

(3-8)
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图 3-4 分片实验节点布置图 

（左：均匀布点，右：非均匀布点） 

 

 分别对均匀和非均匀两种布点方案（图 3-4）进行了分析。计算结果表明，

三维 EFG 法，三维配点法，三维加权最小二乘法严格通过了上述分片试验。 

3.3.2 单拉问题 

如图 3-5 所示单拉杆，矩形截面，尺寸为12 2 2× × 。材料参数 10000E = ，

1/ 3v = 。采用13 5 5× × 的布点方案，如图 3-6 所示。三种无网格方法都采用长方

体支撑域，大小设置为 2iκ = （ , ,i x y z= ）。 

 

 

图 3-5 矩形截面单拉杆结构图 

       

 

图 3-6 单拉杆布点方案 

     

我们分为两种情况来分别分析这个问题。一种情况是按照对称条件放松左端

约束，这在有限单元法中是常用的手段。即如图 3-7 所示： 1z = （实线）上的节
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点 0zu = ， 1y = （虚线）上的节点 0yu = ，同时截面（ 0x = ）上的全部节点 0xu = 。

另一种情况是左端完全按照固支设置边界条件。 

 

O

y

z  
图 3-7 放松的位移边界约束 

 

对于第一种情况，图 3-8～3-10 列出了三维 EFG，配点，加权最小二乘法的

位移 xu ， yu ，应力 xσ 的计算结果，他们都得到了与精确解完全一致的解答，运

算时间 EFG>加权最小二乘>配点。 
 对于第二种边界条件，拉应力 xσ 沿轴向 [0,12]x = 的变化曲线如图 3-11 所示。

无论配点法还是加权最小二乘法精度都不能满足要求。由于实际工程中大部分

的情况下位移边界条件不能按照解析解指定，或者比较复杂无法确定放松约束。

而配点法和加权最小二乘法又对边界条件很敏感，因此我们在直接三维连续体

方案中采用了 EFG 方法。尽管付出了计算费用的代价，而且需要背景网格。但

它更稳定，精度更高，而且前处理简单。这尤其对于超薄板壳等问题具有另两

种方法无法替代的优势。 
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图 3-8 轴向位移 xu 在区间 [0,12]x = 上的变化曲线 
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图 3-9 y 向收缩位移 yu 在区间 [0,2]y = 上的变化曲线 
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图 3-10 放松约束（或指定位移边界）情况下拉应力 xσ 沿轴向变化曲线 
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图 3-11 严格固支约束边界下，拉应力 xσ 沿轴向变化曲线 
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3.4.本章小结 

在这一章中我们首先进一步讨论了移动最小二乘近似（MLS）的一些性

质，如其连续性和一致性如何确定，并且应用 MLS 做了曲面拟合。以此作

为算例，我们讨论了 MLS 近似在数值计算中一些重要参数的选定，讨论这

些参数了对精度影响。这些工作为我们下一步求解板壳问题奠定了基础。 

一是为了验证我们三维程序的正确性，二是在三种无网格法中做出权衡

取舍，来确定到底采用哪一种方法求解板壳问题。我们选了分片实验和单拉

问题作为算例进行了分析。尽管三种方法都通过了分片实验，单拉问题也可

以计算的很好。但面对位移约束比较“硬”的时候，强形式的配点法和加权

最小二乘法应力变得不好。因此我们认为这两种方法对于边界条件是不稳定

的。因为我们决定在下一步求解板壳问题时候，以计算费用为代价，选定无

网格伽辽金法（EFG）为计算方法。其中 MLS 近似的一些参数则以本章讨

论的为基本出发点，如选用二次基函数和四次样条函数作为权函数（ 2C 连

续）；对于板结构，梁，或者结构“平缓”的曲梁和壳选择长方体支撑域，

支撑域大小设置为 2.0( 1,2,3)i iκ = = ；对于大部分曲梁和壳则选用适应性强的

球形支撑域。 
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第四章  板壳问题的三维无网格伽辽金直接分析法 

4.1 EFG直接分析法与板壳理论对比 

4.1.1 薄板壳和厚板壳 

三维连续体方案不需要任何运动学假设，使用方便而且精度高，可同时求解

厚板壳和薄板壳问题。布点时在厚度方向只需要布 2～5 层点，所以对比板壳理

论计算费用不会显著增加。 

⑴ 受集中荷载作用的固支厚曲梁（壳） 

结构如图 4-1 所示，壳体外径 5R = ，内径 3r = ，宽 2B = ，端部受集中荷载

100P = − （负号表示向下）作用，材料参数 410E = ， 1/3v = 。EFG 采用 315 个

节点的布点方案（5 21 3× × ），如图 4-2 所示。MLS 近似采用三维二次基函数，

球形支撑域，选离节点最近的 27 个有影响的结点组成影响域，采用3 3 3× × 的高

斯积分。图 4-4 给出 4.0r = 、 1z = − 、 0 ~ 90oθ = 的竖向位移 yu 的计算结果。三

维 EFG 直接分析法求得的 y 方向（竖向）挠度最大值为-0.401，由 ANSYS 用 40

个 4 结点壳元的计算结果为-0.37426。由于本结构属于厚壳，板壳理论结果有一

定误差。由 ANSYS 用 160 个三维实体单元计算结果为-0.40085，可见本文方法

的精度是相当好的。 

 

θ

              
 图 4-1 端部受荷载作用的固支曲梁（壳）  图 4-2 厚固支曲梁（壳）布点方案 
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图 4-3 薄固支曲梁（壳）布点方案 

 

⑵ 受集中荷载作用的固支薄曲梁（壳） 

将图 4-1 的壳体尺寸改为外径 10R = ，内径 9r = ，宽 1B = ，集中荷载 1P = − 。

采用 279 个结点（3 31 3× × ），如图 4-3 所示。图 4-5 给出了 9.5r = 、 1z = − 、

0 ~ 90oθ = 的竖向位移 yu 计算结果。三维 EFG 直接分析方法计算得到的 y 方向

挠度的最大值为-0.809，由 ANSYS 用 60 个 4 结点壳元计算得到的结果为

-0.80245，两者仅相差 0.81%。 

 

    
图 4-4  厚曲梁 EFG 法和板壳理论竖向位移 yu 比较 
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图 4-5  薄曲梁 EFG 法和板壳理论竖向位移 yu 比较 

4.1.2具有复杂本构关系的板壳 

梁、板壳单元的另一个缺陷在于难以引入复杂的本构关系。而工程材料往往

十分复杂（如混凝土材料），而且一个截面可能包含很多层材料（如复合的正

交各向异性材料）。三维连续体方案并不像板壳理论那样把三维问题简化为二

维问题，所以可以不受这些限制。 

 下面是一个简单的算例来说明这一点。尺寸为 20 20 1× × 的双层材料方板，上

下材料层厚度均为 0.5，材料参数为 1 10000E = ， 1 0.3v = ， 1 50000E = ， 2 0.1v = 。

承受中央集中荷载 400P = − ，取1/ 4 进行分析，如图 4-6 所示。布点方案11 11 3× ×

（图 4-7），采用长方体支撑域， 2.0iκ = ，2 2 2× × 的高斯积分。沿 10y = ， 0.5z =

（中面）， [0,10]x = 路径的挠度曲线如图 4-8 所示，其中有限单元法结果为相

同布点方案下 ANSYS SOLID45 单元求得的结果作为参照结果。可以看出 EFG 的

精度是可以的。 

 

    

图 4-6 双层材料弹性板    图 4-7 双层材料板布点方案 
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     图 4-8 双层材料板挠度曲线 

4.1.3小结 

在弹性的范围内，相对于板壳理论，直接连续体方案的优势在于： 

（1）不需要任何运动学假设，原理简单，精度高，可同时用于薄板壳和厚

板壳。 

（2）相对于 Mindlin 板壳，在一定参数内避免了数值锁死。 

（3）可以很方便地引入复杂本构关系。 

其中关于数值锁死问题将在下一节详细讨论。 

4.2 EFG直接分析法和有限单元直接分析法对比 

4.2.1 EFG方法与有限单元法前处理对比 

对于三维问题，划分六面体网格是一件十分繁琐和费神的事情。而无网格法

的优势之一就是克服了这一缺陷。我们下面用一个简单的例子来说明这一问题。 

  一个截面为圆形的悬臂梁，右端承受集中荷载 10P = ，材料参数 10000E = ，

1/ 3v = 。 

 我们知道，即使是商用有限元软件，对圆柱体剖分六面体网格也不可能用自

动剖分网格命令完成。这又归结为如何在圆平面内自动划分四边形网格。以

ANSYS 为例，自动划分网格的结果如图 4-9 所示。网格质量相当差。无论把 ANSYS
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控制自动划分网格的参数 SMART SIZE 减的多小，它都很难划出满意的网格（图

3-9）。而且随着 SMART SIZE 参数的变小，网格数目剧增。所以必须手动划分网

格，常用的技巧如图 4-10 所示，需要先把圆平面分为 5个小面，然后再分别划

分。这样划分的网格质量才会好。 

 

          

图 4-9 ANSYS 自动划分网格 

(左：smart size = 8, 右：smart size =6) 

       

 

    

图 4-10 ANSYS 手工对圆平面划分网格步骤 

 

 

图 4-11 EFG 布点方案和积分背景网格 
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 相比这一技巧，无网格法则不需要如此麻烦。图 4-11 是无网格法一截面内

的布点方案，虚线划出了 EFG 法所需要的背景网格。EFG 采用球形影响域，取离

计算点距离最近的 27 个点为定义域，采用3 3× 的高斯积分。计算结果垂向挠度

yu 和上表面横向应力 xσ 如图 4-14，4-15 所示。有限单元法由 ANSYS SOLID45 单

元求得，布点方案与 EFG 布点方案相同。由于用正多边形( 1I )拟合对圆（ 2I ）,EFG

和有限元法计算结果都根据惯性矩 I 值做了修正，即所有的结果都乘以 1 2/I I（例

如图 4-13 的布点方案， 1 2/ 0.81239I I = ）。值得注意地是，图 4-14，4-15 可以

看出，EFG 无论位移和应力精度都高于有限单元法（ANSYS）。应力在端部的波

动应该归结于约束过硬。 
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图 4-14 圆截面悬臂梁挠度曲线 
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图 4-15 圆截面梁上表面正应力 xxσ 分布 
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4.2.2 EFG与有限单元法精度对比 

在第一章中我们已经从理论上说明了，有限单元法在三维连续体方案中的缺

陷所在。这里我们通过一个算例来验证一下为什么有限单元法很少用于三维连

续体方案。在相同的布点方案下，有限元法的精度比 EFG 差的多。 

尺寸为20 20 1× × 的四周固支的平板，承受中央集中荷载 400P = − ，材料参数

410E = ， 0.3v = 。由于对称条件，只取1/ 4 进行分析（如图 4-16 所示），采用

11 11 3× × 节点离散，共有 363 个点（如图 4-17 所示），相当于有限单元法的 200

（10 10 2× × ）个实体单元。 

 

 

图 4-16 承受中央集中荷载的板（1/ 4） 

 

 

图 4-17 承受中央集中荷载的板（1/ 4）的布点方案 

 

图 4-18 给出了挠度的计算结果，其中三维 EFG 直接分析中采用长方体影响

域， 2.0iκ = 。板壳理论的计算结果由 ANSYS 采用 100 个 4 结点壳元求得； FEM1

是用有限元法采用与 EFG 相同的布点方案求得结果；FEM2 是在厚度方向上单元

再加密一倍（10 10 4× × ）求得的结果；FEM3 是在面内两个方向单元各加密一倍

（ 20 20 2× × ）求得的结果。 
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图 4-18 承受集中荷载方板的挠度变化曲线 
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图 4-19 承受集中荷载方板的应力 xxσ 曲线 

 

Timoshenko
[40]
给出的中面挠度最大值的精确解为-0.978432，由 ANSYS 用壳

单元得到的结果为-0.98545，三维 EFG 直接分析法得到的结果为-1.02343，FEM1

为-0.805，FEM2 为-0.831，FEM3 为-0.940。对比之下，有限单元法采用三维连

续体方案处理板壳问题的弱点可以很明显地看出来。即使 FEM3 布点数是本文方

案的 4倍，精度仍然无法不能达到满意的程度。虽然 ANSYS 壳元给出的结果更

接近 Timoshenko“精确”解，但 Timoshenko 解是板壳理论解，并不是真正的精

确解。由 ANSYS 用 1600 个实体单元（20 20 4× × ）分析得到的结果应该更接近于

精确解，其中面挠度最大值为-1.0517，可见本文方法比板壳理论更接近这个结
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果。 

图 4-19 给出了沿 10.0x = ， 0.0z = ， [0.0,10.0]y = 路径上的正应力 xxσ 的变化

曲线。这里多加了一条 EFG(5)是与 FEM2 布点相同（厚度方向布 5层点），其余

与上面 EFG 法设置相同的计算结果。可以看出无论应力还是位移，EFG 方法的精

度都远高于有限单元法。 

4.2.3 EFG与有限元法对数值锁死的免疫力对比 

⑴ 体积锁死 

对于有限单元法而言，低阶单元在材料不可压或者接近于不可压时会发生自

锁。 

我们的算例依旧采用图 4-16 的结构模型，将材料改为近似不可压材料，即

将泊松比改为 0.4999v = ，其他参数与 4.2.2 节的设置相同。图 4-20 比较了板壳

理论(由ANSYS用板壳单元求解)、三维EFG直接分析法和三维实体有限单元（采

用与 EFG 相同的布点方案）FEAP 程序求得的挠度结果。此时挠度最大值的

Timoshenko[40]板壳理论解为-0.806508。通过本算例可以看出，对于此几乎不可

压缩材料的问题，有限单元法已经锁死，而 EFG 直接分析法则基本不受影响。 

 

 
图 4-20 近似不可压缩材料的薄板受压的挠度曲线 

 

 由于 EFG 方法采用的 MLS 近似连续性好，类似于有限单元法中的高阶单元，

所以能避免体积锁死的影响。 

⑵ 剪切锁死问题 
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悬臂梁尺寸2000 2 2× × ，端部受集中荷载 1P = − 作用，材料参数 910E = ，

1/ 3v = 。如图 4-20 所示。由于在 z 方向无荷载，因此可以视为平面应力问题，

弹性力学解析解为： 

  
2 2 21 1[3 ( ) ( ) (4 5 ) (3 ) ]

6 2 4y
Pu v y D L x v D x L x x
EI

= − − + + + −  (4-1 )

其中 3 /12I BD= 为转动惯量。图 3-23 中的 Exact 解就是由式(4-1)给出的解析解。 

 

        
图 4-21 超薄悬臂梁结构示意图       图 4-22 超薄悬臂梁布点方案（示意图） 

 

三维 EFG 直接分析中采用51 3 3× × 的布点方案，共 459 个结点，相当于有限

元 200 个单元（50 2 2× × ），布点方案如图 4-22 所示。采用矩形支撑域， 2.0κ = 。

此时“单元”长宽比是 40 :1:1，这对有限元法是不可想象的。但 EFG 法仍然给

出了相当好的精度。挠度最大值与解析解相差 2.51%。图 4-23 中的 FEM 曲线为

有限单元法采用与 EFG 相同的布点求得的挠度结果，此时已经“锁死”。如果

把 x 方向布点加密一倍（“单元”长宽比减小为 20 :1:1，对有限元法来说仍然是

严重的“奢求”），经过计算，三维EFG直接分析法求得的最大挠度误差小于0.5%。 

 

 
 图 4-23 超薄悬臂梁受端部荷载作用的垂向挠度曲线 
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值得注意的是，梁的主要变形只是一个方向的，布点间距的长宽比达到

40 :1:1的情况下仍然能得到满意的结果，此时有限单元法三维实体单元基本完

全锁死。对于复杂一些的板壳问题，经笔者仔细验算，三维 EFG 直接分析法在

布点间距的长宽比小于8:8 :1的情况下可以给出足够精确的结果。但如果进一步

增大布点间距的长宽比则可能会出现或多或少的锁死现象由此可见，三维 EFG

直接分析法是在一定参数范围内上消除了剪切和薄膜锁死现象。 

4.2.4 小结 

无网格法相对于有限单元法在采用直接连续体方案时，优势在于： 

（1）无需要划分网格，这对于三维问题尤其具有优势。 

（2）精度高，只需要在厚度方向布 2～5 层点足以捕捉场梯度，部分消除了

三维连续体方案处理板壳问题需要划分单元多，布点多，计算费用高的缺陷。 

（3）对体积锁死，剪切锁死，薄膜锁死免疫力更强。 

 对于无网格法为什么会具有如此好的性质，至今尚无定论。一种较为通

常被大家认可的解释为 MLS 近似（或其它无网格近似函数）是一种“高阶”

近似，根据要求可以得到 2C （本文）， 3C 甚至更高连续性的近似函数。这

种高连续性对于数值计算是有益的[36]。
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结 论 

 

对于壳体和空间结构的分析，不仅要具有强健性，还应能同时用于厚结构和

薄结构的分析，并且能避免各种锁死问题和极薄结构的不稳定性问题。 

采用无网格伽辽金法和直接三维连续体方案求解板壳问题，原理简单，精度

高，不用任何运动学假设，可以同时处理薄、厚板壳问题。网格法只需要在厚

度方向上布置 3～5层点就可以捕捉场函数在厚度方向的梯度，因此计算费用比

板壳理论并无显著增加，这比有限单元法进步不小。同时他可以很方便地在板

壳结构中引入复杂的本构关系，这是板壳理论很难做到的。三维 EFG 直接分析

法很容易分析非线性问题，而此时基于板壳理论的分析方法将变得非常复杂和

繁琐。另外，对于比 Mindlin 板壳，三维 EFG 直接分析法在一定参数的范围内

可以消除数值锁死问题。 

无网格的近似函数具有高度光滑性，因此克服了有限元法在求解此类问题时

的缺陷。由于有限单元法的低阶单元不能模拟纯弯问题，因此往往需要在厚度

方向布很多层点才能满足精度要求，但这增加了单元的尺寸方向比，使系统变

得过于刚硬。在非线性问题中，虽然高阶单元能捕捉厚度方向的场梯度，但这

同时也意味着厚度方向需要布多层点。所以有限元法的本身缺陷使得它在用于

三维连续体方案时受到掣肘。 

但本文方法的缺陷在于，一是它毕竟是一种连续体方案。因此很大的单元（影

响域）尺寸比也会降低精度，当尺寸比变得极大时，也会产生“锁死”的现象。

二是，本身 EFG 方法虽然稳定，精度高，但需要背景网格和高斯积分。所以不

是纯无网格方法，而且计算费用也偏高。导师张雄教授提出的伽辽金配点法，

伽辽金最小二乘法等同时吸收了 EFG 和配点法，最小二乘法的优点，能够在保

证稳定性和精度的情况下大大减少了计算费用，因此可能是解决这个缺陷的一

个不错的途径。 

总而言之，无网格法和三维连续体方案虽然有一些缺陷，但仍然不失为求解

板壳问题的一种好的思路。 
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