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几何精确的二维动态压电梁有限元格式 
 
 

马  军，*张  雄 
(清华大学工程力学系，北京 100084) 

 
摘  要：在几何精确梁理论的基础上，通过引入压电材料的力-电耦合效应，建立了一种几何精确的动态二

维压电层合梁有限元格式。通过对这种几何精确有限元格式的分析和实现，得到了一个分析在空间做大尺

度运动的压电柔性梁结构的方法。最后通过几个数值算例验证了这种格式的正确性，并且给出了这种方法

在分析压电结构时的可能用途。 
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FINITE ELEMENT FORMULATION OF TWO-DIMENSIONAL GEOMET-

RICALLY-EXACT DYNAMICAL PIEZOELECTRIC BEAM 
 

MA Jun , *ZHANG Xiong 
(Department of Engineering Mechanics, Tsinghua University, Beijing 100084, China) 

 
Abstract:  Based on the theory of geometrically-exact beam, a geometrically-exact finite element formulation of 
dynamical two-dimensional piezoelectric layered-beam is developed, in which the coupling effect of piezoelectric 
material is fully taken into consideration. The implementation of the proposed formulation leads to an efficient 
scheme for analyzing piezoelectric structures with large-scale motion. Three numerical examples are presented 
and the numerical results are compared with those obtained using ANSYS as well as with those in the literature. 
The accuracy and effectiveness of the present formulation is verified. 
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1  引言 

集成有传感器和激励器的压电智能材料出现，

使得复杂柔性结构的动力学控制显得更为方便和

强大。对于质量密度低及大柔性结构来说，来源于

大变形的几何非线形的影响是不能够被忽略的。为

了对这样的结构进行有效的控制，需要对传感器输

出的电压进行比较精确的估计，然后计算出准确的

补偿电压。但是，对于压电层合结构的大变形的研

究还是比较不足的。Faria 和 Almedia[1]分析了带压

电激励器的复合梁的预弯曲特性。Thompson 和

Loughlan[2]通过实验研究了带条状压电陶瓷激励器

结构的主动弯曲控制。Icardi 和 Sciuva[3]进行了多层

压电板的大变形及应力分析。Reddy[4]得出了一种集

成有传感器和激励器的层合压电板结构的大变形

分析方法。Chandrashekhara 和 Bhatia[5]发表了一种

智能层合板主动控制的有限元分析方法。Gaudenzi
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和 Bathe [6]研究了一种能够计算带力电耦合性质的

压电连续体的有限元迭代方法。Oh et al.[7][8]研究了

压电层合板在热电载荷下的振动特性。 
本文在几何精确梁理论[9]基础上，建立了一种

新的考虑力-电耦合效应的几何精确动态二维压电

梁有限元格式，采用 Newmark 法进行时间积分，

采用 Newton-Raphson 法求解非线性方程组。 

2  位移-应变关系 

考查在空间做大位移、大转动的压电梁，考虑

x-z 平面的运动，如图 1 所示。采用平截面假设，即

假设梁横截面在运动过程中仍然保持平面，但不再

与轴线垂直，因此计入了剪切变形。建立随体坐标

系 QXZ(坐标轴单位方向矢量为 1a 、 3a )和空间固定

坐标系 Oxz(坐标轴单位方向矢量为 1e 、 2e )。初始

时刻两个坐标系重合，如图 1 所示。变形前梁中性

面上的点 Q0 在梁变形后移动到点 Q(其物质坐标为

[X, 0]，空间坐标为[ )(),( XwXuX + ])，而变形前梁

上任一质点 P0 在梁变形后移动到点 P(其物质坐标

为[X, Z]，空间坐标为[x, z])。 
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图 1  大位移和大转动梁 

Fig.1  A beam undergoing large scale motion 

设任意时刻压电梁的横截面与竖直方向的夹

角为 β ，如图 1 示。此时梁上任一质点 P 的坐标为： 

⎩
⎨
⎧

+=
++=

)(cos)(
)(sin)(

XZXwz
XZXuXx

β
β

         (1) 

其中 )(Xu 和 )(Xw 表示梁截面中心点 Q 的位移。 
式(1)中对于转角 β 没有做任何近似，因此是几

何精确[9]的。在 Green 应变张量 E中忽略与 2Z 有关

的项，可得非零项为： 
b

XX ZKEE += 0 ， Γ=XZE2           (2) 

其中 
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这里 0E 和Γ 在同一横截面内为常数， bK 度量了转

动对横截面的影响。 

3  压电梁的虚功方程 

压电梁的虚功方程为： 
0=++= sab ΠδΠδΠδΠδ          (6) 

式中 bΠδ 、 aΠδ 和 sΠδ 分别为压电梁基体、作动层

和传感层中外力、内力和惯性力的虚功。 
3.1 压电梁基体 

通过引入第二类 Piola-Kirchhoff 应力张量 S，
可得压电梁基体中外力、内力和惯性力的虚功为： 
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式中 ext
bΠδ 表示外力的虚功： 
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其中 )(m
Ib 和 IT 分别为体积力向量和表面力向量的

分量。 kin
bΠδ 为惯性力的虚功： 

Vvu IiIib d0
kin ∫−= Ω

ρδδΠδ &             (9) 

将式(2)及(8)-(9)代入式(7)中，并考虑到 AXV ddd = ，

得： 
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其中 bT 、 bS 和 bM 分别为截面轴力、截面剪力和截

面弯矩： 

∫= A XXb AST d ， ∫= A XZb ASS d ， ∫= A XXb AZSM d (11) 

3.2 压电层 
设压电层内某点的电势为ϕ ，则电场强度为： 

T
ZYX

T
ZYX GGGG ][][ ,,, ϕϕϕ−==  (12) 

考虑到压电梁在 X-Z 平面内运动，且压电层为

薄膜，根据膜的性质可知其剪切应力 XYS 、 YZS 、

ZXS 及 Y 与 Z 方向的正应力 YYS 和 ZZS 均为零。为

简单起见，假设梁单元的压电层完全被电极覆盖，

因此电压在梁的轴向和横向为常数。此时空间电场

强度大小为 t/ϕ− (其中 t 为压电层厚度)，方向为垂

直梁表面。故： 
0,/, ==−== YXZZ GGtG ϕϕ     (13) 

假设压电层与基体梁之间没有相对滑移，因此
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压电层的轴向应变和梁表面的正应变相同。在梁的

应变表达式中令 2/hZ = 即可得到压电层的轴向应

变： 
b

XX KhEE
2

0 +=                (14) 

其中各项定义同压电梁基体。 
在初始构型中，线性压电材料的本构关系为： 
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此时第一个方程可视为驱动方程，由电场 G 得

到应力 S，从而产生驱动力；第二个方程可视为检

测方程，由变形 E得到电位移 D，从而让外界获得

状态信息。其中 C为弹性矩阵，L为介电常数矩阵，

e为压电应力常数矩阵： 
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格林应变 E中的非零量为 XXE ，G中非零量为

ZG ， 对 应 的 应 力 和 电 位 移 分 别 为

ZXX
p

XX GeEES 31−= 和 ZXXZ GLEe 331 +=D ，其中

pE 为压电层杨氏模量。 
参考弹性层的推导，可得压电层中内力的虚

功： 
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设压电梁单元下表面( 2/h− 处)贴有一层起传

感作用的压电膜 P1，上表面( 2/h+ 处)贴有一层起激

励作用的压电膜 P2。忽略激励层的惯性，并假设激

励层上没有外加电荷，则激励层中力的总虚功为： 
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由式(13)和(14)可知： 
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将式(18)代入(17)中，得： 

∫∫ ++=
L

Paa
L a

b
aa XDXMKTE dd)( 0 δϕδδΠδ  (19) 

其中： 

)(

)(
2

)(

331

31

31

a
Z

a
XX

aPa

a
Z

a
XX

p
aa

a
Z

a
XX

p
aa

GLEe
t

A

GeEEhAM

GeEEAT

+=

−=

−=

D

       (20) 

aA 为激励层截面面积，h 为梁截面高度， pE 为压

电材料的弹性常数。 
对于传感层，利用同样的方法可以得到： 
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其中： 
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sA 为传感层截面面积，h 为梁截面高度， pE 为压

电材料的弹性常数。 
将式(10)、(19)、(21)代入到式(6)中，得到压电

梁的虚功方程为： 
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由于应变为小应变，本构关系中 Green 应变和

第二类 Piola-Kirchhoff 应力之间为线弹性关系： 
XXXX EES = ， XZXZ GES 2=           (24) 

弹性层的广义力变量可以简化为： 
0EAETb = ， ΓκGASb = ， b

b EIKM =  (25) 

其中 A 是横截面面积，I 是相对中心线的转动惯量，

κ 代表由于 XZS 在横截面不是常数而产生的剪切修

正因子。为简化计算，类似地定义以下广义力变量： 
sab TTTT ++= ， bSS = ， sab MMMM ++= (26) 

将式(26)代入式(23)得： 
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4  有限元离散 

对广义位移进行插值： 
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式中 )(XNα 为一维两节点单元的形函数， αu 、 αw
和 αβ 分别为 u、w 和 β 的节点值。将式(3)-(5)和(28)

代入式(27)，化简可得 
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)(mb 和T 分别是体积力向量和表面力向量。 
采用 Newton-Raphson 法求解式(31)，得： 
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所以切线刚度阵可以表示为： 
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其中 MK 为材料刚度阵， GK 为几何刚度阵， LK 表

示随变形变化的载荷的切线形式，本文不考虑此类

载荷，故 0=LK 。 

GK 表示来自于非线形矩阵 B线性化时得到的

几何刚度阵，具体形式经过简化后如下： 
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其中： 
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式(38)可采用 Newmark 方法进行积分。 

5  数值算例 

(1) 压电梁长度 L=0.2m，截面宽 b=0.032m。中

间弹性基体为普通钢材，厚度 h=0.02m，弹性模量
211 N/m101.2 ×=E ，泊松比ν =0.3；上下压电层为压

电陶瓷，厚度 h=0.005m，弹性模量 101013.8 ×=E Pa，
2

31 C/m2.5−=e ， mc/v1006.13 9
3 ⋅×= −L 。上下压电

层极化方向相同，并在上压电层的上表面和下压电

层的下表面各作用 100V 电压。图 2 和图 3 分别比

较了两端简支压电梁和悬臂压电梁的横向位移，其

结果与文献[10]的结果非常接近，从而证明了本文

推导理论的正确。 
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图 2  两端简支压电梁横向位移 

Fig.2  Lateral displacement of simply supported beam 
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图 3  一端固支压电梁横向位移 

Fig.3  Lateral displacement of cantilever beam 

(2) 压电梁长度 L=2m，截面宽 b=0.32m。中间

弹性基体为普通钢材，厚度 h=0.02m，弹性模量
211 N/m101.2 ×=E ，泊松比ν =0.3；上下压电层为压

电陶瓷，厚度 h=0.005m，弹性模量 101013.8 ×=E Pa，
2

31 C/m2.5−=e ， mc/v1006.13 9
3 ⋅×= −L 。本文讨论

了两种情况：(1) 一端固支，在自由端作用一垂直

于梁的轴线方向的、大小为 N105 4×=F 的外力；(2) 
一端简支，在自由端作用一个垂直于梁的轴线方向

的外力 F(当 st 2.0≤ 时，F=500tN；当 sts 4.02.0 ≤<

时，F=500(0.4-t)N；当 st 4.0> 时，F=0)。图 4 和图

5 分别比较了本文的结果和 ANSYS 的计算结果(在
ANSYS 分析中，中间弹性层采用 PLANE42 单元，

上下压电层采用考虑了大位移效果的 PLANE13 单

元)。 
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图 4  工况 1 中压电梁的横向位移 

Fig.4  Lateral displacement of piezoelectric beam for case 1 
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图 5  工况 2 中压电梁横向位移 

Fig.5  Lateral displacement of piezoelectric beam for case 2 

    (3) 压电梁长度 L=300mm，截面宽 b=4mm，

左端固支，右端自由。中间弹性基体为 T300/976
石墨 /环氧化合物，厚度 h=10mm，弹性模量

11105.1 ×=E Pa，泊松比ν =0.3，密度 3kg/m1600=ρ ；

上下压电层采用 PZT G1195N 压电陶瓷，厚度

h=0.2mm ，弹性模量 10103.6 ×=E Pa ，泊松比

ν =0.33，密度 3kg/m7600=ρ ， 2
31 C/m585.17−=e ，

8
3 105.1 −×=L 。在梁自由端作用冲击载荷 F(当

st 002.0≤ 时，F=4N；当 st 002.0> ，F=0)。压电梁
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等分为 20 个单元，每一个单元内压电层上电压相

同。在采用简单负反馈的时候，将传感层得到的电

压以相同的增益施加到该单元的激励层，即

spa G ϕϕ ×= ( pG 为增益)。图 6 比较了不采用负反

馈和采用一定增益的负反馈 pG 时自由端的响应，

通过与文献[11]的结果的比较可以看出，本文的算

法在进行负反馈控制时，能够把柔性梁的振动很快

地抑制下来。 

 
图 6  自由端 B 的响应曲线 

Fig.6  Dynamic response at the free end of the beam  

6  结束语 

本文在几何精确梁理论的基础上，通过引入压

电材料的力-电耦合效应，建立了一种几何精确的动

态二维压电梁有限元格式，得到了一个分析在空间

做大尺度运动的压电结构的方法。并且通过压电层

合梁在一端固支和两端简支边界条件下的算例，与

其它文献进行比较，证明了推导的结论的正确。最

后给出了一种对压电层合梁进行简单负反馈的方

法，从而使得对其运动的主动控制得以实现。 
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