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摘　要　根据无网格法局部化的特点，针对Ｐｅｔｒｏｖ－Ｇａｌｅｒｋｉｎ格式的无网格法提出了一种支持域积分方法．通

过检验函数与多项式乘积在节点支持域上能够精确积分的要求，得到积分点的位置和权重．在每个支持域每个维

度上只需要２个积分点，计算量较之常用背景网格积分大大减少．论文方法在线性应力场情况下能够精确给出节

点力，因此满足积分约束条件，保证了其稳定性．一维和二维算例显示出本方法具有良好的精度和收敛率．

关键词　无网格法，支持域，数值积分，积分约束条件

０　引言

无网格法研究的广泛开展已经近二十年，据不
完全统计已有三十多种无网格法被提出，并在动态
断裂、流固耦合、冲击爆炸等多个领域显示出自己独
到的优势［１，２］．但无网格法较之有限元法等传统数
值方法仍有很多不足，如理论基础尚不充分、边界条
件处理复杂等．特别是在弱形式无网格法中，通常需
要数值积分计算节点力和节点质量．由于无网格法
的形函数往往不是多项式函数，因此需要大量的积
分点，计算量很大，这是无网格法显著的缺点之一．
已有很多研究者提出了数值积分的改进方案．

如Ｂｅｉｓｓｅｌ和Ｂｅｌｙｔｓｃｈｋｏ［３］最先提出了节点积分方
案，将节点同时作为积分点，不再需要背景网格，也
大大降低了计算量．Ｃｈｅｎ等［４］指出，普通的节点积
分是不稳定的，会产生和单点积分有限元类似的零
能模态，需要满足一定的积分约束条件才能得到稳
定的计算结果．Ｃｈｅｎ等在此基础上提出了光滑应变
稳定化方法．Ｋｒｏｎｇａｕｚ和Ｂｅｌｙｔｓｃｈｋｏ［５］讨论了积分
约束条件，指出其实质是要求若应力场为常数，数值
积分方案应能得到零节点内力．
另一类稳定节点积分方案是增加一组辅助点，

该组辅助点不参与近似函数的构建，只用来计算积
分．光滑粒子流体动力学方法（ＳＰＨ）最早使用增加

辅助点的方法克服拉伸不稳定性［６，７］，称辅助点为
应力点，因此这类稳定积分方案通常称为应力点积
分．Ｒａｂｃｚｕｋ等［８］首先使用了应力点积分方法，Ｂｅ－
ｌｙｔｓｃｈｋｏ及其合作者［９，１０］对应力点积分方法的性质
进行了深入研究．
大多数无网格法具有局部性质，这和有限元法

是类似的．无网格法的形函数通常只在相应节点周
围很小的邻域上不为零，该邻域称为节点的支持域．
局部性在无网格法的方法构建以及数值积分上得到

了利用．如 Ａｔｌｕｒｉ和Ｓｈｅｎ［１１］提出的局部 Ｐｅｔｒｏｖ－
Ｇａｌｅｒｋｉｎ无网格法（ＭＬＰＧ）、Ｄｅ和Ｂａｔｈｅ［１２］提出的
有限球法，将全局弱形式转化为局部弱形式，并在局
部进行积分，因此不需要背景网格，是纯无网格法．
但是这两种方法有时需要在每个局部积分区域采用

大量的积分点，大大增加了计算量．Ｃａｒｐｉｎｔｅｒｉ等［１３］

和Ｄｕｆｌｏｔ等［１４］提出的单位分解积分方案较好地利
用了无网格近似的局部特性以及其单位分解性质，
实现了纯无网格法，但也需要大量的积分点，积分的
计算效率方面没有明显的提高．

Ｌｉｕ和Ｂｅｌｙｔｓｃｈｋｏ［１５］充分利用了无网格法近似
的局部性，基于积分约束条件提出了一种支持域积
分方案．这种方案中每个节点对应的节点力和节点
质量的计算只需要空间维数＋１个积分点，因此具
有很高的效率，同时积分约束条件的满足又保证了
其稳定性．
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本文在文献［１５］的基础上，提出了一种改进的
支持域积分方法．本文方法令检验函数与多项式乘
积在支持域上能够被精确积分，从而建立积分方案
的积分点位置和权重．本文方法满足积分约束条件，
能够精确计算线性场（如应力、体积力）导致的节点
力和节点质量，还可以通过增加积分点获得更高阶
的精确积分．
本文所提出的支持域积分方法侧重求解动力学

问题，通过与迭代方法相结合，也可以求解静力学问
题．本文将以线弹性小变形问题为例阐述方法，但将
其拓展到大变形和材料非线性问题应不困难．
第１节将概述线弹性动力问题的弱形式无网格

法求解公式以及无网格近似方案；第２节阐述改进
的支持域积分方法；第３节给出数值算例并与解析
解以及其他方法得到的结果进行对比；第４节总结
全文．

１　无网格法求解线弹性动力问题

在线弹性小变形动力学问题中，问题域Ω内点
ｘ上的运动方程可以写为：

ρ̈ｕ（ｘ，ｔ）＝ ·σ（ｘ，ｔ）＋ｂ（ｘ，ｔ） （１）
其中ρ为密度，ｔ为时间，变量上方的圆点表示对时
间的导数，矢量ｕ和张量σ分别表示位移和应力，矢
量ｂ为体积力．上述运动方程需要相应的边界条件：

　　　ｕ（ｘ，ｔ）＝珔ｕ（ｘ，ｔ）　当ｘ∈Γｕ （２）

ｎ·σ（ｘ，ｔ）＝珚Ｔ（ｘ，ｔ）　当ｘ∈Γｔ （３）
和初始条件：

ｕ（ｘ，０）＝ｕ０（ｘ） （４）
ｕ（ｘ，０）＝ｕ０（ｘ） （５）

上述各式中Γｕ 和Γｔ 分别表示位移边界和面力边
界，珔ｕ和珚Ｔ表示边界上的给定位移和给定面力，ｎ为
边界的单位外法线矢量，ｕ０ 和ｕ０ 分别为初始位移
和初始速度．
上述问题对应的弱形式为：

∫Ω
ｖ·ρ̈ｕｄΩ＝－∫Ω

ｖ∶σｄΩ

　　＋∫Ω
ｖ·ｂｄΩ＋∫Γｔｖ·珚ＴｄΓ （６）

将试探函数ｕ和检验函数ｖ分别离散为

ｕ（ｘ，ｔ）＝
ｎｉｎｆ

Ｉ＝１
ＮＩ（ｘ）ｕＩ（ｔ） （７）

ｖ（ｘ，ｔ）＝
ｎｉｎｆ

Ｉ＝１
ＫＩ（ｘ）ｖＩ（ｔ） （８）

上述两式中ｎｉｎｆ表示支持域覆盖计算点ｘ的节点数
目，即该点的影响节点数．试探函数和检验函数可以
来自不同的空间，这里将试探函数用最小移动二乘
（ＭＬＳ）近似离散，将检验函数用 ＭＬＳ近似中的权
函数ＫＩ（ｘ）的线性组合离散，ＭＬＳ近似及权函数的
详细公式可以参考文献［１，２］．本文使用三次样条权
函数，并认为权函数ＫＩ（ｘ）和形函数ＮＩ（ｘ）的支持
域一致．
将式（７）和（８）代入弱形式（６），并考虑到ｖＩ 的

任意性，可以得到离散方程组：

ＭＩ̈ｕＩ＝－ｆｉｎｆＩ ＋ｆｅｘｔＩ （９）

其中节点质量、节点内力和节点外力分别定义如下：

　ＭＩ ＝∫Ω
ρＫＩ（ｘ）ｄΩ （１０）

ｆｉｎｔＩ ＝∫Ω
（ ＫＩ（ｘ））·σ（ｘ，ｔ）ｄΩ （１１）

ｆｅｘｔＩ ＝∫Ω
ＫＩ（ｘ）ｂ（ｘ，ｔ）ｄΩ＋∫ΓＫＩ（ｘ）珚Ｔ（ｘ，ｔ）ｄΓ

（１２）

上述推导中使用了集中质量阵，并利用了 ＭＬＳ形
函数的单位分解性质．ＭＬＳ近似不具有 Ｋｒｏｎｅｃｋｅｒ
Ｄｅｌｔａ性质，离散方程组（９）中通常还需要增加与位
移边界条件（２）相关的项，由于和积分方案关系不
大，为叙述简洁起见这里暂时将这些项省略．本文中
方程组（９）使用显式方法求解．
由于权函数ＫＩ（ｘ）的局部性，节点Ｉ的质量、节

点内力和节点外力表达式中在全域Ω 上的积分都
可以转化为在节点支持域ΩＩ 上的积分，并且注意到
其中的体积分均可表示成权函数或者其导数与另外

一个函数（如应力、体积力）乘积的积分．如对于节点
内力有：

ｆｉｎｔＩ ＝∫ΩＩ

（ ＫＩ（ｘ））·σ（ｘ，ｔ）ｄΩ （１３）

即为权函数的梯度矢量与应力张量的点乘在节点支

持域上的积分．如果能够充分利用这种特点，以权函
数／权函数的导数与多项式函数的乘积作为被积函
数的模型推导出与之相适应的积分方案，则有望在
使用较少数积分点的情况下获得较高的精度．

２　支持域积分方法

在支持域积分方法中，积分点的位置是相对于
节点给出的，即当节点位置和支持域半径给定后，积
分点位置即可确定．积分方法的关键在于如何确定
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积分点的位置和权重，本文积分方案通过要求权函
数／权函数导数与多项式函数乘积在支持域上能被
精确积分得到．下面以权函数导数与多项式乘积的
积分为例推导，由此得到的积分点位置和权重将用
来计算节点内力．针对权函数与多项式乘积的积分
方案与其类似．为简明起见，下述推导均针对一维问
题，并在单位长度半径的支持域上完成，但推广到高
维问题和任意长度半径的支持域并不困难．

图１　一维坐标系和支持域积分示意图

Ｆｉｇ．１　Ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ　ｓｙｓｔｅｍｓ　ａｎｄ　ｓｕｐｐｏｒｔ　ｉｎｔｅｇｒａｔｉｏｎ

ｉｎ　ｏｎｅ　ｄｉｍｅｎｓｉｏｎ

考虑如图１所示的一维问题，在节点Ｉ的支持
域上建立归一化局部坐标系：原点位于节点Ｉ，局部
坐标系的正向与全局坐标系相同，其与全局坐标的
关系为ξ＝（ｘ－ｘＩ）／ＲＩ，其中ＲＩ 为支持域半径．考
虑支持域上的积分：

∫
ρ１

－ρ２

ｄＫＩ（ξ）
ｄξ 

ｍ

ｉ＝０
ａｉξ

ｉｄξ （１４）

当支持域完全位于问题区域内时，积分限ρ１＝ρ２＝
１，否则ρｉ为边界点局部坐标的绝对值．在每个节点
的支持域内布置２个积分点，分别位于［０，ρ１］和
［－ρ２，０］区间内，如图１所示．要求式（１４）能够由被
积函数在积分点上的值乘以积分点权重精确计算．
考虑到权函数关于节点的对称性，可以只分析式
（１４）在［０，ρ１］上的部分，要求其能够被该区域内的
唯一积分点所精确积分，即满足下式：

∫
ρ１

０

ｄＫＩ（ξ）
ｄξ 

ｍ

ｉ＝０
ａｉξ

ｉｄξ＝
ｄＫＩ（ξ１）
ｄξ

ｗ１
ｍ

ｉ＝０
ａｉξ

ｉ
１

（１５）
其中ξ１ 是在［０，ρ１］上的积分点局部坐标，ｗ１ 是该积
分点的权重．
对于多数权函数，如本文所使用的三次样条权

函数，其与多项式乘积的积分可以解析表达．将式
（１５）中求和符号和积分符号交换，考虑到多项式系
数ａｉ的任意性，可得：

ｄＫＩ（ξ１）
ｄξ

ｗ１ξ
ｉ
１ ＝Ｄｉ（ρ１）（ｉ＝０，１，２…） （１６）

其中Ｄｉ（ρ）＝∫
ρ

０

ｄＫＩ（ξ）
ｄξ ξ

ｉｄξ．这里我们只要求式

（１６）对ｉ＝０，１的情况成立，即权函数与线性完备多
项式的积分能够被精确得到，于是有：

ｄＫＩ（ξ１）
ｄξ

ｗ１＝Ｄ０（ρ１）　　 （１７）

ｄＫＩ（ξ１）
ｄξ

ｗ１ξ１＝Ｄ１（ρ１） （１８）

上述两式联立，可得到积分点相对位置和权重：

ξ１＝
Ｄ１（ρ１）
Ｄ０（ρ１）

（１９）

ｗ１＝
Ｄ０（ρ１）

ｄＫＩ（ξ１）／ｄξ
（２０）

注意到 Ｄ０（ρ１）＝∫
ρ１

０

ｄＫＩ（ξ）
ｄξ

ｄξ＝ ＫＩ（ρ１）－

ＫＩ（０）对于绝大部分常用的权函数总是非零的，以
及权函数的导数在支持域内除节点上一般也是非零

的，因此式（１９）和（２０）对于绝大多数权函数都是有
意义的．
由权函数对称性，类似地可推导出［－ρ２，０］区

间上积分点位置和权重：

ξ２＝－
Ｄ１（ρ２）
Ｄ０（ρ２）

（２１）

ｗ２＝
Ｄ０（ρ２）

ｄＫＩ（｜ξ２｜）／ｄξ
（２２）

对于支持域半径ＲＩ≠１的普遍情况，易得积分
点的全局坐标ｘＩ１＝ｘＩ＋ＲＩξ１ 和ｘＩ２＝ｘＩ＋ＲＩξ２，此
时权重还要根据支持域的大小调整为ｗＩ１＝ｗ１ＲＩ
和ｗＩ２＝ｗ２ＲＩ，上述表达式中用下标Ｉｊ表示第Ｉ个
节点所对应的第ｊ个积分点．
从上述推导可以看到，支持域积分方法在［０，

ρ１］和［－ρ２，０］上分别只使用了一个积分点，就可以
精确积分权函数导数与任意线性场函数的积分，由
式（１３）可知这表明任意线性应力场所引起的节点力
均可精确求得．因此本文方法满足积分约束条件，即
常应力场应得到零节点力，稳定性得到保证．
在上述推导中将权函数导数换为权函数，可以

得到针对权函数积分的积分点位置和权重如下：

ξ１＝
Ｂ１（ρ１）
Ｂ０（ρ１）

，　　ｗ１＝
Ｂ０（ρ１）
ＫＩ（ξ１）

　　 （２３）

ξ２＝－
Ｂ１（ρ２）
Ｂ０（ρ２）

，　ｗ２＝
Ｂ０（ρ２）
ＫＩ（ξ２）

（２４）

以用于计算节点质量和节点外力，其中积分Ｂｉ（ρ）
定义为：

Ｂｉ（ρ）＝∫
ρ

０
ＫＩ（ξ）ξ

ｉｄξ （２５）

二维情况与一维类似，所不同的是在推导中需
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要进行不同方向的变量分离．如对于圆形支持域，可
将支持域划分成若干个扇形区域，每个区域布置一
个积分点，再类似上述过程推导出相应积分点的位
置和权重．
以上推导中每个区域只布置一个积分点，这不

是必须的，每个区域可以布置多个积分点，并引入令
高阶完备多项式与权函数／权函数导数乘积能被精
确积分的条件，得到各个积分点的位置和权重．但当
使用高阶多项式时，通常要求解较为复杂的非线性
方程组，因此本文在每个区域中使用单点积分以简
化计算．

３　数值算例

下列算例除有说明外均使用无量纲量．
３．１　一维行波
考虑一维区域［０，１００］，施加初始位移

ｕ（ｘ）＝
Ａ １＋ｃｏｓπ

（ｘ－ｘｃ）
Ｌ［ ］ｃ

， ｜ｘ－ｘｃ｜≤Ｌｃ

０， ｜ｘ－ｘｃ｜＞Ｌ
烅
烄

烆 ｃ

（２６）
和初始速度：

ｕ（ｘ）＝
πＡｃ
Ｌｃｓｉｎ

π（ｘ－ｘｃ）
Ｌｃ

， ｜ｘ－ｘｃ｜≤Ｌｃ

０， ｜ｘ－ｘｃ｜＞Ｌ
烅
烄

烆 ｃ

（２７）

其中ｃ＝ Ｅ／槡 ρ为声速，这里取杨氏模量Ｅ和密度ρ
为１．０，参数Ａ＝０．１，Ｌｃ＝２０，ｘｃ＝３０，两端边界均
为自由边界，该问题的位移解析解为：

ｕ（ｘ，ｔ）＝
Ａ１＋ｃｏｓπ

（ｘ－ｘｃ－ｃｔ）
Ｌ［ ］ｃ

，｜ｘ－ｘｃ－ｃｔ｜≤Ｌｃ

０， ｜ｘ－ｘｃ－ｃｔ｜＞Ｌ
烅
烄

烆 ｃ

（２８）
用１０１个均布节点离散问题域，取时间步长０．５，分
别使用背景网格高斯积分和本文的支持域积分方法

计算，其中高斯积分的背景网格点与节点重合，即两
个节点间的部分为一个积分细胞．
图２所示为点ｘ＝３０的位移时程曲线，图３所

示为点ｘ＝５０的应力时程曲线．从图中可以看到，
无论是支持域积分，还是传统的高斯积分，都能得到
与解析解非常吻合的结果，图中 Ｇａｕｓｓ　４Ｐｔｓ和

Ｇａｕｓｓ　１Ｐｔ分别表示四点高斯积分和单点高斯积分
的结果．在某些时间段上，单点高斯积分结果显示出

明显的偏离，而四点高斯积分和本文支持域积分方
法与解析解几乎重合．在应力曲线的末端，所有解答
与解析解都有所偏离，这是由于数值格式的频散引
起的，受积分方案影响不大．

图２　点ｘ＝３０位移时程曲线

Ｆｉｇ．２　Ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ　ｈｉｓｔｏｒｙ　ａｔ　ｘ＝３０

图３　点ｘ＝５０应力时程曲线

Ｆｉｇ．３　Ｓｔｒｅｓｓ　ｈｉｓｔｏｒｙ　ａｔ　ｘ＝５０

我们还计算了不同节点分布的结果，位移收敛
曲线如图４所示，这里的位移误差计算式为：

ＥＬ２ ＝
∫Ω
（ｕｎｕｍ－ｕｅ）２ｄΩ

∫Ω
（ｕｅ）２ｄ槡 Ω

（２９）

其中上标ｎｕｍ和ｅ分别表示数值解和解析解．由图

４可见，支持域积分和四点高斯积分的收敛曲线非
常接近，精度和收敛率都远高于单点高斯积分．
３．２　一维区域左端受拉伸作用
长０．１５ｍ的一维区域，用５１个均布节点离散，

在最左边的１１个节点上施加初始速度－５ｍ／ｓ，其
他节点初始静止．左端为自由边界，右端固定，杨氏
模量Ｅ＝２００ＧＰａ，密度ρ＝７８３３ｋｇ／ｍ

３．取时间步
长０．５μｓ，计算到ｔ＝０．４ｍｓ．点ｘ＝０．０３ｍ和ｘ＝
０．０６ｍ处的位移时程曲线分别如图５和图６所示．
支持域积分的结果和背景网格四点高斯积分结果吻
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图４　位移误差收敛曲线

Ｆｉｇ．４　Ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ　ｃｕｒｖｅ　ｏｆ　ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ　ｅｒｒｏｒ

图５　点ｘ＝０．０３ｍ的位移时程曲线

Ｆｉｇ．５　Ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ　ｈｉｓｔｏｒｙ　ａｔ　ｘ＝０．０３ｍ

图６　点ｘ＝０．０６ｍ的位移时程曲线

Ｆｉｇ．６　Ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ　ｈｉｓｔｏｒｙ　ａｔ　ｘ＝０．０６ｍ

合的非常好．
３．３　二维含体积力问题［１５］

考虑二维区域｜ｘ｜，｜ｙ｜＜Ｌ＝３０，其上加有体
积力：

ｂｘ＝ －Ｇａｔ２ π２（ ）Ｌ
２

－ρ［ ］ａｓｉｎπｘ２Ｌｃｏｓπｙ２Ｌ （３０）

ｂｙ＝ Ｇａｔ２ π２（ ）Ｌ
２

＋ρ［ ］ａｃｏｓπｘ２Ｌｓｉｎπｙ２Ｌ （３１）

其中系数ａ＝１．０×１０－５，Ｇ为剪切模量，本算例中
取密度和杨氏模量均为１．０，泊松比为０．３．分别用
每个积分细胞４×４高斯积分和支持域积分（每个支

持域４个积分点）计算，取支持域半径为２．０倍节点
间距．两种解答在ｔ＝３时刻的能量误差和在ｔ＝４
时刻的位移误差收敛曲线分别如图７和图８所示，
其中位移误差的计算和算例１中类似，能量误差由
下式计算：

Ｅｅ ＝∫Ω
（σｎｕｍ－σｅ）∶（εｎｕｍ－εｅ）ｄΩ

∫Ω
σｅ∶εｅｄ槡 Ω

（３２）

由图７可见，支持域积分结果能量误差收敛曲
线和４×４高斯积分结果几乎完全重合，图８所示的
位移误差收敛曲线中，支持域积分结果收敛率略低
于高斯积分，但两者仍然非常接近．

图７　在ｔ＝３时刻的能量误差收敛曲线

Ｆｉｇ．７　Ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ　ｃｕｒｖｅ　ｏｆ　ｅｎｅｒｇｙ　ｅｒｒｏｒ　ａｔ　ｔｈｅ　ｔｉｍｅ　ｔ＝３

图８　在ｔ＝４时刻的位移误差收敛曲线

Ｆｉｇ．８　Ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ　ｃｕｒｖｅ　ｏｆ　ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ　ｅｒｒｏｒ

ａｔ　ｔｈｅ　ｔｉｍｅ　ｔ＝４

我们还计算了支持域积分在非均匀布点情况下

的结果，其精度总体上保持不变．

４　结论

本文在文献［１５］所提出的支持域积分方法的基
础上，提出了一种改进的支持域积分方法，其基本思
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想是令检验函数（本文中是 ＭＬＳ近似中的权函数）
与任意多项式在支持域上的积分能够被精确计算，
从而得到积分点的位置和权重．
本文方法可以保证任意线性应力场所导致的节

点内力能够被精确积分，因此满足积分约束条件，是
稳定的积分方案．方法中积分点位置由节点位置自
动确定，是一种纯无网格法，也更适于求解带有节点
位置变化的问题．
本文用一维和二维算例对所提出的方法进行了

验证，本文方法只需要每个节点每个维度布置２个
积分点（即每个支持域一维２个、二维４个积分点）
即可获得解析解吻合的结果，与背景网格高斯积分
中每个积分细胞４个（一维）或４×４个（二维）积分
点所获得的精度和收敛率非常接近．可以预见，对于
三维问题，本文算法在保证高精度的前提下，将比背
景网格积分获得更大的效率提高．
后续工作中我们将进一步改进本文方法，使其

适应求解复杂问题的需要．如本文中采用三次样条
函数作为检验函数，离散的三次样条函数通常不满
足单位分解条件，后续工作中将尝试改用Ｓｈｅｐａｒｄ
函数等满足单位分解条件的函数．另外，复杂的边界
形状将使边界附近节点的积分区域变得很不规则，
可能造成边界附近精度的下降，我们也将研究针对
复杂边界形状的处理方案．
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