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摘  要 

 I

摘  要 

冲击动力学问题在军事和航天航空科技上有广泛而重要的应用，数值模拟

是解决该类问题的有效方法。冲击动力学问题涉及多种物理现象，诸如非线性

波传播、摩擦和磨损、大变形、高应变率、动态损伤与断裂。与拉格朗日和欧

拉网格类方法相比较，无网格法在处理冲击和侵彻问题时更具有优势。物质点

法属于质点类无网格法，采用质点离散物体，易于描述材料的破碎。物质点法

采用规则背景网格计算动量方程，因此不受网格畸变的限制。目前，物质点法

已经在爆炸问题和裂纹扩展问题中取得了成功应用。本文主要针对冲击和侵彻

问题，研究适合于金属和岩土冲击动力学问题的物质点法。 

尽管物质点法在超高速撞击问题中得到了应用，但小规模模拟无法获得高

精度计算结果。针对这一问题，本文基于共享内存 OpenMP 技术开展物质点法

并行化研究。为了解决并行化中的数据竞争问题，提出了物质点法的两种

OpenMP 并行算法：数组扩展法和背景网格区域分解法；为了得到高精度的超高

速撞击碎片云结果，开展了 1300 万质点数的大规模物质点法并行计算。 

标准物质点法中的粘着接触条件导致了较大的侵彻阻力，为了克服这个缺

陷，本文将接触物质点算法用于侵彻计算。在关于冲击问题的接触算法中，提

出了一种新的接触界面法向量算法，给出了接触算法的完整数学描述和数值实

现，并采用多个算例验证了接触算法的正确性。侵彻数值计算表明标准物质点

算法得到的剩余弹速远低于实验值，而接触物质点算法得到的剩余弹速和实验

值吻合。 

针对刚柔接触问题，提出了一种刚柔接触物质点算法，通过算例验证了该

算法的正确性。进而，采用刚柔接触物质点算法模拟了 Taylor 杆撞击刚性墙的

过程，以及水珠冲击台阶的过程。 

物质点法不受网格畸变限制，尤其适合岩土类软材料的数值模拟。文中开

展了物质点法在岩土冲击动力学问题中的应用，采用 Drucker-Prager 模型和物质

点法模拟了岩土边坡的失效过程；采用刚柔接触物质点算法模拟了堆积物的坍

塌流动过程，计算结果和实验一致； 后模拟了半球壳对岩土的侵彻过程。 

关键词：冲击动力学；无网格法；物质点法；接触算法；并行计算
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Abstract 

The impact dynamics problems have broad and significant applications in 

the military and aerospace technologies. Numerical simulation is an important 

study approach for this kind of problems. Some physical phenomena, such as 

nonlinear wave propagation, friction and abrasion, large deformation, high 

strain rate, dynamic damage and fracture arise from the problems of impact 

dynamics. Compared with the Lagrangian and Eulerian mesh methods, 

meshfree methods have some advantages to solve the problems involving 

impact and penetration. Material point method (MPM) is a meshfree particle 

method. In MPM, each body is discretized by a set of particles, so that the 

material fragments can be efficiently simulated. MPM uses a predefined 

regular background grid to solve the momentum equations, so that the grid 

distortion and entanglement are completely avoided. MPM has been 

successfully applied to explosion problems and crack growth problems. In this 

study, the MPM simulations of the impact and penetration problems are 

carried out, especially for metal and soil material. 

Although MPM has been applied to hypervelocity problems, the 

small-scale MPM simulation is unable to obtain high-resolution results. The 

parallel MPM is developed using the shared memory OpenMP in this study. 

Two OpenMP parallel methods, the array expansion method and the domain 

decomposition method of background grid, are proposed to avoid data races in 

parallelizing MPM. The parallel MPM is applied to a large-scale simulation 

with 13 million particles for obtaining the high-resolution results of debris 

cloud in hypervelocity impact. 

The inherent non-slip contact constraint in the standard MPM creates a 

great penetration resistance. To overcome this deficiency, a contact MPM 

algorithm is presented and applied to the problems involving impact and 

penetration. A new method is proposed for the calculation of the normal 
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vector of contact surface in the impact and penetration simulation. The 

mathematic description and numerical implementation of the contact 

algorithm are presented. The contact MPM algorithm is verified by some 

numerical examples. In the penetration simulations, the projectile’s residual 

velocities obtained by the standard MPM are significantly lower than the 

experimental data. Whereas, the projectile’s residual velocities obtained by 

the proposed contact MPM have agreements with the experimental results. 

A rigid-deformable contact MPM algorithm is proposed to simulate the 

contact between the rigid and deformable bodies. Some numerical examples 

are given to verify this rigid-deformable contact MPM algorithm. Using this 

contact algorithm, the Taylor bar impact on a rigid wall is simulated, and the 

water ball impact on a stair is also simulated.  

Because of avoiding mesh distortion, MPM can efficiently simulate the 

mechanical behavior of soft material, such as soil. In this paper, MPM is 

applied to the soil impact dynamics problems. The slope failure is simulated 

using MPM and Drucker-Prager material model. The collapse of granular 

layer under gravity is simulated by the rigid-deformable contact MPM 

algorithm. The computed final configurations of granular layer are in good 

agreement with the experimental results. Finally, the penetration process of a 

hemispherical shell into soil is simulated by MPM.  

Key words: impact dynamics; meshfree methods; material point method; 

contact algorithm; parallel computation 
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主要符号对照表 
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FEM 有限元法  

ALE 任意拉格朗日-欧拉方法  

EOS 状态方程  
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ρ 密度  

K 体积模量  

G 剪切模量  

tΔ  时间步增量  
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第 1 章 引言 

1.1 研究背景、方法和意义 

1.1.1 研究背景 

随着科学技术的发展，冲击动力学在军事和民用领域中有了重要的应用。

在军事领域，打击目标不断加固，例如飞机跑道加厚、武器库增加钢筋混凝土

防护层、指挥中心迁到地下等，传统武器对这类目标的毁伤效能降低，因而，

必须发展能够打击坚固目标和地下目标的钻地武器。侵彻和穿甲能力是衡量钻

地武器效果的主要指标，只有对弹体的侵彻过程和靶体特性进行深入了解，才

能有效指导武器的设计。在民用领域，飞机的防护问题引起重视。由于飞机飞

行速度快，与飞鸟发生碰撞后常造成极大的破坏，严重时会造成飞机坠毁。

为了对飞行器进行安全防护，就必须了解飞鸟撞击飞行器的破坏机理，从而

设计恰当的防护材料和结构。在航天领域，日益增长的空间碎片严重威胁着航

天器的安全运行，有关空间碎片超高速撞击的研究已得到了国内外的重视。空

间碎片与航天器的相对撞击速度 高可达 16km/s。为了对航天器结构进行安全

防护，就必须了解超高速撞击结构和材料的破坏过程。在高速旋转机械以及核

反应堆工程等领域，冲击动力学问题也占据重要地位。由于冲击动力学问题的

重要性和普遍性，关于这类问题的科学研究一直是学术界关注的热点。 

冲击动力学问题包含了一系列复杂的物理过程，涉及到材料和结构的大变

形、非线性波传播、摩擦与磨损、材料的动态损伤与破坏和高应变率效应。因

此，这类问题的出现形成了力学的一个分支，即冲击动力学(Impact Dynamics)。

冲击动力学是研究在各类冲击载荷作用下材料和结构特性的力学分支学科。冲

击载荷主要包括爆炸载荷、碰撞载荷及其它原因引起的强动载荷等，这些载荷

和通常的准静态载荷不同，一般都具有高强度和短时间历程的特征。在冲击动

力学问题中，常常根据撞击速度的不同对问题加以区分[1]，一般枪炮弹速范围在

500~2000m/s之间，低于这个速度的称为低速撞击(<500m/s)，高于这个速度的称

为超高速撞击(>2km/s)。在冲击动力学问题中，载荷作用时间在微妙(μs)量级，

材料处于高应变率和大变形状态，如一般的侵彻与穿甲问题应变率达到104，而
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超高速撞击过程的应变率可以达到108。 

与传统的结构动力学问题相比较，冲击动力学问题有着复杂性和特殊性。

在冲击动力学中，除了要关注传统结构动力学的惯性效应外，还要关注一些新

的问题，比如：热力耦合作用，材料界面，冲击波效应，应变率效应，材料与

结构破坏模式的多样性等。这些复杂性和特殊性使得冲击动力学研究需要理论

研究、实验研究和数值模拟相互结合补充。冲击动力学的理论支柱主要是连续

介质力学、冲击波理论、材料动态本构关系和状态方程，以这些理论为基础，

发展了解决冲击动力学问题的各种理论方法和数值方法。 

1.1.2 研究方法 

对冲击动力学问题的研究有以下三种研究方法： 

(1) 实验方法 

实验方法是研究冲击动力学问题 为直接的方法，实验方法里面 为关注

是冲击动力学实验的加载技术和测试技术。常用的实验加载技术如火炮、

Hopkinson 杆技术和 Taylor 杆技术，这些加载技术可以使得试件产生 1500m/s 的

弹速，使得材料的应变率达到 105。为了获得更高的弹速，就要使用轻气炮、爆

轰驱动飞片等技术，这些技术可以使得弹速达到 8km/s 或者更高，材料的应变率

则可以达到 108。常用的测试技术包括了高速摄影仪、X 射线照相、激光干涉测

速仪(VISAR)等。在冲击和侵彻过程中，利用 X 射线照相可以直接观察到的弹体

姿态和靶体的破坏特征。对于超高速撞击过程，利用 X 射线照相可以观察碎片

云的形态，关于实验技术更详细的叙述可参见文献[2]。 

(2) 理论方法 

冲击动力学的理论方法研究有经验方法和解析方法两种。所谓经验方法，

就是根据已有的大量实验数据，把一些有物理特征的无量纲量联系起来，建立

经验公式。在大量侵彻实验的基础上，Sandia 国家实验室的 Young 提出了适用

于不同介质的侵彻方程[3,4]，工程界将其称为 Young 氏侵彻方程。Young 氏侵彻

方程的使用条件有一定限制，如侵彻过程要满足弹体完整性要求，而且对于不

同的侵彻介质，方程的形式和参数也会不同。在侵彻和穿甲力学研究中，动态

空腔膨胀模型是公认的有效理论分析方法之一，该模型认为弹体对靶体的侵彻

过程可以看成空腔的动态膨胀过程。动态空腔膨胀模型将空腔周围按照不同的

区域考虑，比如将岩土靶体的空腔周围考虑为塑性区和弹性区，进而根据柱形
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空腔或者球形空腔膨胀过程，采用连续介质力学得到空腔膨胀速度和阻力之间

的解析公式，经过 Sandia 实验室的 Forrestal 及其合作者的发展，动态空腔模型

已经广泛用于金属、岩土和混凝土的深侵彻问题[5-8]。即使如此，动态空腔模型

的使用条件也有一定的限制，如侵彻过程要满足刚性弹假设和正侵彻条件。 

(3) 数值方法 

为了求得冲击过程或者穿甲问题的全部答案，人们就要依靠数值模拟的手

段来求解涉及冲击问题的全部连续介质力学微分方程。在 1960 年代左右，随着

计算机的发展，人们已经能获得冲击动力学问题的数值解，而且已经能采用所

谓的流体弹塑性模型来处理从超高速撞击到中低速冲击的各种动力学问题。数

值模拟方法是对质量守恒、动量守恒和能量守恒三类微分方程进行求解，根据

控制方程的不同描述方式，将数值模拟方法可以区分为欧拉方法和拉格朗日方

法。从数值算法的角度讲，冲击动力学问题数值算法的常用手段为有限差分法、

有限元法，有限体积法。有限差分法和有限元的区别在于[9]：有限差分法从微分

方程出发，是精确问题的近似解；而有限元法是从微分方程的弱形式出发进行

数值离散，是近似问题的精确解。 

1.1.3 研究意义 

在工程应用和科学研究中，数值模拟已经逐渐成为解决复杂问题的一个重

要手段。数值模拟将实际的物理模型转化为数学描述下的离散形式，使用计算

机重新构造和求解问题，再根据分析人员的需求客观揭示物理现象。理论求解

方法往往具有一定的局限性，如冲击动力学中的一些解析方法常常需要考虑假

设和近似，往往无法分析一些复杂的结构。数值模拟借助不断发展的计算机能

力，考虑问题的细节建立高保真的数值模型，不需要对求解的问题做太多的假

设，这一点优于理论方法。 

数值模拟的另一优势是为科研人员提供了一个变通的工具，可代替在实验

室或者是野外进行的昂贵、费时甚至危险的实验，如冲击动力学实验。与实验

相比较，数值模拟能够提供更为完整的信息，冲击动力学过程往往在极短的时

间完成，实验测量只能记录某个时刻的变形信息或者某个点上物理量的时间历

程信息，而通过数值模拟，可以给出整个动态变形的过程，提供所有部位物理

量的时间历程信息。 

数值模拟的作用越来越受到政府部门的关注，基于战略武器发展的需要，
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由美国能源部牵头，以美国国家航空航天局(NASA)，美国三大核武器实验室

Sandia (SNL)、Los Alamos (LANL)和 Lawrence Livermore(LLNL)国家实验室为主

体，开展了旨在加强武器计算能力的 ASC 计划 (Advanced Simulation & 

Computing)，其宗旨在于提高数值模拟在武器研制中的地位，从基于实验的武器

设计到基于数值模拟的武器设计[10]。 

随着计算机软硬件技术和数值方法的发展，尤其是受到大规模并行计算机

和并行计算的推动，数值模拟所起到的作用越来越大，许多无法解决的复杂问

题都可以成功地进行计算。2005 年，美国科研界向总统提交了一份咨询报告[11]，

报告中认为数值模拟已经和理论研究以及实验研究并称为现代科学技术的三大

支柱，认为数值模拟是确保美国竞争力的重要推动力。 

1.2冲击动力学问题数值模拟现状 

1.2.1 冲击动力学数值方法概述 

传统的结构动力学问题关注于结构的动态响应，冲击动力学问题更关注波

的传播。历史上，将求解冲击动力学问题的数值模拟程序称为流体动力学程序

(Hydrocodes)。冲击波对结构的作用会导致高压区出现，高压区的材料压力值远

大于材料的屈服强度值。早期处理超高速冲击问题时，为了减小计算代价往往

不考虑材料的偏应力，而仅仅考虑材料的状态方程计算压力，这样使得固体材

料的计算方式和流体的计算方式相同，因此早期的冲击问题数值模拟程序称为

流体动力学程序。 

由于没有考虑应力偏量，早期的流体动力学程序在求解超高速撞击问题时

更为有效，对于一些需要考虑材料强度的中低速冲击和侵彻问题，其计算效果

不佳。在 1960 年代左右，几乎所有的流体动力学程序都考虑了偏应力的影响，

在程序编制中将应力 ijσ 分解为偏应力和应力球量两部分考虑 

ij ijs pσ = −                             (1-1) 

其中，应力偏量 ijs 反映了材料的固体强度特性，可以通过材料的强度模型计算。 

应力球量部分，即压力项 p 则可以通过状态方程给出。上述的应力分解方式大

大扩展了流体动力学程序的应用范围，对于必须考虑材料固体强度特性的冲击

和侵彻问题也能得到很好的计算结果。为了区分，以下暂将考虑材料固体强度
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特性的流体动力学程序称为冲击动力学程序。 

二次大战以后，计算机的出现使得冲击动力学程序得到充分发展，尤其在

美国，冲击动力学程序的开发得到军方和政府部门的重视。冲击动力学程序的

推动者主要是美国能源部的三大核武器实验室[12]，这三大实验室是美国核武器

的制造部门，拥有先进的大规模并行计算机(MPP)。在军事需求的牵引下，相继

产生了一批冲击动力学程序，如 AUTODYN, CTH, DYTRAN, EPIC, HEMP, 

PRONTO, LS-DYNA。针对所求解的冲击动力学问题，这些程序具有以下共同特

征： 

(1) 对质量、动量和能量守恒方程的求解。 

(2) 能够处理物体的接触界面(物质界面)。 

(3) 采用显式时间积分。 

(4) 能够捕捉冲击波产生的强间断面，如采用人工体积粘性。 

(5) 将应力张量分为偏量和球量两部分单独处理，应力偏量由材料的强度模

型计算，应力球量(压力项 p)则可以通过状态方程给出。 

(6) 在本构模型中考虑材料大变形和大转动的影响。 

在上述特征中，物体接触界面(物质界面)的处理方法属于冲击动力学程序中

的难点，接触界面的处理方式直接关系到数值模拟成功与否。对控制方程的描

述有两类基本方法：欧拉(Euler)描述和拉格朗日(Lagrange)描述。连续介质的守

恒方程建立了材料密度ρ、速度 iv 、内能 e、应力 ijσ 、体力 ib 之间的联系。 

按照拉格朗日描述 

质量守恒                  

d 0
d

i

i

v
t x
ρ ρ ∂
+ =

∂
                       (1-2) 

动量守恒                  

d 1
d

iji
i

j

v b
t x

σ
ρ
∂

= +
∂

                     (1-3) 

能量守恒                  

d 1
d ij ij
e D
t

σ
ρ

=                          (1-4) 

按照欧拉描述 
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质量守恒               

( ) 0i
i

v
t x
ρ ρ∂ ∂
+ =

∂ ∂
                   (1-5) 

动量守恒              

1 iji i
j i

j j

v vv b
t x x

σ
ρ
∂∂ ∂

+ = +
∂ ∂ ∂

               (1-6)  

能量守恒                  

1
i ij ij

i

e ev D
t x

σ
ρ

∂ ∂
+ =

∂ ∂
                  (1-7) 

其中， ijD 为变形率张量分量，
d
dt

为物质导数，
d
d i

i

v
t t x

∂ ∂
= +
∂ ∂

，将含有 i
i

v
x
∂
∂

的

项称为对流项。 
按照拉格朗日描述，计算网格随物质一起运动，可以容易地记录物质的变

形历史。按照欧拉描述，物质流入流出空间网格，网格在空间固定不随物质流

动，因此欧拉方法容易处理大变形问题。这两种方法的优缺点在下面还会详细

叙述。 

网格类求解方法包括有限元法、有限差分法和有限体积法，Benson 认为有

限体积法是有限差分法的一种特殊表现形式[13]。此处对这三种方法的基本原理

进行简述。 

有限差分法：将求解区域用一系列网格线交点组成的节点集合来代替，在

节点上，将微分方程的导数用差分表达式来代替，从而在每个节点上形成代数

方程，求解这些代数方程就获得了所需的数值解。按照坐标分类，有限差分法

可以分为欧拉型和拉格朗日型。 

有限元法：有限元法将求解区域划分为有限个单元，采用分片连续的多项

式构造插值函数，单元内的变量通过单元节点变量插值得到；有限元法从微分

方程的弱形式虚功方程出发建立 终的运动方程，在运动方程中节点变量是未

知量；在冲击动力学的有限元程序中，常常采用显式积分算法和拉格朗日描述。 

有限体积法：有限体积法将求解区域划分成一系列网格单元，将每个网格

单元看成一个有限体积，在有限体积上对微分方程的积分形式直接离散从而导

出离散方程。有限体积法有格心法和格点法两种，格心法的数值解定义在单元

中心，格点法的数值解定义在单元角点上。有限体积法多用于流体力学数值计
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算，也常用于高速冲击问题的数值模拟[13,14]。 

1.2.2 基于网格的方法 

对于网格类方法，无论采用那种数值求解方法，冲击模拟的动力学程序总

能按照欧拉方法、拉格朗日方法以及二者的混合方法进行分类描述，以下分别

对网格类方法在冲击和侵彻中的研究和应用现状进行阐述。 

1.2.2.1 拉格朗日方法 

在拉格朗日法中，计算网格固定在物质上，随物质一起变形。网格点与物

质点在物体的变形过程中始终保持重合，因此物质点与网格点之间不存在相对

运动(即迁移运动，也称对流运动)，这简化了控制方程的求解过程。拉格朗日方

法具有如下优点： 

(1) 拉格朗日法计算过程简单。由于不存在对流项，拉格朗日法的质量、动

量和能量守恒方程比较简单，在每个时间步中计算过程简单，从理论上讲拉格

朗日法的效率更高。 

(2) 拉格朗日法采用了物质坐标系，网格随物质一起运动，因此物体的边界

容易识别和跟踪。 

(3) 某些本构方程(如弹塑性问题)和材料变形历史相关，在拉格朗日法中比较

容易处理。 

由于拉格朗日方法的诸多优点，因此，工程上多采用拉格朗日有限元法处

理中低速的冲击和侵彻问题。用拉格朗日有限元法模拟冲击问题时，接触算法

属于难点和重点，接触算法及其参数的选取影响了计算结果的精度。在显式时

间积分的拉格朗日有限元法中，首先将接触面按照主表面和从表面进行区分，

然后采用以下两种方法实现接触计算： 

(1) 罚方法 

该方法的原理是在每一个时间步先检查各从节点是否穿透主表面，没有穿

透则没有接触发生，接触力为零值。如果穿透发生，则在从节点上施加一个和

穿透量成正比的接触力。这种处理方法相当于在该从节点和主表面之间引入了

一个弹簧，以限制从节点对主表面的穿透量。罚方法仅仅是近似地施加了非穿

透约束条件，当罚参数增加时，更接近于满足接触的非穿透条件[15]。 

在罚方法中，罚力过大会造成节点速度的逆向，因此必须限制罚力的大小，
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文献[15]给出了罚方法接触力的一个上限值。此外，罚方法是条件稳定的，当罚

刚度增加时，稳定时间步长减小[16]。 

罚方法相当于在所有从节点和主表面之间布置了一系列的法向界面弹簧，

程序容易实现而且效率较高。对于侵彻和穿甲问题而言，采用显式有限元模拟

时需要考虑单元侵蚀技术，罚方法的优势在于容易和单元侵蚀技术相结合。此

外，罚方法如果采用对称罚函数技术，模拟过程中能有效避免沙漏模态的出现
[17,18]。由于以上诸多优点，罚方法多为显式动力学有限元程序所采用，如

LS-DYNA和PRONTO3D[19,20]。 

(2) 拉格朗日乘子法 

显式算法的拉格朗日乘子法也称为节点约束算法[21,22]。该算法的计算原理是

首先不考虑接触，对各个物体的加速度、速度和位移进行更新计算，得到物体

的试探解。然后，根据试探解进行接触判断，如果接触没有发生，试探解就是

真实解。否则，接触发生并且计算接触力，接触力的大小可以从接触的非穿透

条件得到。得到接触力以后，对物体的试探解进行修正，使得该时间步 后得

到的位移和速度等变量满足接触的非穿透条件。该算法的 大优点是总是能保

证接触界面节点满足非穿透条件[18]。 

采用有限元模拟穿甲和侵彻问题时，需要考虑单元侵蚀技术，单元侵蚀往

往会造成接触面出现非规则的锯齿状和间隙，此时拉格朗日乘子法难于处理该

问题，这限制了拉格朗日乘子法的应用范围。对于不考虑单元侵蚀的低速撞击

问题，拉格朗日乘子法往往能获得精确的计算结果。一些主要的显式动力学程

序，如LS-DYNA和PRONTO3D均提供了这种接触算法。 

拉格朗日法的计算网格随物质一起变形和扭曲。当计算网格严重扭曲、甚

至相互重叠时，将引起较大的数值误差，甚至使计算失败，这个问题可以通过

使用网格重分技术(remesh)和单元侵蚀(element erosion)技术在一定程度上得以

克服。 

在显式有限元中，网格重分技术一般采用了 h 自适应策略来进行网格重分，

网格重分技术多用于一些冲击和侵彻问题的二维模拟，这种技术在一定程度上

改善了网格质量[23-25]。基于二维的自适应网格技术，Camacho 采用了显式有限

元方法模拟了钨合金长杆弹对钢靶的垂直侵彻过程，模拟得到的侵彻深度和实

验值吻合较好[23]。目前，网格重分技术在三维冲击模拟中的应用还处于起步阶

段，Bessette 将 h 自适应的三维网格重分技术应用于 PRONTO3D 软件[22]，并采
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用该技术模拟了钨合金长杆弹对钢靶的斜侵彻过程，模拟过程中网格质量得到

了一定的改善。三维网格重分技术过程费时而且算法较为复杂，而且对网格质

量改善的效果有限，因此还需要进一步完善。 

采用显式有限元分析侵彻和穿甲问题时，接触面的网格往往产生畸变，处

理接触面网格畸变 为有效的手段之一就是单元侵蚀技术。单元侵蚀技术认为

单元的等效塑性应变或者是其他变量达到一定阈值时，单元失去承载能力，从

而删除单元。在金属的穿甲问题模拟中，临界失效应变设置值在 1-3 之间选取，

这个值是个经验值，而不是实际的物理值。单元侵蚀技术依赖于网格密度以及

失效应变的选择，因此网格密度和失效应变的取值对计算结果会产生影响。对

于一些厚靶体正侵彻的二维自适应模拟，不采用单元侵蚀技术也能获得较好的

计算结果[23, 24]。但是对于三维的侵彻模拟过程，网格自适应技术不成熟，因此

还必须采用单元侵蚀技术来克服网格畸变[22]。单元侵蚀技术的缺点在于：单元

侵蚀会造成系统的质量、动量和能量不守恒，这样会给计算结果带来扰动；此

外，被侵蚀的单元完全丧失了承载能力，而实际的失效材料往往还有一定的承

载能力，因此单元侵蚀技术会造成侵彻阻力被低估的现象。 

现代的冲击动力学有限元软件均采用了率相关弹塑性本构关系、显式时间

积分算法、冲击接触算法、单元侵蚀、二维网格自适应和人工体积粘性技术进

行冲击动力学问题的模拟。关于这方面的文献发表在《Computer Methods in 

Applied Mechanics Engineering》、《International Journal for Numerical Methods in 

Engineering》以及其它一些国际期刊上。 

比较有名的拉格朗日显式动力学有限元程序有以下几个： 

(1) LS-DYNA 程序 

LS-DYNA 程序是知名的显式有限元分析代码之一。LS-DYNA 程序的前身

是 DYNA3D 和 DYNA2D 程序系列， 初在 1976 年由 LLNL 实验室的 Hallquist

主持开发，可用于结构的冲击动力学响应分析， 初的 DYNA 程序主要是为美

国的核武器设计提供分析工具。1988 年 Hallquist 创建了 LSTC 公司，开始专注

于 DYNA 程序的开发，后来将程序命名为 LS-DYNA，并将其应于民用产品，

其 新的版本为 971 版本。经过 30 多年的发展，LS-DYNA 具有很强的通用分

析能力，可以分析带有几何非线性、材料非线性和接触非线性的各种复杂动力

学问题。其接触算法主要采用罚方法，包括了单面接触算法、面-面接触算法以

及与单元侵蚀技术相结合的接触算法。由于采用了单点积分算法，所以
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LS-DYNA 具有较高的计算效率。LS-DYNA 包括了 200 多种材料模型，包括了

各种金属和岩土材料模型。光滑粒子动力学算法(SPH)被加入 LS-DYNA 程序，

用于超高速和穿甲分析。目前，LS-DYNA 在各种金属的冲击动力学问题中得到

广泛应用，如 Martineau 基于 LS-DYNA 研究了直径 6.4mm 的钨合金弹丸对钢靶

的侵彻过程[26]，冲击速度范围为 0.8–2.5 km/s。基于 LS-DYNA 程序，Resnyansky

发展了单元分裂技术[27]，采用这种技术代替单元侵蚀技术来分析高速冲击问题。

Børvik 基于 LS-DYNA 分析了平头、圆头和尖头三种弹丸对厚靶体的侵彻能力
[28]。 

(2) PRONTO3D 程序 

PRONTO3D由美国Sandia国家实验室开发，是一个用于武器设计的显式拉格

朗日有限元程序，是一个非商业化的内部使用程序 [29]。PRONTO3D 从

PRONTO2D 发展而来，用于求解带有高应变率、高度材料非线性和大变形问题

的三维瞬态动力学程序。该程序采用八节点常应变六面体实体单元，四节点常

应变四边形壳单元，采用变步长的显式时间积分，用自适应时间步控制算法。

程序中包含了稳健的接触算法、沙漏模态控制、单元侵蚀技术、刚体处理技术。

无网格SPH方法作为一个求解模块加入到了程序中，并且能和有限元法一起进行

耦合求解。 

和一般商业化的显式有限元程序比较，PRONTO3D具有更强的并行计算能

力，Brown和Attaway等采用并行化的PRONTO3D程序进行了百万单元量级的弹

靶冲击动力学过程分析[30,31]。另外一个特征是，针对有限元法计算深侵彻问题的

缺陷(单元侵蚀)，Warren等将半解析半数值的方法引入PRONTO3D，其原理是从

空腔膨胀理论或者其他解析公式导出弹体在侵彻中承受的压力，将压力作为时

间函数施加在弹体上，从而获得弹体在侵彻过程中的动态响应，该方法已经被

用于金属靶、混凝土和地质介质靶体的侵彻过程分析[32-35]，这种方法的缺点在

于只能观测弹体响应，无法得到靶体的破坏图像。 

(3) ABAQUS 有限元程序 

ABAQUS 有限元程序是商业化程序，包括了两个求解器：ABAQUS/Standard

和 ABAQUS/Explicit 模块。ABAQUS/Standard 主要用于传统的结构静力学和结

构动力学分析，采用了隐式算法。而 ABAQUS/Explicit 则是采用了显式时间积

分的拉格朗日有限元程序，该模块可以求解冲击和爆炸问题。ABAQUS 的主要

特色是可以方便地对 Standard 和 Explicit 模块得到的计算结果进行相互传输，这
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对于一些复杂过程的模拟是十分有利的，比如冲压过程和冲压后的回弹过程模

拟。ABAQUS 的另一个特色是可以方便地加入材料本构模型[36]，这对一些研究

材料本构的人员具有强的吸引力。ABAQUS 也使用单元侵蚀技术，侵蚀后的单

元有两种选项：失效的单元应力置零，或者失效的单元还可以承受压力。基于

ABAQUS/explicit 模块，Iqbal 和 Gupta 等采用了 Johnson-Cook 模型对各种弹丸

侵彻金属靶体的过程进行了数值模拟，并和实验结果进行了对比[37-39]。 

(4) 其他的一些有限元程序 

在工程中常常使用的显式动力学有限元程序包括了 DYTRAN 程序。1993

年 MSC 发布了 DYTRAN 的第一个商业版本，该程序继承了 DYNA3D 的显式积

分有限元算法。DYTRAN 的特色之处在于集成了拉格朗日方法和欧拉方法，并

能进行二者的耦合分析，适合于模拟爆炸、穿甲等问题[40]。 

EPIC 程序也常常在文献中被提到。EPIC 是拉格朗日型的显式有限元程序，

由 Johonson 等在 20 世纪 70 年代研制，在二维问题中采用三角形单元，在三维

问题中采用四面体单元。后来程序经过改进，引入网格重分和单元侵蚀技术，

可以计算侵彻问题，EPIC 在研究领域一直发挥着作用[41]。 

除了拉格朗日有限元冲击动力学程序外，采用拉格朗日网格的有限差分程

序也常常用于冲击和侵彻模拟。比较知名的是 LLNL 实验室 Wilkins 发展的

HEMP 程序[42]，这个程序采用了网格重分技术处理网格大变形，用滑移线方法

模拟接触界面，HEMP 程序主要用于爆炸力学领域的数值模拟。AUTODYN 是

Century Dynamics 公司发展的一个三维的显式动力学有限差分程序[43,44]，该程序

提供了拉格朗日方法、欧拉方法和无网格 SPH 方法，可以进行拉格朗日-欧拉耦

合求解，拉格朗日-SPH 耦合求解。Tham 将弹体按照拉格朗日网格进行离散，

混凝土靶体分别按照拉格朗日网格、欧拉网格和 SPH 质点进行离散，对比了不

同耦合算法的侵彻深度[45]。 

冲击动力学有限元程序在我国研制起步较晚，但仍然取得了一些重要的研

究成果。王肖钧等[46]提出了有限元法中四边形单元沙漏控制的新方法，保证了

大变形和局部变形奇异性问题的计算可顺利进行。胡秀章等[47]提出了一种弹塑

性弹丸侵彻靶板的滑移面处理新方法，成功解决了弹体头部大变形和质量消蚀

问题。中国科学技术大学的李永池等[48]发展了一种新的二维拉格朗日有限元程

序HVP, 开展了弹丸对混凝土靶侵彻的二维数值模拟计算，采用了新的材料单元

破坏删除模式和改进的滑移面技术，从而较好地揭示了侵彻过程中的主要物理
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图象。王峰和王肖钧[49]将二维有限元程序HVP发展成为三维的HVP-3D，并开展

了钢弹对铝靶体的斜侵彻模拟。西南交通大学的宋顺成等给出了基于一致质量

阵的显式有限元迭代计算格式，并将其用于长杆弹的深侵彻数值模拟[50-52]。 

1.2.2.2 欧拉方法 

由于欧拉方法的网格在空间固定，物质在网格内流动，因此在处理大变形

问题时具有较大的优势。冲击问题是一个高速瞬态的大变形问题，对于该类问

题的数值模拟，目前拉格朗日方法的研究相对成熟。尽管拉格朗日方法的网格

重分技术在一定程度上克服了网格畸变等问题，相比较而言，拉格朗日方法仍

不可能像欧拉方法那样自然地反映大变形。欧拉方法另外一个优势是不用单元

侵蚀技术就能进行侵彻模拟，而拉格朗日方法中的单元侵蚀技术是一个非物理

的数值处理技术。欧拉方法在处理大变形问题时具有较大的优势，但当所研究

的系统中含有多种物质的时候，便会出现混合网格，此时混合网格处理方法的

优劣就显得至关重要。如何确定混合网格中的物质界面位置，如何计算混合网

格的力学量以及混合网格向周围网格的物质输运量，一直是欧拉方法中的难题
[53]。 

欧拉方法的求解变量在一个时间步内分两步完成计算过程，首先进行拉格

朗日步计算，此时网格随着物质一起变形；然后进行映射步计算，此时将变形

后的网格映射到初始的规则网格上，这种处理方式在数学上对应于算子分裂算

法。大多数的欧拉方法程序都采用了这种算子分裂方法，如 CTH、HULL 和 JOY

等程序[54,55]。采用这种算子分裂方法的主要原因是在显式分析中易于得到二阶精

度的计算结果[13]。 

CTH 程序是 Sandia 实验室的内部使用的欧拉程序[55]，该程序采用有限体积

法进行控制方程的离散，CTH 可以进行穿甲、侵彻、爆轰和超高速撞击问题的

模拟。CTH 采用了算子分裂形式的两步算法完成一个时间步的数值计算，在拉

格朗日步，采用显式时间积分算法完成拉格朗日形式的控制方程计算，初始的

网格随着物质一起变形，此时没有质量流出网格边界。拉格朗日步之后是映射

步，在映射步，变形后的网格被映射到初始的固定规则网格上。CTH 还提供了

可以进行数据修正的第三步，在该步用户可以对一些特殊情况下的数据库进行

修正。在映射步，变形网格的质量、动量、和体积要映射到初始的规则网格，

此时需要知道物质界面来进行映射计算。CTH 采用了 SLIC(Simple Line Interface 
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Calculation )方法以及 Youngs 界面重构方法计算物质界面[56,57]。 

CTH 对材料的失效处理分为两种：对于拉伸失效，当应力球量大于给定的

阈值时，认为材料破坏，此时引入了空洞模型，该模型可以模拟层裂现象；对

于金属材料的剪切失效，当等效塑性应变大于破坏应变时，此时认为失效的材

料仅仅能承受材料压力，此时不考虑材料的固体强度特性。 

对于欧拉方法，同样也要处理材料界面的接触问题，欧拉方法中的接触问

题是通过对混合网格的处理来体现的。对于包含两种物质的混合网格，常用的

一种处理方法是采用混合理论来处理混合网格内的状态变量，这种处理方法是

采用体积加权平均的思想计算混合网格内的状态变量，如材料强度。混合理论

的缺点是常常将物质界面按照非滑移界面进行处理，这种处理方式对于超高速

撞击是可行的。Fahrenthold 基于该方法并采用 CTH 程序对弹体超高速斜撞击过

程进行了数值模拟[58]。对于弹丸中低速侵彻靶体的过程，在侵彻过程中弹体变

形不大，此时采用混合理论计算会造成弹体头部的明显变形，从而增加了侵彻

阻力。为了改进混合理论，Silling 等在 CTH 程序中引入了处理滑移界面的边界

层算法(BLINT)，该算法在两种物质之间引入滑移层，可以考虑材料之间的相互

滑移，适合于分析中低速的穿甲和侵彻问题[59]。目前，BLINT 算法已经可以处

理三维问题，并在 CTH 程序上进行了充分发展，基于该算法，Scheffler 用 CTH

程序对钢弹侵彻铝靶的斜侵彻问题进行了分析[60]。BLINT 算法虽然可以考虑滑

移界面，但其无法考虑物质界面的摩擦滑移问题，这也是欧拉方法的缺陷。 

由于军事的需求，我国关于欧拉方法的冲击动力学程序研制也取得了一定

成果。北京应用物理与计算数学研究所开发了三维弹塑性流体力学欧拉程序

MEPH3D，MEPH3D 可以用于高速碰撞和侵彻等问题的三维欧拉数值模拟，在

实际应用中发挥了重要的作用[61-62]。 

北京理工大学爆炸与冲击动力学学科组基于多物质欧拉型有限差分算法，

开发了二维及三维爆炸与冲击问题仿真软件 EXPLOSION-2D、EXPLOSION-3D。

EXPLOSION-3D 软件的三个组成模块为计算程序 MMIC-3D、前处理程序

MESH-3D 和后处理程序 VISC-3D。在这个软件的基础上，开展了大量的算法研

究工作[63-66]，并对混凝土侵彻问题进行了数值模拟。 

北京大学王景焘、刘凯欣和中科院力学所张德良将 CE/SE 方法推广到了二

维固体-流体弹塑性问题的数值计算，同时结合杂交粒子水平集方法追踪物质界

面，提出一套完整的二维欧拉型流体弹塑性计算方案，并进行了长钨杆侵彻装
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甲钢实验的数值模拟[67-68]。 

1.2.2.3 ALE 方法 

拉格朗日方法易于跟踪材料界面，但存在网格畸变问题。欧拉方法易于处

理大变形，但对材料界面的处理技术较弱。由于拉格朗日方法和欧拉方法都有

各自的不足，一种直接的思想就是借鉴这两种方法的优点形成新的算法进行冲

击和侵彻分析，任意拉格朗日-欧拉算法(ALE)就是将这两种方法结合的代表。 

在初始构型Ω0中质点的位置矢量记为X，变量X可以作为质点的标记，称为

物质坐标。质点X在现时构型Ω中的位置矢量用x表示，变量x称为空间坐标或者

欧拉坐标。ALE方法引入了一个独立于初始构型和现时构型的参考构型Ωξ，参

考构形中质点的位置由其在参考坐标系中的位置矢量ξ确定，在ALE描述方法中，

有限单元剖分是对参考构形进行的，网格点就是参考点，网格是独立于物体和

空间运动的，可以根据需要自由选择。对于ALE方法，变量F定义在参考坐标上， 

( ),iF F tξ= 。变量F的物质导数写为： 

( )d ˆ
d

i

i i
i

F F Fv v
t t xξ

∂ ∂
= + −
∂ ∂

                    (1-8) 

其中， iv 为物质速度， îv 为网格速度， ˆi iv v− 是所谓的对流速度。采用式(1-8)可

以将控制方程转化到参考坐标系 iξ 下求解。ALE 描述的重要特征是可以根据需

要给定合适的网格运动速度 îv ，以维持计算网格的合理形状并准确描述物体的移

动界面。由于 ALE 算法中存在对流项，因此 ALE 计算也采用了拉格朗日步和映

射步两步算法[69-71]。在拉格朗日步，可以采用标准的拉格朗日有限元计算进行

求解得到物质变形量；在映射步，需要根据旧网格进行重构得到优化后的新网

格，然后将旧网格上的物理量映射到新网格。 

    ALE 方法吸收了拉格朗日方法和欧拉方法的优势，适合于分析一些大变形

问题，现在的有限元软件如 LS-DYNA 和 ABAQUS 均提供了 ALE 求解模块。目

前，ALE 算法的应用主要是解决一些锚杆和岩土的相互作用问题，由于这类问

题中存在岩土的大变形，传统的有限元法难于分析此类问题。基于轴对称问题

的 ALE 算法，Sheng 等采用 Mohr-Coulomb 岩土材料模型分析了锚杆对岩土的侵

彻过程[72-73]。 

    Liyanapathirana和Walker等基于商业软件ABAQUS，采用ALE算法和轴对称
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模型对锥杆侵彻岩土和砂土的准静态过程进行了数值模拟[74-75]，其中粘土的材

料模型采用了Mises弹塑性模型，砂土的材料模型采用了Drucker–Prager弹塑性模

型。 

CALE是由美国Lawrence Livermore国家实验室开发的二维ALE程序，Alme

等使用 CALE 程序对超高速碰撞问题进行了模拟[76]。目前，ALE 方法在二维数

值模拟问题中取得了一定成功，但还是存在一定的局限性，如何设计有效的三

维网格运动和网格重构算法是难点。 

1.2.3 无网格方法 

在金属和岩土的冲击动力问题中，常常发生材料的大变形和破坏。传统的

拉格朗日有限元方法在处理这类问题时，尤其是岩土的侵彻问题，网格会发生

严重扭曲和畸变，这将使得计算步长过小或者出现单元负体积现象，这样大大

加大了计算工作量，甚至无法完成整个求解过程。其次，对一些冲击过程中的

材料碎裂问题，传统的网格类方法难于模拟。鉴于网格类算法在处理这些问题

中的缺陷，近几年来国际上许多著名的计算力学学者发展了无网格方法。 

建立近似函数时不借助网格是无网格法与有限元法的主要区别。无网格法

采用定义在离散点上具有紧支特性的函数来构造近似函数，而不用定义在全局

上的级数展开形式，这是无网格法与经典加权余量法的主要区别[77]。 

   无网格方法名称众多，但它们都可以根据近似函数的构造方法或偏微分方程

的离散形式进行区分。因此，通过这两条主线，便可了解无网格方法的全貌并

加以区别。对于各种形式的无网格方法，求解微分方程的数值方法总可以分为

三大类[78-82]。第一类是直接求解微分方程和相应定解条件的近似解，如各类配

点型无网格法。第二类是在整个计算域内建立和原来微分方程相等效的积分弱

形式，再在此基础上建立近似解法，如 EFG 方法等。第三类是在子域内建立微

分方程的等效积分弱形式，再在此基础上建立近似解法，如 MLPG 方法。无论

从微分方程那种形式出发，从加权余量法的观点来看，各类无网格方法的主要

区别还在于采用什么样的加权余量法和试探函数。 

无网格法的近似函数是直接通过一组离散点 ( 1,2, , )I I N= ⋅⋅⋅x 来建立的，不

依赖于单元，函数 ( )u x 可以近似为 

( ) ( ) ( ) ( )
1

n
h

I I
I

u u N u
=

≈ = =∑x x x N x u               (1-9) 
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其中， Iu 是函数 ( )u x 在节点 Ix 处的值， ( )IN x 为节点 Ix 的形函数，n 为形函数

在 x 处不为零的节点数， ( ) ( ) ( ) ( )1 2, , , nN x N x N x= ⋅⋅⋅⎡ ⎤⎣ ⎦N x ， [ ]T1 2, , , nu u u u= ⋅⋅⋅ 。

以下介绍无网格法常用的三种近似函数。 

(1) 核近似 

核近似方法 初用于光滑质点流体动力学法(SPH)，函数 ( )u x 可以近似为 

( ) ( ) ( ) ( )hu u w u d ′Ω
′ ′≈ = − Ω∫ xx x x x x               (1-10)  

其中 ( )w ′−x x 称为核函数或者光滑函数，在数值计算中，需要采用上式的离散

形式，对式(1-10)右侧进行数值积分可以得到 

( ) ( ) ( )
1 1

n n
h

J J J J J
J J

u w u V N u
= =

= − Δ =∑ ∑x x x x           (1-11) 

其中， ( )JN x 为核近似的形函数， JVΔ 为节点 J 对应的面积或者体积。 

在 SPH 方法中，将物体划分为 n 个小体元，将各个体元的质心取为节点，

把各体元的质量赋予节点，此时这些节点变成了带有质量的质点，质点的体积

可以从质点质量与质点密度的比值得到，这种近似方法在文献中被称为粒子近

似，在 SPH 方法中，采用粒子近似以后，函数 ( )u x 可以近似为 

( ) ( ) ( )
1

n
h J

J J
J J

mu u w u
ρ=

≈ = −∑x x x x                (1-12) 

基于粒子近似，将粒子变量的函数和导数代入微分控制方程便可以得到SPH

方法的离散格式[83-84]。 

   (2) 重构核近似 

Liu等人发现将SPH用于求解有限区域问题时，数值解在边界处恶化。Liu等

人认为这是由于离散形式的核近似不满足一致性条件引起的，因此提出了重构

核近似粒子方法(RKPM)，在重构核近似粒子方法中，近似函数采用以下形式 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ),hu u c w u d ′Ω
′ ′ ′≈ = − Ω∫ xx x x x x x x             (1-13)  

式中， ( ),c ′x x 称为校正函数，可以通过令(1-13)满足一致性条件确定 [85-86]。 

(3) 移动 小二乘近似 

待求函数 ( )u x 在计算点x的邻域内可以局部近似为 

( ) ( ) ( )
1

,
m

h
i i

i

u p a
=

′ ′= ∑x x x x                     (1-14)  
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其中 ′x 是计算点x的邻域内各点的空间坐标， ( )ip ′x 是基函数，m是基函数的

个数， ( )ia x 是待定系数。在移动 小二乘近似(MLS)中，系数 ( )ia x 的选取

根据加权 小二乘原则，要求函数的局部误差 小。 

( ) ( ) ( )
2

1
,

n
h

I I I
I

J w u u
=

⎡ ⎤= −⎣ ⎦∑ x x x x                (1-15) 

   令J取 小值，解得待定系数 ( )ia x ，再代入(1-14)得到 小二乘近似， 

( ) ( ), ,hu ′ ′=x x N x x u                      (1-16) 

    Nayroles等人将移动 小二乘近似法引入到微分方程的积分弱形式，采用伽

辽金法，提出了散射元法(Diffuse Element Method，简称DEM) [87]，并且用这种

方法分析了Possion方程和弹性问题。1994年，美国Northwestern University的学

者Belyschko[88]等人对DEM法进行了两点改进，在采用移动 小二乘近似法计算

形函数导数时保留了被Nayroles忽略的所有项，并利用拉格朗日乘子法引入本质

边界条件，提出了无单元伽辽金法(the element-free Galerkin method，EFG)。 

伽辽金型无网格法是基于全局弱形式，它需要使用背景网格进行积分，计

算量大，针对此缺点，Atluri 等人利用移动 小二乘近似法来构造近似函数，在

局部子域内建立微分方程的伽辽金弱积分形式，由此建立了无网格局部彼得罗

夫-伽辽金法(Meshless Local Petrov-GalerkinMethod，简称 MLPG)，该方法不需

要背景网格[89-90]。 

以上结合三种常用的近似函数介绍了四种常用的无网格方法：SPH 方法，

RKPM 方法，EFG 方法和 MLPG 方法。除了文中介绍的这三种近似函数，还存

在其他的近似函数[77]。由于无网格法的近似函数大多不满足 delta 函数性质，因

此难于施加本质边界条件。但是，无网格法在大变形以及材料碎裂模拟上具有

网格类方法无可比拟的优势，因此在冲击和侵彻数值模拟中得到了较多应用。

在无网格法中，发展 早的 SPH 首先被用于模拟高速冲击问题[91-93]。 

接触问题是冲击碰撞过程中的一个重要问题。SPH 中一个质点的影响点可

以在本物体上也在另一个物体上，因此对两物体的接触可以不加特殊考虑，但

SPH 并不保证速度场单值，因此接触面有可能发生质点穿透。Campbell 等提出

了基于罚函数的粒子-粒子接触算法[94]，并将其用于两个杆的高速撞击过程，并

和 DYNA 的计算结果进行了对比。Vignjevic 等提出的接触算法不需要专门建立

接触面，该算法被应用于液体晃动和超高速冲击中[95]。 
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Johnson等应用和改进SPH方法[96, 97]，针对高速冲击问题进行了一系列工作，

基于有限元和SPH耦合算法进行了尖头钢弹对铝靶侵彻过程的数值模拟。

Johnson 等提出了与SPH 类似的广义粒子算法(generalized particle algorithm, 

GPA)[98], 用于高速冲击问题。Johnson等结合有限元和无网格方法, 将冲击变形

过程中畸变的有限单元转化成质点[99,100]，用于超高速冲击层裂破坏以及长杆弹

斜侵彻。 

目前，SPH 已经成为高速冲击领域的重要方法 , 被加入到AUTODYN、

LS-DYNA 等商业软件中，并用于各种冲击问题尤其是超高速撞击问题的数值模

拟。其他的一些无网格方法也逐步应用于冲击和侵彻模拟过程，Han等[101]采用

速度与速度梯度分别插值的MLPG混合方法计算高速侵彻问题，体现了无网格法

相对有限元的优势。Fahrenthold 等一直致力于超高速碰撞问题数值模拟方法研

究[102,103]，基于哈密顿方程，他们结合有限元的特点和质点类方法的思想提出杂

交的质点单元方法，同时利用质点和单元离散连续体, 分别用质点和单元模拟不

同的物理量, 研究超高速冲击问题。 

近年来，一种质点类无网格方法—物质点法受到关注，这种方法不受网格

畸变限制，适合于分析冲击动力学问题，下文将对此方法的研究现状进行评述，

进而给出本文在物质点法的算法和应用两个层面上的研究内容。 

1.2.4 并行计算技术 

冲击动力学问题的数值模拟常常采用显式算法，因此比较耗费计算时间。

其次，为了获得更为精细的数值模拟结果，往往需要建立大规模的数值计算模

型。在冲击动力学问题数值模拟中，为了进行大规模计算以及缩短计算时间，

人们往往借助于并行计算技术。并行计算技术将计算任务进行分解，使用尽可

能多的处理器进行并行计算，从而达到提高计算规模和缩短计算时间的效果。

并行计算的效率和可扩展性依赖于并行算法的合理性，一个好的并行算法应该

具有两个特征：(1) 高的并行效率，能有效减少计算时间；(2) 良好的扩展性，

即并行效率不因为计算模型规模变大而减小。 

在构造并行算法时，需要根据所使用的并行计算平台考虑以下问题： 

(1) 各个独立的处理器是否在每一次计算中都执行相同的操作，各个处理器

的计算是否独立。 

(2) 计算中使用的存储器是共享的还是独立的，或者是两者兼有。 
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(3) 处理器之间的信息传递是经过通信网络，或是通过共享存储。 

不同的并行计算平台需要采用不同的并行计算技术。对称多处理机(SMP)

如 SGI Origin 体系使用了共享的系统资源，共享存储器和共享 I/O，所有的处理

器都可以平等的使用这些资源。多核工作站和 SMP 类似，也采用了共享存储和

共享 I/O，区别在于多核工作站中采用了共享缓存，可以将多核工作站看成 SMP

机器的简化版。大规模并行处理机(MPP)体系由通过网络连接的节点组成，网络

中的每个节点都具有各自独立的存储器和 I/O，对于 MPP 而言，各个节点之间

采用了分布式存储，而一个节点内部的处理器则采用了共享存储。 

对应于不同的并行计算平台产生了两种并行技术[104,105]：MPI 和 OpenMP。

MPI 用于分布式存储并行平台，采用分布式存储的并行平台进行并行计算时，

各个处理器需要通过 MPI 进行信息传递。OpenMP 用于共享存储并行平台，采

用共享存储的并行平台进行并行计算时，各个处理器可以基于 OpenMP 通过共

享内存来完成，不需要进行显式的信息传递。采用 MPI 进行并行计算时，必须

在程序中做大量的改动以调用信息传递函数，比如采用 MPI_ Send and MPI_ 

Receive 进行信息的发送和接受，但其优势在于可以使用更大的计算资源。

OpenMP 基于共享内存，其特点是不必对程序做太多改动，支持增量化并行。目

前，MPI 和 OpenMP 均提供了 Fortran、C 和 C++语言的接口。 

关于 MPI 并行技术在冲击动力学并行计算方面的应用较多，现有的并行有

限元程序多采用基于单元的区域分解算法和 MPI 编程技术，比如 LS-DYNA 和

PRONTO3D。基于 MPI 和动态负载平衡技术，Brown 和 Attaway 等[30,31]开展了

显式有限元的并行算法研究，并进行了弹靶侵彻模拟的大规模数值计算，他们

所采用的并行算法已经加入到了三维显式动力学有限元程序 PRONTO3D。基于

MPI 和区域分解算法，Har 等[106]开展了冲击接触问题的并行有限元方法研究，

重点讨论了接触算法的并行化问题。Guo 等[107]基于 MPP 并行版本的 LS-DYNA

进行了坑道在地震载荷下的响应分析，其计算模型的单元数达到了 380 万。 

关于 MPI 在无网格方法的并行计算方面，王裴等[108]开展了并行 SPH 算法

的研究，其并行算法基于区域分解算法。在此基础上，王裴等采用 100 个处理

器对质点数为 145 万的斜侵彻问题进行了 SPH 模拟。基于 MPI 技术，Danielson

等[109]开展了 RKPM 并行算法的研究，并采用并行的 RKPM 程序研究了板材拉

伸下的破坏问题。 

采用 OpenMP 进行并行计算的难点在于克服数据竞争问题，即避免不同的
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处理器在同一时刻处理共享变量。关于 OpenMP 技术在冲击动力学问题并行计

算中的研究不多， Pantalé[110]基于 OpenMP 开展了并行有限元算法研究，他发现

如果使用临界区处理数据竞争问题会导致并行效率下降。 

其他方面，Couturier 等[111]采用 OpenMP 开展了分子动力学的并行计算研究，

其计算表明在 8 核下加速比可以达到 6。Ayguadea 等[112]基于嵌套的 OpenMP 并

行技术进行了流体动力学的并行计算研究。Thacker 等[113]采用 OpenMP 和

Fortran77 编制了并行化的 SPH 程序 HYDRA_OMP，并采用该程序进行天体物

理学领域的并行计算。 

1.3 物质点法研究现状 

物质点法源于经典的质点网格法(Particle in Cell，PIC)[114]。经典 PIC 方法主

要用于计算流体动力学，该方法将连续介质凝聚为有限质点系。质点有质量，

参与守恒运算，通过对质点的运算和追踪来实现流场数值模拟和界面显示。为

了降低 PIC 方法的数值耗散，Brackbill 等人发展了 FLIP(Fluid implicit PIC)方法
[115,116]，在 FLIP 方法中质点携带了更多的物理量，质点携带了动量和能量，并

且采用了一致质量阵，这样数值耗散得到减少。 

1994 年以来，Sulsky 等人将 FLIP 应用于冲击动力学问题中，提出了物质

点法(Material Point Method，MPM)[117-119]。为了能够处理固体力学中历史相关的

本构关系，Sulsky 等对 FLIP 做了几点改进：(1) 本构方程在物质点上实现，而

不是在网格上，这样便于处理与历史相关的本构关系。(2) 利用等效积分弱形式

给出动量方程，得到数值离散格式。(3) 采用显式时间积分算法。 

从算法分类上看，物质点法属于质点类无网格方法。物质点法将连续体离

散为一组带有质量的质点，质点携带了所有的物质信息，质点的运动代表了物

体的运动和变形。因此，质量守恒条件在物质点法中自然满足。物质点法需要

背景网格，背景网格可以自由或者固定布置。建立背景网格的目的是用于求解

动量方程和计算空间导数。在物质点法中，首先将质点信息映射到背景网格处，

建立和求解动量方程，将变形后的网格节点信息映射到质点处，得到下一个时

刻的质点信息。该步是完全的拉格朗日求解，质点和背景网格之间没有相对运

动，因此避免了欧拉法因非线性对流项产生的数值困难，并且容易跟踪物质界

面。在下一时间步抛弃变形的背景网格，仍然采用未变形的背景网格，因此避
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免了拉格朗日法因为网格畸变而导致的数值困难。可见，物质点法发挥了拉格

朗日法和欧拉法各自的长处，克服了其弱点。 

与一般的拉格朗日方法和欧拉方法相比较，物质点法具有以下特征和优势： 

(1) 虽然物质点法采用了背景网格，但每个计算步开始都采用规则的背景网

格进行计算，这样物质点法的时间步长不受网格畸变的影响。因此，当采用物

质点法求解材料和结构大变形问题时，计算效率高。 

(2) 物质点法采用了质点离散，因此容易处理材料破碎问题，对一些涉及材

料破碎的冲击动力学问题，用物质点法计算得到的物理图像更真实。 

(3) 物质点法在质点和背景网格之间采用了单值映射函数，标准物质点法中

自然地包括了粘着接触条件，因此物质点界面不会穿透。对于一些不考虑物质

界面滑移和摩擦的问题，如流固耦合问题和超高速撞击问题，可以不用专门施

加接触算法就能求解。 

由于物质点法具有以上优点，近年来关于物质点法的研究得到了重视。以

下从算法和应用两个层面来阐述物质点法的研究和应用现状。算法层面： 

(1) 隐式物质点法  

对于一些准静态问题和低速冲击问题，隐式物质点法能得到更好的计算结

果并能有效减少计算时间[120-123]，Cummins 采用迭代算法求解动量方程给出了一

种隐式物质点法[121]，Guilkey 给出了和隐式有限元算法类似的隐式时间积分算法
[122,123]。隐式物质点法用于模拟锻造过程和颗粒介质的相互作用。 

(2) 质量阵形式 

类似于显式有限元算法，显式物质点法中可以用协调质量阵，也可以用集

中质量阵。Tan [124]和Love 等[125]为了获得更好的能量守恒性质，采用协调质量

阵进行物质点法计算。Love等讨论了不同质量阵对能量和动量守恒的影响[126]。

在实际应用中，由于采用协调质量阵必须求解方程组，考虑到计算效率，多数

研究者还是采用集中质量阵进行物质点法计算。 

(3) 插值函数研究 

标准的物质点法采用了线性插值函数，在计算某些问题时会产生所谓的质

点跨越背景网格噪音问题。Bardenhagen 等[127]针对此问题，采用精度更高的二阶

基函数，发展了广义插值的物质点法(Generalized Interpolation Material Point 

method，GIMP)。基于 GIMP，Steffen 比较了不同形式的基函数和光滑长度对计

算精度的影响[128]。 
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(4) 自适应研究 

    Tan 等开展了 h 自适应的物质点法研究[124]，对背景网格和质点同时进行自

适应计算，采用该自适应物质点法求解了裂纹尖端的能量释放率。Ma 开展了基

于质点自适应的物质点算法研究，并将该算法用于射流的数值模拟[129]。 

(5) 接触算法研究 

    由于采用了单值映射函数，标准物质点法可以模拟物质界面，防止材料相

互穿透，但标准物质点法无法有效模拟材料界面的分离、滑移和摩擦。为了更

好地模拟接触分离，York等提出了一个简单的接触算法[130]，该算法认为当物体

接触发生时采用标准物质点法计算，当物体分离时则在各自独立的速度场进行

计算，从而实现了接触分离。为了计算齿轮接触过程的物质点法计算，Hu等基

于多重网格思想提出了一个接触/滑移/分离算法[131]，该算法认为接触界面处的

质点速度可以从公有背景网格计算，而切向速度则可以从各个物体独立的背景

网格计算得到。尽管上述两种算法都能有效处理接触分离，但其缺点在于无法

考虑界面摩擦。 

    Bardenhagen等提出了一个接触/摩擦/分离算法[132,133]，该算法基于多速度场

实现，当接触发生时需要考虑界面的非穿透条件和库仑摩擦准则。在Bardenhagen

的接触算法中，计算的接触界面法向量不满足共线性条件，该算法对于小变形

问题能得到较好模拟。 

(6) 并行计算研究 

    对于一些工程问题，常常需要建立大规模的物质点法模型进行数值模拟，

Parker等基于背景网格区域分解法和MPI技术研究了并行的MPM程序[134,135]，并

且采用该并行程序进行了1600万质点的大规模物质点法求解，其计算平台为大

规模并行机(MPP)。SAMRAI是一个基于C++和MPI的程序开发平台，专门用于

计算物理方面的并行程序开发，Ma和Lu等基于SAMRAI框架开发了并行的GIMP

程序，并将其用于多尺度问题的计算[136]。 

(7) 耦合算法研究 

Zhang等提出了显式物质点有限元法[137]，该算法在大变形区域布置背景网

格使用物质点法计算，在其他区域使用有限元法，Zhang等使用该算法对超高速

撞击问题进行了计算。Guilkey等开展了多物质欧拉方法和物质点法的耦合算法

研究[138]，并采用该耦合算法求解了含能装置的爆炸问题，其中采用欧拉方法模

拟起爆过程，采用物质点法模拟含能装置外壳。 
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在应用层面，主要在以下领域开展了物质点法的数值模拟工作。 

(1) 冲击和爆炸领域 

    物质点法主要用于超高速撞击和爆炸过程数值模拟，Ma和Zhang等采用了三

维物质点法进行了超高速撞击和爆炸过程的数值模拟[129,137,139]。Guilkey等将物

质法用于含能装置的爆炸过程模拟[138]。Lee等[140]用改进的质点网格法(Particle In 

Cell, PIC)方法模拟聚能射流和穿甲问题。Hu等将MPM用于模拟爆炸及其对混凝

土墙的破坏[141]。王宇新等将物质点法用于多相介质的爆炸冲击响应分析[142]。物

质点法在中低速冲击和侵彻分析中的应用不多见，Sulsky等采用标准物质点法开

展了钢弹侵彻铝靶的研究[118]，但计算侵彻深度远低于实验值。 

(2) 断裂与失效分析 

  由于物质点法适合于分析裂尖奇异场和裂纹形成的间断面，因此物质点法

在断裂力学领域得到较多应用。Nairn 的研究组利用物质点法开发了计算裂纹尖

端的CRAMP算法，并基于自适应网格技术，计算各种裂尖参量[124,143,144,145]。Wang 

等采用非规则背景网格的物质点法来计算二维混合型裂纹[146]，并将物质点法和

有限元的计算结果进行比较。Daphalapurkar等用GIMP研究了动态裂纹扩展问题
[147]。 

由于物质点法采用质点离散，因此特别适合于分析材料的损伤与破碎模拟。

Chen等应用MPM 研究了冲击载荷下的动态脆性破坏过程[148,149]，并将物质点法

计算结果与有限元计算结果进行了对比。采用物质点法和吸收边界条件，Shen

和Chen等分析了冲击载荷下硅基体上金属膜的脱层失效过程[150,151]。 

  传统的网格类算法难于分析复合材料的脱层破坏和冲击载荷下的层裂过

程，Schreyer和Sulsky等通过在MPM中引入脱粘(decohesion)本构模型[152,153]，模

拟材料的脱层破坏和层裂破坏。 

(3) 多孔材料与颗粒介质 

Bardenhagen和Brydon建立了多空泡沫材料的微结构，采用物质点法进行离

散，模拟泡沫材料的压实过程[154,155]。Wieckowski 等[156,157]采用MPM模拟了贮

料垛卸过程中的颗粒流动问题以及金属材料拉拔过程。Bardenhagen和Cummins

等[132,158]将MPM用于炸药颗粒的剪切和流动过程模拟。Coetzee 应用MPM模拟

了颗粒材料的挖斗填充问题[159]。 

(4) 其他方面 

Sulsky等将物质点法用于海冰动力学问题计算[160]。Zhang等用MPM开展了
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冲击载荷下多孔介质的动力学响应分析[161]。Guilkey等将物质点法用于生物力学
[162]。LANL的Zhang等将物质点法用于多相流的数值模拟[163]。 

综上，物质点法具有效率高，并且不受网格畸变限制，易于跟踪物质界面

的特征。目前，物质点法在超高速撞击和爆炸领域取得了成功的应用，然而在

中低速冲击和侵彻领域的研究有待进一步的开展。其次，对于一些冲击动力学

问题，如果要获得高保真的计算结果，还必须进一步发展并行物质点算法。 

1.4 本文的主要研究内容 

本文的研究工作基于以下问题： 

(1) 对于超高速撞击问题的物质点法模拟[139]， 由于受到计算规模限制难以

获得高精度计算结果。因此，需要进一步发展冲击动力学问题的并行物质点算

法和程序，开展超高速撞击问题的大规模并行计算研究。 

(2) Sulsky 等采用标准物质点法开展了钢弹侵彻铝靶的研究[118]，但计算得

到的侵彻深度远低于实验值，其原因在于标准物质点法无法有效模拟接触界面

的滑移、摩擦和分离，标准物质点法的粘着接触条件导致了较大的侵彻阻力。

因此，需要进一步发展用于侵彻和穿甲计算的接触物质点算法。 

(3) 目前，物质点法多用于爆炸、超高速冲击、材料的细观力学建模和模拟

上，鉴于物质点法具有高效率且不受网格畸变限制等优势，需要进一步开展物

质点法在岩土冲击动力学问题中的研究。 

基于以上问题，本文开展 OpenMP 并行物质点算法研究，并进行金属弹丸

超高速撞击的大规模并行计算。针对中低速的冲击和侵彻问题，研究适用于冲

击和侵彻问题的接触物质点算法。在接触算法研究的基础上，开展金属及岩土

中低速冲击动力学问题的研究。本文共七章，各章内容如下。 

第一章即本章，介绍了研究背景、方法和意义。介绍了网格类算法和无网

格算法在冲击动力学问题数值模拟中的研究现状，重点阐明各种算法对物体接

触界面的处理方法。对物质点法的特点和应用现状进行了总结。 

第二章阐述了物质点法的基本原理，介绍了物质点法的几种数值实现格式；

简要介绍了冲击波理论、人工体积粘性法和应力更新算法，介绍了物质点程序

MPM3D[192]常用的材料模型和状态方程。 

第三章基于共享内存 OpenMP 技术开展物质点法的并行化研究。为了解决
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物质点法 OpenMP 并行化中的数据竞争问题，提出了物质点法的两种 OpenMP

并行算法：数组扩展法和背景网格区域分解法。用背景网格区域分解法，开展

了超高速撞击问题的大规模并行计算，计算规模达到了 13542030 个质点。 

第四章内容为穿甲和侵彻问题的接触物质点算法研究，提出了一种新的接

触界面法向量计算方法，给出了一般接触问题的完整数学描述，实现了接触物

质点算法，采用多个算例验证了接触物质点算法的有效性和正确性；进而，将

接触物质点算法用于中低速穿甲和侵彻模拟，解决了标准物质点算法模拟此类

问题中侵彻阻力过大的问题。 
第五章给出了刚柔接触物质点算法，通过两个算例验证了刚柔接触物质点

算法的正确性；进而，采用该算法模拟了 Taylor 杆撞击后的回弹效应，模拟了

水珠冲击台阶的大变形以及破碎过程。 

第六章介绍了带拉伸失效的 Drucker-Prager 模型及其数值实现，采用标准物

质点法模拟了岩土边坡的失效过程；采用刚柔接触物质点算法模拟了堆积物的

坍塌流动过程，并和实验进行比较；采用接触物质点算法模拟了半球壳对岩土

的侵彻过程。 

第七章是对全文进行总结和展望。对本文的主要工作进行总结，给出论文

的创新之处，对进一步的研究方向进行展望。 
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第 2 章 物质点法基本原理 

物质点法属于质点类无网格法，它将连续体离散为一组带有质量的质点，

质点的运动代表了物体的运动和变形。物质点法需要背景网格，目的是用于求

解动量方程和计算空间导数。 

本章首先介绍物质点法的基本原理，进而比较标准物质点法的三种实现格

式 USF、USL 和 MUSL，介绍这三种格式在 MPM3D 程序[192]中的实现过程。介

绍 MPM3D 物质点法程序处理冲击波的人工体积粘性方法，以及常用的金属材

料模型和状态方程，并介绍模拟材料失效的质点失效处理方法。 

2.1 控制方程和离散 

2.1.1 控制方程 

在固定的笛卡尔直角坐标系下，考察图 2.1 所示的物体运动。物体在 0t = 时

刻所占据的空间区域Ω0 称为初始构型，在初始构型中质点(material point)的位置

矢量记为 X。对于一个给定的质点，变量 X 不随时间 t 变化。变量 X 可以作为

质点的标记，称为物质坐标。 

 

 

 

 

 

图 2.1 物体的初始构型和现时构型 

物体在 t时刻所占据的空间区域Ω称为现时构型，物体在 t时刻的边界记作Γ，

Γ为空间区域Ω的边界。质点 X 在现时构型中的位置矢量用 x 表示。变量 x 给出

了 t 时刻质点 X 的空间位置，称为空间坐标或者欧拉坐标。 

质点 X 的运动方程可以表示为： 

( , )t=x x X                          (2-1) 

令物质坐标 X 不变，物理量对时间的导数称为物质导数。如果物理量Φ是

X x

uΩ0
Γ0

Ω Γ

X x

uΩ0
Γ0

Ω Γ
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用空间坐标 x 和时间 t 描述的，则Φ(x,t)的物质导数为： 

                       d
dt t
Φ ∂Φ
= +∇Φ⋅
∂

v                       (2-2) 

式中，v 为质点速度。∇为 Hamilton 算子，利用算子∇可以方便地进行梯度和散

度的描述。∇Φ表示变量Φ的左梯度，为了避免歧义，文中规定只使用变量的左

梯度。如果Φ为标量，则∇Φ为 

m
mx

∂Φ
∇Φ =

∂
e                          (2-3) 

式中，em为坐标系的基矢量。 

拉格朗日法可以分为两大类：完全拉格朗日格式(TL 格式)和更新拉格朗日

格式(UL 格式)。这两种描述都使用了拉格朗日描述，即所有物理量都可以看成

是物质坐标 X 和时间的 t 的函数。在完全拉格朗日格式中，取初始构型为参考

构型，虚功方程的积分是在初始构型上完成的，物理量也都是对物质坐标 X 求

导的。而在更新拉格朗日格式中，取现时构型为参考构型，虚功方程是在现时

构型上进行的，物理量都是对空间坐标 x 求导的。 

在物质点法中，采用了更新拉格朗日格式进行描述，这种格式更容易描述

涉及材料大变形的动力学问题。更新拉格朗日格式中，采用了 Cauchy 应力σ和

变形率张量 D 来描述应力和应变率。根据连续介质力学，物体的变形和运动必

须满足以下控制方程。为了便于描述问题，此处采用了张量表示形式。 

质量守恒：                d 0
dt
ρ ρ+ ∇⋅ =v                        (2-4) 

动量方程：                ρ ρ= ∇⋅ +a σ b                        (2-5) 

能量方程：                d :
d
e
t

ρ = σ D                          (2-6) 

式中，ρ(x,t)为材料密度，v(x,t)为速度矢量，∇为 Hamilton 算子。a(x,t)为加速度

矢量，σ (x,t)为 Cauchy 应力张量，b(x,t)为体力矢量。e(x,t)为单位质量的内能，

D(x,t)为变形率张量。此处，x 为 t 时刻的质点位置矢量，式(2-4)、(2-5)和(2-6)

基于现时构型定义。 

对于速度矢量 v，其左梯度为 
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n
m n

m

v
x
∂

∇ =
∂

v e e                         (2-7) 

在更新拉格朗日格式下，变形率张量等于应变率张量，即 

( )T1
2
⎡ ⎤= = ∇ +∇⎣ ⎦D ε v v                   (2-8) 

边界条件为：              
( )
( ) ( )

, ( )
   

,  
u

t

t t

t t

Γ

Γ

⎧ =⎪
⎨

⋅ =⎪⎩

u x g

σ x n t
                (2-9) 

式中，u(x,t)为位移矢量，位移边界记作Γu。应力边界记作Γt， t为应力边界上的

面力矢量。 

    0t = 时刻，现时构型和初始构型重合，初始条件用物质坐标表示： 

( ) ( )
( ) ( )

0

0

,0

,0

=⎧⎪
⎨

=⎪⎩

v X v X

u X u X
                   (2-10) 

能量方程可以进一步写成： 

mn mn mn mn kkE J D Js Jpσ ε ε= = −               (2-11) 

式中，E 为单位初始体积的内能变化率，J 为变形梯度矩阵的行列式，smn 和 p

表示偏应力和压力。 

m

n

xJ
X
∂

=
∂

                        (2-12) 

mn mn mns pσ δ= +                       (2-13) 

2.1.2 控制方程的离散 

    在物质点法中，将连续体离散为一系列质点，见图 2.2 所示，质点的运动代

表了物体的运动，质点携带了密度、速度、应力等各种物理量。由于每个质点

携带的质量在运动过程中保持不变，因此质量守恒方程(2-4)自动满足。 

在域内直接求解动量方程的微分形式(2-5)是非常困难的，数值模拟一般是

从微分方程的弱形式出发，它要求动量方程在域内积分满足，动量方程的弱形

式为虚功方程。此处采用Ω代表 t 时刻一个物体所占的空间域，Γ代表物体表面。

Γ由两部分组成，即位移边界Γu和应力边界Γt。取虚位移矢量 w，w 满足位移边

界条件。对于一个物体，其虚功方程为 
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图 2.2 物质点法示意图，实线—物体边界，圆点—质点，虚线—背景网格  

d : d d d
t

ρ ρ
Ω Ω Ω Γ

⋅ Ω + ∇ Ω = ⋅ Ω+ ⋅ Γ∫ ∫ ∫ ∫a w σ w b w t w          (2-14) 

在物质点法中，通常采用脚标 i 表示节点变量，采用脚标 p 表示质点变量。

如果采用质点离散，t 时刻物体的密度可以近似为 

( )
1

pN

p p
p

mρ δ
=

= −∑ x x                      (2-15) 

式中，mp 表示质点 p 的质量，xp 表示 t 时刻质点 p 的空间位置。 

将式(2-15)代入式(2-14)可以得到： 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 1

1

    , , , :
,

, , d

p p

p

p

t

N N
p

p p p p
p p p

N

p p p
p

m
m t t t

t

m t t

ρ =
= =

Γ
=

⋅ + ∇

= ⋅ + ⋅ Γ

∑ ∑

∑ ∫

x xa x w x σ x w
x

b x w x t w

      (2-16) 

在求解动量方程时，物质点和背景网格完全固连，物质点随着背景网格一

起运动，因此可以通过有限元形函数建立质点和背景网格节点之间的映射关系。

如果采用正六面体单元的正交背景网格，在一个单元内有 8 个节点，局部坐标

系下的节点形函数表达式为 

              ( ) ( )( )( )1, , 1 1 1
8i i i iN ξ η ζ ξξ ηη ζζ= + + +            (2-17) 

其中， , ,ξ η ζ 为局部坐标系下一质点的坐标值， , ,i i iξ η ζ 根据不同节点值取为±1。

此外，在六面体单元外部，形函数为零值。 

质点变量和节点变量的映射关系为 

( ) ( ) ( )
1

,
nN

p i p i
i

t N t
=

= ∑w x x w                  (2-18) 
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( ) ( ) ( )
1

,
nN

p i p i
i

t N t
=

= ∑a x x a                   (2-19) 

式中 wi为第 i 节点的虚位移，ai为第 i 节点的加速度。令 ipS 表示 i 节点形函数在

p 质点处的值， ipG 表示 i 节点形函数在质点 p 处的梯度矢量，即 

( )ip i pS N= x ，
pip iN == ∇ x xG               (2-20) 

将式(2-18)和(2-19)代入到式(2-16)可得： 

ext int

1 1 1 1

n n n nN N N N

i ij j i i i i
i j i i

m
= = = =

⋅ = ⋅ + ⋅∑ ∑ ∑ ∑w a w f w f           (2-21) 

考虑到节点虚位移 wi 的任意性，可得节点动量方程为： 

ext int

1

nN

ij j i i
j

m
=

= +∑ a f f                      (2-22) 

式中，mij 为质量阵分量， ext
if 为节点外力矢量， int

if 为节点内力矢量，各个量的

表达式为： 

1

pN

ij ip jp p
p

m S S m
=

= ∑                       (2-23) 

ext

1
d

p

t

N

i p ip p i
p

m S N
Γ

=

= + Γ∑ ∫f b t                  (2-24) 

int

1

pN
p

i p ip
p p

m
ρ=

= − ⋅∑f σ G                    (2-25) 

如果采用集中质量阵，则节点的动量方程为： 
ext int

i i i im = +a f f                         (2-26) 

式中，mi为节点质量。 

1 1

pn NN

i ij ip p
j p

m m S m
= =

= =∑ ∑                    (2-27) 

式(2-26)为背景网格节点上的动量方程。通过以上推导过程可以看出，物质点法

的节点动量方程形式和有限元法的节点动量方程形式是类似的。 

在物质点法中，利用显式时间积分对式(2-26)进行积分，便可以得到更新后

的节点速度，然后再通过形函数进行映射，得到更新后的质点变量。具体的做

法见下节。 
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2.2 物质点法的计算格式 

2.2.1 物质点法的三种格式 

     在物质点法中，物体的物质信息由质点携带，背景网格节点不记录物质信

息。物质点法的实现步骤为： 

(1) 重新定义背景网格，将时间步初始时刻的质点变量映射到背景网格上，

获得背景网格节点的质量、动量、内力和外力。 

(2) 建立节点的动量方程，采用显式时间积分求解节点动量方程。 

(3) 将节点的速度变化量和位置变化量映射回质点，更新质点速度和位置。 

质点的应力通过应力更新算法进行计算，应力更新首先需要计算当前时刻

的应变增量，然后通过本构方程得到应力增量。质点的应变增量需要通过质点

的应变率进行计算，质点的应变率通过背景网格节点的速度进行计算。考虑到

质点变量和节点变量之间的映射关系，根据式(2-8)可以得到质点的应变率表达

式为： 

( )
8 T

1

1
2p ip i ip i

i=

⎡ ⎤= +⎢ ⎥⎣ ⎦∑ε G v G v                  (2-28) 

式中，vi为节点速度。 
应力更新可以在每个时间步的开始时进行，也可以在时间步结束时进行。

Bardenhagen[164]将时间步开始时更新应力的格式称为 USF(Update Stress First)格

式，将在时间步结束时更新应力的格式称为 USL 格式(Update Stress Last)，并且

比较了两种格式的能量守恒性。Nairn[143]对几种不同的应力更新方式(USF、USL、

MUSL)进行了讨论。各种格式主要区别在于：更新应力时采用了不同节点速度

计算应变率(或者应变增量)，导致了在不同时刻进行质点的应力计算。以下对

USF、USL、MUSL 三种格式的应变增量计算进行说明，便于对三种格式进行比

较。 

采用上标 k 和 k+1 分别表示 kt 和 1kt + 时刻的值，当前时间步的初始时刻和

后时刻分别为 kt 和 1kt + ， tΔ 是当前时间步的步长， 1k kt t t+Δ = − 。 

当前时间步质点应变增量为： 

( )
8 T

12
k k

p ip i ip i
i

t
=

Δ ⎡ ⎤Δ = +⎢ ⎥⎣ ⎦∑ε G v G v                (2-29) 

在一个时间步中，采用不同的节点速度计算应变增量便会得到不同的计算
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格式： 

(1) 在 USF 格式中，首先计算质点应变增量，并更新质点应力，即采用更

新前的节点速度 k
iv 代入式(2-29)来计算应变增量。 

(2) 在 USL 格式中， 后计算质点应变增量，并更新质点应力，即采用更

新后的节点速度 1k
i
+v 代入式(2-29)来计算应变增量。 

(3) 在 MUSL(Modified USL)格式中，将更新后的质点动量映射回背景网格

进行节点速度计算，进而进行应力计算。更新后的节点速度由下式得到 

1 11k k k
i p p ipk

pi

m S
m

+ += ∑v v                   (2-30) 

MUSL 将上述节点速度代入式(2-29)来计算应变增量。 

MUSL 在每一个时间步结束时将质点动量映射到节点得到节点速度，并通

过该节点速度计算质点应力。USF 在每一个时间步开始时将质点动量映射到节

点得到节点速度，并通过该节点速度计算质点应力。因此，MUSL 格式和 USF

格式基本相同。Bardenhagen 和 Nairn 的研究表明[143,164]，USL 具有较强的数值

耗散，而 USF 和 MUSL 具有较好的能量守恒性。因此，物质点程序常常使用

MUSL 格式和 USF 格式进行数值计算。 

2.2.2 物质点法的具体实现 

在物质点方法中，如果节点质量接近于零值，将会导致节点速度产生奇异，

因此，在物质点法中用节点动量代替节点速度进行计算能得到更好的计算结果。

为了方便描述，文中的推导过程有时使用节点速度，而在实际程序中均采用节

点动量进行计算。 

当前时间步的初始时刻和 后时刻分别为 kt 和 1kt + ， tΔ 是当前时间步的步

长， 1k kt t t+Δ = − 。具体的物质点法实现过程如下： 

(1) 将质点的动量和质量映射到背景网格上，得到节点质量和节点动量。 

    节点质量：  

              k k
i p ip

p

m m S=∑                       (2-31) 

    节点动量： 

              k k k
i p p ip

p

m S= ∑p v                      (2-32) 
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(2) 对于 USF 格式，根据背景网格节点速度 k
iv 来计算应变增量和旋率增量，

对质点的应力和密度进行更新，过程如下： 

(a) 初始时刻的节点速度为 
k

k i
i k

im
=

pv                      (2-33) 

(b) 计算质点的应变增量和旋率增量为 

( )
8 T

12
k k k k

p ip i ip i
i

t
=

Δ ⎡ ⎤Δ = +⎢ ⎥⎣ ⎦∑ε G v G v              (2-34) 

( )
8 T

12
k k k k

p ip i ip i
i

t
=

Δ ⎡ ⎤Δ = −⎢ ⎥⎣ ⎦∑ω G v G v              (2-35) 

 (c) 更新质点密度为 

( )( )1 1 trk k
p p pρ ρ+ = + Δε                   (2-36) 

 (d) 根据本构关系更新质点应力 

( )1 ,k k
p p p p p
+ = + Δ Δ Δσ σ σ ε ω                (2-37) 

(3) 计算节点内力，节点外力和总节点力。 
    节点内力：          

    int p k
i p ip

p p

m
ρ

= − ⋅∑f σ G                    (2-38) 

    节点外力：            

 ext d
t

k k k k
i p ip p i

p
m S N

Γ
= + Γ∑ ∫f b t               (2-39) 

节点内力和外力和为总节点力： 

                         int ext
i i i= +f f f                       (2-40) 

如果采用 USF 格式，则计算节点内力时采用 1k
p p

+=σ σ 和 1k
p pρ ρ += ；否则对

于 USL 和 MUSL 格式采用 k
p p=σ σ 和 k

p pρ ρ= 计算节点内力。 

(4) 积分动量方程并施加边界条件。 
1k k

i i i t+ = + Δp p f                    (2-41) 

式中， tΔ 为积分时间步长。对于固定边界令 1 0k
i
+ =p 和 0i =f 。 

(5) 将背景网格节点的速度变化量和位置变化量映射回质点，得到质点的位



第 2 章 物质点法基本原理 

 34

置和速度。 

质点位置：                  

18
1

1

k
k k ki
p p ipk

i i

S t
m

+
+

=

= + Δ∑ px x                  (2-42) 

质点速度：                   
8

1

1

k
k k ki
p p ipk

i i

S t
m

+

=

= + Δ∑ fv v                   (2-43) 

(6) 对于 USL 格式，采用积分后的节点动量得到节点速度，即由下式得到

节点速度： 

           
1

1
k

k i
i k

im

+
+ =

pv                        (2-44) 

然后根据该节点速度计算应变增量Δεp 和旋率增量Δωp，对质点的应力和密

度进行更新。 

(7) 对于 MUSL 格式，将更新后的质点动量映射到背景网格得到节点速度，

即由下式得到节点速度： 

           1 11k k k
i p p ipk

pi

m S
m

+ += ∑v v                    (2-45) 

然后根据该节点速度计算应变增量Δεp 和旋率增量Δωp，进而对质点的应力

和密度进行更新。 

(8) 至此，物质的所有物质信息均已经记录在物质点上，因此可以丢弃已经

变形的网格，并在下一个时间步采用规则的背景网格进行计算。   

  基于上述的实现过程，采用 Fortran95，标准物质点法的三种数值实现格式

均加入到本课题组的三维物质点程序 MPM3D[192]。 

为了说明 USF、USL 和 MUSL 三种格式的数值稳定性，下面以一个特殊问

题为例进一步讨论三种格式[143]，假设节点 i 只受到质点 p 的影响，外力仅仅考

虑体力，因此由式(2-31)和式(2-40)可以知道节点质量和节点力为 
k k
i p ipm m S=                           (2-46) 

p k k k
i p ip p ip p

p

m
m S

ρ
= − ⋅ +f σ G b                     (2-47) 
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将以上结果代入式(2-33)、(2-44)和(2-45)，可以得到三种格式在更新应力时

所采用的节点速度分别为： 

USF:                 k k
i p=v v                                 (2-48) 

USL：                1 1k k k k
i p p ip pk

p ip

t
Sρ

+
⎡ ⎤

= + − ⋅ + Δ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

v v σ G b          (2-49) 

MUSL:               
8

1 1

1

k
k k k ki
i p p ipk

i i

S t
m

+ +

=

= = + Δ∑ fv v v                (2-50) 

当质点 p 趋近于和节点 i 相对的边界时，此时形函数 0k
ipS → ，而形函数梯度

0k
ip ≠G ，因此 USL 格式(2-49)的右端第二项趋近于无穷大，这样将会导致数值

不稳定。对于 MUSL 格式(2-50)右端第二项，形函数 k
ipS 和节点质量 k

im 属于同阶

小量，因此该项不会导致数值不稳定。可见，当节点受到一个质点影响时，USL

格式存在数值不稳定，而 USF 和 MUSL 格式是稳定的。 

2.2.3 时间步长 

采用显式积分的物质点算法要满足数值稳定性，必须满足 CFL 

(Courant-Friedrichs-Lewy) 条件，该条件要求在一个时间步中，波的传播距离不

能超过一个网格。在物质点模拟中，时间积分是在空间固定的背景网格上完成

的，在确定临界时间步长时，与采用拉格朗日网格方法不同，除了考虑材料的

声速，还需要考虑质点速度[165]。特别是对超高速撞击问题，质点速度和材料声

速处于同一量级，质点速度的影响不可忽略。在物质点算法中，临界时间步长

取为： 

min c
cr e

dt
c u

Δ =
+

                   (2-51) 

式中，dc是背景网格的节点间距，u 是质点速度值，c 是材料声速。在求解实际

问题以前，质点的速度是未知量，很难由式(2-51)得到时间步长。本文采用了固

定时间步长，时间步长Δt 由下式得到： 

min c

e

dt
c

αΔ =                      (2-52) 

其中，α为时间步长因子，可以根据不同的问题取值，α取值应该保证整个计算

过程中能量守恒。 
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     材料的绝热声速可以表示为 
1
24

3 S

G pc
ρ ρ

⎛ ⎞∂
= +⎜ ⎟⎜ ⎟∂⎝ ⎠

                     (2-53) 

下标 S 表示等熵。 
材料的压力 p 是密度ρ和单位初始体积内能 E 的函数，即 ( ),p p Eρ= ，因此

有： 

S E S

p p p E
E ρρ ρ ρ

∂ ∂ ∂ ∂
= +

∂ ∂ ∂ ∂
                  (2-54) 

对于等熵过程有d dE p V= − ，因此 

S

E p
V
∂

= −
∂

                     (2-55) 

其中，V 是变形前后体元的体积比，称为相对体积。利用关系式 0Vρ ρ= 可得 
2

0

d
dSS

E E V pV
Vρ ρ ρ

∂ ∂
= =

∂ ∂
                  (2-56) 

材料声速 终可以写成 
1

2 2

0

4
3 E

G p pV pc
E ρρ ρ ρ

⎛ ⎞∂ ∂
= + +⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

                (2-57) 

对于线弹性材料， lnp K V= − ，因此 

d
dSS

p p V K
Vρ ρ ρ

∂ ∂
= =

∂ ∂
                   (2-58) 

式中，K 为体积模量，将式(2-58)代入式(2-53)，可以得到线弹性材料的声速为 

4 3
3

G Kc
ρ
+

=                        (2-59) 

对于其他材料，需要考虑状态方程，可以根据压力和密度之间的关系由式(2-57)

来计算其声速。 
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2.3 冲击波和人工体积粘性 

2.3.1 冲击波理论 

冲击动力学程序的典型特征就是要处理冲击波问题。冲击波可以简单定义

为连续介质中的压力、内能和密度的间断。当材料中存在冲击波时，式(2-4)、(2-5)

和(2-6)给出的微分方程就不再适用，因为冲击波间断面上的各个变量的导数没

有意义，因此必须寻求其它的方程来描述冲击波的守恒方程。 

冲击波的数学处理方法 初是 Rankine 和 Hugoniot 研究流体而提出的[2]。为

了对冲击波进行分析，做出以下基本假设：冲击波是个间断面，没有明显厚度；

材料的剪切模量取零，仅仅考虑压力的作用；冲击波波阵面上的体力和热传导

可以忽略。考察一维应变条件下的冲击波，根据冲击波波阵面前后区域的状态

变化可以建立守恒方程。用图 2.3 可以图解冲击波，在波阵面前压力为 p0，密度

为ρ0，内能为 e0；在波阵面后压力为 p，密度为ρ，内能为 e；波阵面前的质点速

度为 U0=0，波阵面后的质点速度为 Up，冲击波波阵面的速度为 Us。如果参考系

取在波阵面上，而且参考系随波阵面以速度 Us 运动，那么物质从右侧流入参考

系的速度为 0sU U− ，物质从左侧流出参考系的速度为 s pU U− 。根据以上的分析，

可以建立以下守恒方程： 

质量守恒：             ( )0 s s pU U Uρ ρ= −                      (2-60) 

动量守恒：              0 0 s pp p U Uρ− =                        (2-61) 

能量守恒：         ( )2
0 0 0

1
2p s p spU U U U e eρ ρ= + −                (2-62) 

式中 e 表示单位质量的内能。 

引入比容 v:  

                  1v
ρ

=                           (2-63) 

如果将式(2-60)代入到式(2-61)会得到 Rayleigh 线表达式： 

2 2 0
0

0
s

p pU
v v

ρ −
− =

−
                      (2-64) 

Rayleigh 线描述了 p-v 平面上斜率为 2 2
0 sUρ− 的一条直线，这条直线的斜率和

冲击波速度 Us的平方成正比。 



第 2 章 物质点法基本原理 

 38

利用式(2-64)和(2-61)，将能量方程(2-62)中的 Up 和 Us消去，可以得到能量

方程的另一种表示形式 

( )( )0 0 0
1
2

e e p p v v− = + −                  (2-65) 

这个方程称为 Rankine-Hugoniot 方程。而由上述式(2-65)得到的 p-v 曲线称

为 Hugoniot 曲线。 

 

 

 

 

图 2.3 冲击波波阵面示意图  

上述守恒方程有五个变量需要处理：压力 p、内能 e、密度ρ(比容 v)、质点

速度 Up 和冲击波速度 Us，如果要得到任意两个参数之间的关系，还必须补充一

个方程才能求解。补充的第四个方程是冲击波的速度Us和质点速度Up的关系式，

这个关系式可以通过实验获得[166]，一般可以写出如下的多项式形式： 
2

0 1 2s p pU c S U S U= + + +                 (2-66) 

式中的 S1 和 S2 是实验拟合参数，c0 是压力为零值时材料中的声速，这些值均可

以通过拟合(Us, Up)实验数据得到，实验表明，大多数金属材料在没有发生相变

时，冲击波的速度 Us 和质点速度 Up 满足线性关系式： 

0 1s pU c S U= +                      (2-67) 

    根据冲击波速度 Us和质点速度 Up 的关系式，结合质量、动量和能量守恒三

个关系式，便可以得到 p-Us，p-Up 或者 p-v 或者其他关系式。如果将式(2-67)、

(2-60)和(2-61)进行联立，将 Up 和 Us消去，就可以得到如下的 p-v 关系式，该关

系式即为 Hugoniot 曲线上压力 pH的一种解析表达式： 

( )
( )

2
0 0 0

0 2
1 0

1

1 1
H

c v v
p p

S v v

ρ −
= +

− −⎡ ⎤⎣ ⎦
                   (2-68) 

更为复杂的 Hugoniot 曲线的解析表达式可以由式(2-66)得到。图 2.4 给出了

典型金属材料的 Hugoniot 曲线，需要注意的是 Hugoniot 曲线是一条由实验数据

冲击波

p ρ e p0  ρ0 e0Us

Up U0= 0

冲击波

p ρ ep ρ e p0  ρ0 e0p0  ρ0 e0Us

Up U0= 0
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拟合的状态曲线，而不是过程曲线。 

2.3.2 人工体积粘性 

冲击波导致压力、密度、质点速度和内能在波阵面前后发生突变，这种突

变给数值计算造成了困难。为了在计算程序中捕捉冲击波，需要在压力项 p 添

加人工体积粘性项[19]。人工体积粘性项起到使得冲击波间断面光滑化的作用，

该项的添加使得波阵面压力在相当狭窄的过渡区内呈连续变化。由于该方法能

有效处理冲击波的强间断面问题，因此人工体积粘性的方法几乎被所有的冲击

动力学程序所采纳。粘性项取为 

( )22
0 1        0 

0                                         0
e kk e kk kk

kk

a l a l c
q

ρ ε ρ ε ε
ε

⎧ − <⎪= ⎨
≥⎪⎩

           (2-69) 

其中 le是特征长度，在物质点程序 MPM3D 中取为背景网格节点间距 dc， kkε

是体应变率，c 是声速，a0 和 a1 是无量纲常数，缺省值为 1.5 和 0.06[19]。 

 

 

 

 

 

 

 

 

图 2.4  Hugoniot 曲线和 Rayleigh 线  

引入人工体积粘性后，应力按照下式计算： 

( )mn mn mns p qσ δ= − +                     (2-70) 

能量方程可以进一步写成： 

( )mn mn kkE Js J p qε ε= − +                  (2-71) 

式中， E 为单位初始体积的内能变化率。引入人工体积粘性后，相当于在系统

中引入了阻尼，阻尼比为： 

p

vv0

pH

p0
vH

Rayleigh线

Hugoniot线

p

vv0

pH

p0
vH

Rayleigh线

Hugoniot线
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e kk

q Q
l c c

ζ
ρ ε

= − =                     (2-72) 

于是有：      

1 0        0 
0                        0

e kk kk

kk

a c a l
Q

ε ε
ε

− <⎧
= ⎨ ≥⎩

              (2-73) 

     Q 的量纲和速度相同，引入人工体积粘性后，式(2-52)给出的时间步长需要

修正为： 

( )1 22 2
min c

e

dt
Q Q c

αΔ =
+ +

                   (2-74) 

其中，α为时间步长因子，dc是背景网格的节点间距。 

2.4 应力更新、材料模型和状态方程 

2.4.1 应力更新算法  

率形式本构方程的积分算法为应力更新算法[189]。时刻 dt t+ 的应力可以通过

对应力率积分得到 

( ) ( )d dij ij ijt t t tσ σ σ+ = +                    (2-75) 

ijσ 为应力率，此处 i 和 j 为角标，表示应力分量。由于 Cauchy 应力的物质

导数 ijσ 受到刚体转动的影响，不是客观张量，因此在本构关系中采用 Jaumann

应力率 ijσ ∇。应力率 ijσ 和 Jaumann 应力率 ijσ ∇之间的关系为 

ij ij ik jk jk ikσ σ σ ω σ ω∇= + +                  (2-76) 

其中，ω为旋率张量。 

           ( ), ,
1
2ij i j j iv vω = −                       (2-77) 

Jaumann 应力率 ijσ ∇可以根据本构关系由应变率张量得到。 

在物质点程序中，程序存储的是 tn 时刻的应力 n
ijσ 和当前时间步的旋率增量

ijωΔ 和应变增量 ijεΔ ，将式(2-76)代入到式(2-75)得到 tn+1 时刻的应力 
1 nn R

ij ij ij tσ σ σ+ ∇= + Δ                       (2-78) 
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其中 
nR n n n

ij ij ik jk jk ikσ σ σ ω σ ω= + Δ + Δ              (2-79) 

nR
ijσ 为旋转后的应力张量。 

在冲击动力学程序中，Cauchy 应力分解为压力和偏应力分别更新，由式(2-78)

可以得到偏应力的更新格式为 
1 nn R

ij ij ijs s s t+ ∇= + Δ                      (2-80) 

其中， 
nR n n n

ij ij ik jk jk iks s s sω ω= + Δ + Δ                  (2-81) 

式(2-80)的第二项可以从材料的本构关系确定。 

对于高速冲击问题，材料的压力需要通过状态方程来更新。压力一般是体

积和内能的函数，因此，在计算压力以前，需要对能量方程进行积分。tn+1 时刻

的内能为： 

 ( )
1

0

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2     

n n

n n n n n n
ij ij kk

e e V E

e V s V p qε ε

+

+ + + + +

= + Δ

= + Δ − + Δ
    (2-82) 

其中： 

( )1 2 11
2

n n nV V V+ += +                    (2-83) 

( )1 2 11
2

n n n
ij ij ijs s s+ += +                     (2-84) 

( )1 2 11
2

n n np p p+ += +                    (2-85) 

( )1 2 11
2

n n nq q q+ += +                    (2-86) 

式中， 0V 为质点的初始体积， nV 为质点在 nt 时刻的体积。在物质点法中，质点

的体积按照下式计算： 
( )1 1n n

kkV V ε+ = + Δ                                (2-87) 

不考虑二阶小量                     
1 2n

kkV Vε+ Δ = Δ                        (2-88) 
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将式(2-88)代入式(2-82)得到： 

1 * 1 11
2

n n ne e Vp+ + += − Δ                    (2-89) 

其中， * 1ne + 为 1nt + 时刻的内能估计值，表达式为 

* 1 1 2 1 2 1 21
2

n n n n n n
ij ije e Vp Vq V s ε+ + + += − Δ −Δ + Δ           (2-90) 

如果状态方程是线性的，那么计算 1nt + 时刻的压力的状态方程表达式为：  

 1 1 1 1n n n np A B E+ + + += +                       (2-91) 

其中 E 是基于初始单位体积的内能， 0/E e V= 。将式(2-89)两侧乘以 V0 得到 1nt + 时

刻的内能 1nE + ，并将其代入到式(2-91)得到压力的更新格式为 
1 1 * 1

1

1

0

11
2

n n n
n

n

A B Ep VB
V

+ + +
+

+

+
=

Δ
+

                       (2-92) 

其中， * 1 * 1
0/n nE e V+ += 。由式(2-92)得到 1nt + 时刻的压力值，将其代入式(2-89)可以

得到 1nt + 时刻的内能值 1ne + 。在物质点法中，对各个质点的内能进行求和，便可

以得到系统的总内能。 

2.4.2 弹性模型 

    Jaumann 应力率 ijσ ∇由材料本构得到。对于弹性材料， 

2ij ijs Gε∇ ′=                          (2-93) 

式中，G 为剪切模量， ijε ′ 为偏应变率张量。 

1
3ij ij kk ijε ε ε δ′ = −                        (2-94) 

将式(2-93)代入到式(2-80)可以得到更新后的偏应力值为： 
1 2

nn R
ij ij ijs s G ε+ ′= + Δ                       (2-95) 

压力增量和体应变之间的关系为线性关系， 

kkp K εΔ = − Δ                        (2-96) 

对于弹性材料，更新后的压力为： 
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1n n
kkp p K ε+ = − Δ                       (2-97) 

该弹性模型采用了 Jaumann 应力率，可以处理大变形问题，是线弹性胡克

模型在大变形理论中的推广。 

2.4.3 Mises 弹塑性模型 

    描述金属材料的塑性行为通常采用 Von Mises 屈服模型。在 Von Mises 屈服

模型中，有两个重要特征： 

(1) Von Mises 屈服函数和应力偏量相关，和压力无关。屈服面在主应力空

间是以 1 2 3σ σ σ= = 为轴线的圆柱面，Mises 屈服函数可以写成 

( ) ( )i j y kf s σ α=                       (2-98) 

其中 ( )ijf s 决定了屈服面的形状， ( )y kσ α 则决定了屈服面的大小， kα 是度量塑

性变形的内变量，工程上通常将等效塑性应变 pε 取为内变量[167]。 

(2) 金属材料的 Mises 模型采用了关联流动法则，塑性势函数和屈服函数

相同，因此，根据正交流动法则，塑性应变增量可由屈服函数求得： 

p
ij

ij

f
s

ε λ ∂
Δ =

∂
d                      (2-99) 

此处，dλ为比例因子，塑性应变增量 p
ijεΔ 垂直于屈服面。 

    Mises 屈服面的演化规律可以很复杂，常用模型为等向强化模型和随动强

化模型。对于等向强化模型，圆柱面随着塑性变形的增长而均匀膨胀，始终与

初始圆柱面保持几何相似。对于随动强化模型，圆柱面的直径不变，但在塑性

变形方向做刚体运动。本文讨论等向强化模型，对随动强化模型不做考虑。 

采用弹塑性模型进行应力更新时，采用了径向返回算法进行计算[189]。首先

假定材料处于弹性阶段，由式(2-95)得到偏应力张量的试探值为 
* 1 2

nn R
ij ij ijs s G ε+ ′= + Δ                     (2-100) 

其中 ijε ′Δ 为偏应变增量，
nR

ijs 为旋转后的偏应力张量，表达式为 

 
nR n n n

ij ij ik jk jk iks s s sω ω= + Δ + Δ                (2-101) 

此刻，Mises 等效应力的试探值为 
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1
2* 1 * 1 * 13

2
n n n
eq ij ijs sσ + + +⎛ ⎞= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
                  (2-102) 

如果等效应力的试探值 * 1n
eqσ + 不超过材料屈服应力 1n

yσ + ，说明材料处于弹性

阶段。反之，如果以下条件 
* 1n

eq yσ σ+ >                       (2-103) 

成立，说明试探应力落在了屈服面以外，此时需要采用径向返回算法将试探应

力按照比例缩小，将其拉回屈服面。 
1 * 1n n

ij ijs m s+ +=                       (2-104) 

其中，系数 m 按照下式进行计算 
1

* 1

n
y
n
eq

m
σ
σ

+

+=                         (2-105) 

    在 Mises 弹塑性模型中，因为应力球量对塑性应变没有贡献，所以从总偏

应变增量 ijε ′Δ 中减去弹性偏应变增量可以得到塑性应变增量。 

( )11
2

np n R
ij ij ij ijs s

G
ε ε +′Δ = Δ − −                 (2-106) 

由式(2-100)可以知道总偏应变增量和应力试探值之间的关系， 
* 1

2

nn R
ij ij

ij

s s
G

ε
+ −

′Δ =                     (2-107) 

将式(2-107)代入(2-106)得到： 
* 1 1

2

n n
ij ijp

ij

s s
G

ε
+ +−

Δ =                    (2-108) 

将式(2-104)代入上式可以得到： 

( ) * 11
2

p n
ij ij

m
s

G
ε +−

Δ =                     (2-109) 

利用式(2-105)和(2-109)，等效塑性应变增量为 
1

* 1 1
22

3 3

n n
eq yp p p

ij ij G
σ σ

ε ε ε
+ +−⎛ ⎞Δ = Δ Δ =⎜ ⎟

⎝ ⎠
            (2-110) 

对于等向强化模型有 
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1n n p p
y y Eσ σ ε+ = + Δ                     (2-111) 

其中 pE 为塑性硬化模量。将式(2-111)代入式(2-110)得到等效塑性应变增量的计

算格式为 
* 1

3

n n
eq yp

pG E
σ σ

ε
+ −

Δ =
+

                  (2-112) 

综上所述，Mises 弹塑性本构模型的计算步骤可以总结如下[189]： 
(1) 计算偏应力试探值 * 1n

ijs + ，计算等效应力的试探值 * 1n
eqσ + ； 

(2) 如果等效应力试探值 * 1n
eqσ + 大于屈服应力 n

yσ ，则按照式(2-112)计算等效

塑性应变增量 pεΔ ；否则，材料未发生塑性变形。 

(3) 更新等效塑性应变。 
1n p n p pε ε ε+ = + Δ                    (2-113) 

(4) 根据式(2-111)更新屈服应力，得到 1n
yσ + 。 

(5) 利用新的屈服应力计算比例系数 m，利用径向返回算法使得应力点回

到屈服面上。 
1

* 1

n
y
n
eq

m
σ
σ

+

+=                          (2-114) 

1 * 1n n
ij ijs m s+ +=                        (2-115) 

2.4.4 Johnson-Cook 弹塑性模型 

高速撞击涉及到高应变率，撞击过程中应变率可以达到 104 或者更高。对

于大部分金属材料而言，材料的动态屈服应力随着应变率的增加而增加，随着

温度的增加而减小。应变率效应和热软化效应是冲击动力学问题的重要特征。 

Johnson-Cook 模型考虑了材料在强动载荷下的应变率强化效应和热软化效

应，按照 Johnson-Cook 模型，材料的屈服应力表示为下式 

( )( )( )* *1 ln 1pn m
y A B C Tσ ε ε= + + −               (2-116) 

此处 pε 是等效塑性应变， *ε 是等效塑性应变率, *T 是无量纲温度。其中， 

 *
0

pε ε ε=                       (2-117) 
pε 是塑性应变率， 0ε 是参考应变率(为了方便， 0ε 可取 1s-1)。无量纲温度 *T 按

照下式进行计算 
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* room

melt room

T TT
T T

−
=

−
                    (2-118) 

式中 roomT 为室温， meltT 为金属材料的熔点温度。 

A、 B、 C、n 和 m 是材料常数，可以通过 Hopkinson 杆实验来确定。

尽管 Johnson-Cook 模型是个经验型的模型，但是由于该模型简洁有效，能够描

述大多数金属材料的冲击动力学行为，因此该模型在冲击动力学程序中得到大

量的应用。大多数金属材料的 Johnson-Cook 模型材料参数可以从一些手册上获

得，或者从 AUTODYN 软件的材料库中获得。 

    Johnson-Cook 模型考虑了温度对材料屈服应力的影响，因此需要计算材料

的温度。在冲击过程中，由于材料变形经历的时间很短，高应变率下材料的塑

性变形过程可以按照绝热过程处理。材料的温升主要来自于不可逆的塑性变形

产生的塑性功，温升可以按照下式计算 

p

p

T W
c
β
ρ

Δ = Δ                      (2-119) 

其中，ρ是材料密度， pc 是定压比热， pWΔ 是单位体积的塑性功增量，β一般

取为 0.9。只有在试探应力值超过当前屈服应力时才会计算塑性功，从 nt 时刻

到 1nt + 时刻的塑性功增量为 

( )11
2

p n n p
y yW σ σ ε+Δ = + Δ                (2-120) 

2.4.5 Mie-Grüneisen 状态方程 

   强动载荷作用下的材料力学行为涉及到高温高压和高应变率，因此材料的

Cauchy 应力按照偏应力和压力分别进行更新，偏应力按照材料的强度模型进行

处理，而材料的压力需要按照状态方程进行计算。材料的状态方程描述了压力、

密度和内能之间的关系，考虑了材料的压缩效应和和非可逆的热力学过程，状

态方程也称为物态方程。 

描述状态方程时，常常用到比容 1v ρ= 和材料的压缩系数μ 

0

0

1 1v
v

ρμ
ρ

= − = −                    (2-121) 

材料的状态方程常常写成如下形式： 
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( ) ( ) ( ), , ,p p E p v E p Eρ μ= = =            (2-122) 

式中，E 是单位初始体积的内能。 
Mie-Grüneisen 状态方程也称为 Grüneisen 状态方程，是由热力学和统计力

学的方法得到，该状态方程可以很好地描述绝大多数金属固体材料在强动载荷

下的力学行为，在冲击和侵彻问题中得到广泛的应用。Grüneisen 状态方程具有

如下的形式： 

( )c cp p e e
v
Γ

− = −                     (2-123) 

其中，Γ是 Grüneisen 系数。 cp 和 ce 表示冷压和冷能，即物体在绝对零度

时的压力和内能，此处内能 e 为单位质量的内能。 

Grüneisen 状态方程也可以和其他参考状态联系起来，在冲击动力学问题

中，常常用的是以 Hugoniot 线为参考系的 Grüneisen 状态方程，在这种情况下， 

( )H Hp p e e
v
Γ

− = −                    (2-124) 

由上式可见，当知道材料的密度或者比容时，Hugoniot 线外一点的压力和内能

可以和 Hugoniot 线上一点压力和内能联系起来，而 Hugoniot 线可以从实验得

到。由于参考线是 Hugoniot 线，所以式(2-124)适合于压缩状态。 

    Hugoniot 线上的压力表达式见式 (2-68)，通常压力 0Hp p ，因此从

Hugoniot 线上的压力比容关系中忽略 0p 可以得到[194] 

( )
( )

( )
( )

2 2
0 0 0 0 0

2 2
1 0 1

1 1

1 1 1 1
H

c v v c
p

S v v S

ρ ρ μ μ

μ

− +
= =

− − − −⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦
           (2-125) 

   Hugoniot 线上的内能表达式见式(2-65)，取 0 0p = ， 0 0e = 可以得到 

  ( )0
0

1
2 2 1

H
H H

pe p v v μ
ρ μ

⎛ ⎞
= − = ⎜ ⎟+⎝ ⎠

               (2-126) 

将式(2-125)和(2-126)代入式(2-124)得到 Grüneisen 状态方程为 

1
2Hp p eμ ρΓ⎛ ⎞= − +Γ⎜ ⎟

⎝ ⎠
                 (2-127) 

   Grüneisen 系数存在以下经验公式， 

     0
0 0 0

0

1
1

v
v

ρ
ρ μ

Γ = Γ = Γ = Γ
+

                (2-128) 
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将式(2-128)代入式(2-127)可以得到： 

( )
( )

2
0 0 0

02
1

1 1 2

1 1

c
p E

S

ρ μ μ

μ

+ −Γ⎡ ⎤⎣ ⎦= + Γ
− −⎡ ⎤⎣ ⎦

           (2-129) 

考虑到材料的膨胀，可以得到实际工程中使用的 Grüneisen 状态方程为 

( )
( )

2
0 0 0

02
1

2
0 0 0

1 1 2
     0

1 1

                                 0 

c
E

p S

c E

ρ μ μ
μ

μ

ρ μ μ

⎧ + −Γ⎡ ⎤⎣ ⎦ + Γ ≥⎪⎪= − −⎡ ⎤⎨ ⎣ ⎦
⎪

+ Γ <⎪⎩

         (2-130) 

除了材料密度，金属材料的 Grüneisen 状态方程还需要输入三个材料参数

c0、S1 和Γ0。其中，c0 是压力为零值时材料中的声速，S1 是冲击波速度和质点

速度线性关系式的斜率，Γ0 是 Grüneisen 系数。常用材料的 Grüneisen 状态方程

的材料参数可以从一些书中获得[2]。 

2.4.6 线性多项式状态方程 

在实际问题中，线性多项式状态方程是一种常用的状态方程。线性多项式

状态方程可以写成如下形式 

( )2 3 2
0 1 2 3 4 5 6p a a a a a a a Eμ μ μ μ μ= + + + + + +        (2-131) 

其中，a0、a1、a2、a3、a4、a5 和 a6 是用户输入的材料参数。当材料受拉时， 0μ < ，

因此令 2μ 项前的系数为零，即 2 6 0a a= = 。 

当取 0 1 2 3 6 0a a a a a= = = = = ，并且 4 5 1a a γ= = − 时，多项式方程退化为气

体的 Gamma 率状态方程， 

( )
0

1p Eργ
ρ

= −                    (2-132) 

其中，γ是定压比热和定容比热的比值，称为比热比。E 是单位初始体积的内能。 
当取 0 2 3 4 5 6 0a a a a a a= = = = = = ，并且 2

1 0 0a cρ= 时，多项式方程退化为无

粘可压缩流体的状态方程 
2

0 0p cρ μ=                       (2-133) 

其中，c0 是压力为零值时材料中的声速，该状态方程适合于描述低速冲击下流

体的力学行为。对于涉及到冲击波的水下爆炸等问题，需要采用 Grüneisen 状
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态方程来模拟流体的可压缩性[168]。 

2.4.7 材料损伤和质点失效 

冲击动力学问题涉及到材料和结构的冲击破坏，材料的动态损伤和破坏

是冲击动力学问题的又一个显著特征。材料的动态损伤与破坏是个非常复杂

的问题，根据不同的载荷作用方式和材料性质，材料发生断裂破坏的模式也

不相同，因此需要采用不同的材料损伤失效模型。当材料发生损伤失效以后，

材料的承载能力下降。在物质点法中，材料的力学参量由质点记录，材料的

失效表现为质点失效。 

常用的失效模型有以下几种： 

(1) 金属材料靶体的侵彻模拟中， 常用失效模型是等效塑性应变失效模

型。当质点的等效塑性应变超过材料的失效应变 failε 时，认为质点失效，即 

fail
pε ε>                        (2-134) 

(2) 大拉应力失效模型，该模型可以用来简单模拟冲击问题中的层裂现

象，当质点压力满足 

minp p<                        (2-135) 

认为质点失效。其中 minp 为材料的 大允许拉应力，输入参数小于零。 

(3) 联合失效模型，如果质点的状态满足等效塑性应变失效模型或者 大

拉应力失效模型之一，认为质点失效。 

(4) Johnson-Cook 失效模型，该模型是以损伤量 D 来描述材料的失效过程，

在 Johnson-Cook 失效模型中，失效应变按照以下公式定义 

( )* * *
fail 1 2 3 4 5exp 1 ln 1 mD D D D D Tε σ ε⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + + +⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦      (2-136) 

其中， *σ 为应力三轴度， *
m eqσ σ σ= ， mσ 为应力球量， eqσ 为 Mises 等效应

力，其他变量和 Johnson-Cook 模型相同，D1 到 D5 是材料参数，需要根据实验

确定。 
Johnson-Cook 失效模型中，损伤量 D 按照下式进行计算 

fail

p

D ε
ε
Δ

=∑                      (2-137) 

当损伤量 D 达到 1.0 时，材料破坏从而质点失效。在(2-136)式中，如果将
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材料参数 2 4 5 0D D D= = = ，则 Johnson-Cook 失效模型可以退化到等效塑性应

变失效模型。 

失效后质点的承载能力下降，在 MPM3D 程序中，对失效后质点的应力

存在两种模型： 

(1) 失效后质点的应力置零，这种处理方式不考虑失效后质点的承载能

力，一般用在超高速撞击模拟中，因为在超高速撞击中，材料已经完全碎裂，

成为碎片云。 

(2) 失效后质点的偏应力置零，这种处理相当于质点失去了材料强度，但

是仍然能承受压力。这种处理方式常常被 SPH 等质点类算法所采用[169,170]，用

来分析金属靶体的侵彻问题。 

    以上模型相对简单，但在工程中非常实用。不过没有考虑损伤对材料本构

的耦合影响，对于一些复杂的动力学现象，还需要采用更为精细的材料损伤模

型，比如考虑了金属材料中空洞形核、长大和汇合过程的 GTN 模型[171]，采用

该模型进行层裂模拟可以取得更好的效果。 

2.5 本章小结   

本章阐述了物质点法的基本原理，阐明物质点法的控制方程和离散方案，

然后介绍了物质点法的实现过程，比较了三种数值实现格式，对三种格式的数

值稳定性进行了简单讨论。物质点法的特征在于通过质点运动反映物体的运动

和变形，通过背景网格来求解动量方程。 

本章简要介绍了冲击波理论，介绍了处理冲击波间断面的人工体积粘性法。

对数值模拟中的应力更新算法进行了详细阐述，介绍了物质点程序 MPM3D 常

用的材料模型和状态方程，尤其介绍了 Mises 弹塑性模型的应力更新算法实现过

程，以及金属材料 常用的 Grüneisen 状态方程。 后，介绍了几种常用的材料

失效模型以及质点失效处理方法。 
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第 3 章 物质点法 OpenMP 并行化及应用 

3.1 引言  

采用物质点法模拟超高速撞击问题时，采用大规模的物质点模型能够得到

更为精确的计算结果，但目前的串行物质点程序计算限制了计算规模和计算效

率[137,139]，因此，开展并行物质点算法和程序研究对于超高速撞击问题的分析有

着重要的意义。按照计算机的体系不同，存在两种并行编程技术：一种是适合

于分布式存储的 MPI 技术，一种是适合于共享存储的 OpenMP 技术。现有的物

质点法并行程序大多基于 MPI 技术开发，一般采用计算域的区域分解方法。由

于 MPI 技术对程序的改动量较大，而且需要复杂的通信机制和动态负载平衡技

术，因此基于 MPI 的并行物质点法程序往往需要多人多年开发完成[134-136,172]。 

本章基于共享内存的 OpenMP 技术进行并行物质点算法及其应用研究，

OpenMP 基于共享内存，避免了复杂的信息传递，但是 OpenMP 的共享内存往往

会导致数据竞争问题，本章针对物质点法并行中的数据竞争问题提出了两种

OpenMP 并行算法：数组扩展法和背景网格区域分解法。采用这两种算法有效避

免了物质点法 OpenMP 并行化中的数据竞争问题。基于本文给出的并行算法和

程序，进一步开展了超高速撞击问题的大规模并行计算研究。 

3.2 OpenMP的并行机制 

OpenMP 的并行模式为 fork/join 式并行，当遇到并行指令语句!$omp parallel

时，主线程派生分叉，产生多线程，在并行区域内多线程协同执行[104,173]。并行

代码结束时，多线程汇合到主线程。其计算原理如图 3.1 所示。 

 

 

 

 

 

图 3.1 fork/join 式并行 

主线程 主线程

其
他
线
程

并行区域 并行区域
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    OpenMP 支持增量化并行和共享内存，因此采用 OpenMP 可以对程序进行逐

步并行，这样大大减少了对原有串行程序的改动。采用 OpenMP 对 Fortran95 串

行程序进行并行化时要注意以下规则: 

(1) 如果要使用 OpenMP 的各种库函数，则在程序开始要调用函数库：use 

omp_lib。采用 OpenMP 编制程序时，两个 常用的库函数分别是调用的线程总

数设置函数 omp_set_num_threads( )和计时函数 omp_get_wtime( )。在有些情况

下，还要知道是哪个线程在运行，此时通过调用函数 omp_get_thread_num 来识

别当前线程号。 

(2) 在 OpenMP 中，对数据进行了两种基本分类，即用!$omp private 表示该

数据是线程私有的，用!$omp shared 表示数据是公有的。如果没有指明数据的作

用域，数据的缺省设置是公有方式。当多个线程同时对某个公有数据进行写操

作时，将会导致该数据无法准确记录，这会造成所谓的数据竞争现象，如何避

免数据竞争是 OpenMP 程序编制中的难点所在。 

(3) OpenMP 中基本的并行模式之一是循环分解模式。在循环分解中，循环

体按照线程数进行平均分配，相当于对循环域进行分解，每个线程执行循环域

的一部分。在 OpenMP 中，可以在循环体之前加上编译指导句!$omp parallel do

完成循环分解。需要注意的是，采用循环分解模式进行并行编程时，要求循环

计算中没有循环依赖性，即要求某一次循环计算不依赖于其他次循环的计算结

果。 

(4) OpenMP 中基本的并行模式之二是并行区域编程，并行区域编程旨在将

一段代码在多个线程内同时执行。在 OpenMP 中，在一段代码前加上编译指导

句!$omp paralle 便开始了并行区域编程，在代码后加上编译指导句!$omp end 

parallel 便结束了并行区域编程。当程序执行到!$omp paralle 语句时，便会派生

相应数目的线程形成线程组，后续的代码在各个线程内重复执行，当执行

到!$omp end parallel 时，所有线程完成其计算任务，然后所有线程便会同步汇合。

并行区域编程也要求各个区域之间没有相互依赖性。 

(5) 数据竞争问题的消除。如何避免数据竞争问题是 OpenMP 并行程序编

写的难点所在，采用 OpenMP 编写程序时，对一些简单的数据竞争问题可以采

用规约操作、临界区和原子操作来消除。 

所谓规约操作，就是对一些涉及数据竞争的公有变量进行规约操作：!$omp 

reduction。在 OpenMP 中，目前的规约操作限于标量，如果要对一维数组 A(:)
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进行规约操作，一种可行的办法是生成一个辅助的二维数组 A_list(:, nthreads)，

其中 nthreads 是所用的总线程数。在并行区域内，第 j 个线程仅仅对数组 A_list

的第 j 列数据进行操作，在并行计算完成后，可以将辅助数组 A_list 进行装配形

成数组 A，具体方法如下： 

                
nthreads

1
A(:) A_list(:, )

j
j

=

= ∑                     (3-1) 

在实际计算中，如果数组 A(:)元素较少，则上述装配过程耗时较少，如果数

组 A(:)元素较多，则装配过程耗时较多。 

所谓临界区，即在涉及到数据竞争的代码前添加!$omp critical，代码后添

加!$omp end critical。在临界区域内，仅仅有一个线程对公有变量进行操作。原

子操作和临界区的设置原理类似，也是每次仅仅采用一个线程对指定的公有变

量进行操作。实际经验表明：当临界区内的计算较为复杂时，临界区的存在会

大大降低并行效率[110,174]。 

(6) 子程序的调用问题。在主程序内调用子程序时，首先必须对主程序内

的所有变量规定其作用域，即分清私有变量和公有变量。在 OpenMP 编写的并

行代码中，对子程序调用需要加以额外注意。如果子程序内的某变量 x 是由主

程序的变量 a 传递来的，则变量 x 的作用域取决于主程序的变量 a。如果子程序

内的变量 y 是在子程序内使用的，即 y 是子程序内的局部变量，则 y 按照私有

变量处理。 

(7) Module 中全局变量的处理。在 Fortran95 编程中，有大量的数据按照

Module 进行处理，这些数据即为全局变量，这些数据在程序执行时常常被多个

多个文件所需要。一般来说全局变量是公有数据，但是为了避免数据竞争，常

常需要对全局变量进行线程私有化，此时采用!$omp threadprivate 子句来标明该

变量是线程私有数据，在当前线程访问过程中，不能由其他线程访问。 

3.3 物质点法的串行程序分析 

在实现物质点法的并行算法前，首先需要深入分析物质点算法的程序实现

过程，在此基础上，对程序中的主要耗时部分进行分析，对其程序中的变量作

用域进行分析，为进一步的程序并行化奠定基础。 

本章主要是用并行物质点程序进行超高速撞击问题的大规模计算，已有的
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研究是基于物质点法的 MUSL 格式对超高速撞击问题进行求解的[137,139]，因此本

章主要是对物质点法的 MUSL 格式进行并行化研究。首先简要回顾 MUSL 格式

的实现过程，物质点法的 MUSL 格式按照显式时间积分方法求解，每个时间步

的求解过程可以分为两阶段：节点更新阶段和质点更新阶段。在节点更新阶段，

质点变量通过形函数映射到节点上获得节点变量，进而进行节点动量方程求解。

在质点更新阶段，将更新后的节点变量映射到质点上，计算质点的新位置和新

速度，更新质点的应变和应力。 

用带有下标 i 的量来代表网格节点上的变量，用带有下标 p 的量来代表质点

物理量。上标 k 和 k+1 代表时间 tk和 tk+1 时刻的量，Δt 表示当前时间步增量。同

样令质点 p 的形函数值为 Sip，形函数的导数值为 Gip。 

(1) 将质点变量映射到节点变量。 

节点质量可以通过质点的循环过程进行计算 
k k
i p ip

p

m m S=∑
                          (3-2) 

同样，节点动量也可以通过质点的循环过程计算： 

                      k k k
i p p ip

p

m S=∑p v                         (3-3) 

节点力也可以通过相同的方式得到： 

                        int ext
i i i= +f f f                           (3-4) 

此处， int
if 是节点内力，可由下式给出： 

int pk k
i p ip k

p p

m
ρ

= − ⋅∑f σ G                     (3-5) 

ext
if 是节点外力，可由下式给出： 

ext

t

k k k k
i p ip p i

p

m S N d
Γ

= + Γ∑ ∫f b t                (3-6) 

式中：b－作用在物体上的体力； 

  t－作用在物体边界上的面力。 

(2) 采用显式算法，在背景网格节点上积分动量方程，并施加边界条件。 

1k k
i i i t+ = + Δp p f                        (3-7) 

固定边界条件： 1 0k
i
+ =p ， 0i =f 。 
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如果 XY 面是对称面，则对称面上节点动量和节点力的 Z 向分量为零值。 

(3) 采用质点循环，从节点变量得到映射信息，更新质点速度和质点位置。 

   新的质点位置为： 
1 1k k k

p p p t+ += + Δx x v                       (3-8) 

   新的质点速度为： 

                           1k k k
p p p t+ = + Δv v a                       (3-9) 

   此处：         

          
18

1

1

k
k ki
p ipk

i i

S
m

+
+

=

=∑ pv                       (3-10) 

8

1

k ki
p ipk

i i

S
m=

= ∑ fa                       (3-11) 

    (4) 采用质点循环，计算质点的应变和应力。 

    在 MUSL 格式中，将质点速度映射回背景网格得到更为精确的节点速度： 

1 11k k k
i p p ipk

pi

m S
m

+ += ∑v v                   (3-12) 

质点应变增量为： 

( )
8 T1 1

12
k k k k

p ip i ip i
i

t + +

=

Δ ⎡ ⎤Δ = +⎢ ⎥⎣ ⎦∑ε G v G v               (3-13) 

质点旋率增量为： 

( )
8 T1 1

12
k k k k

p ip i ip i
i

t + +

=

Δ ⎡ ⎤Δ = −⎢ ⎥⎣ ⎦∑ω G v G v              (3-14) 

更新质点的密度： 

( )( )1 1 trk k
p p pρ ρ+ = + Δε                  (3-15) 

由于 Cauchy 应力率σ受到刚体转动的影响，不是客观张量，因此在本构关

系中采用 Jaumann 应力率 ∇σ 进行计算。质点的应力计算为： 

 1k k k
p p p p t+ ∇= + Δ + Δσ σ r σ                   (3-16) 

式中：                   
k k k
p p p p pΔ = Δ ⋅ − ⋅Δr ω σ σ ω                   (3-17) 
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Jaumann 应力率的应力增量可根据弹塑性材料模型计算，此处考虑了材料

的大变形和转动。对于超高速撞击问题，质点压力可由状态方程给出。基于以

上格式，采用 Fortran95 编制串行的 MPM3D 物质点程序。程序中大量采用了

module 和自定义数据类型，以增强程序的模块化。图 3.2 给出串行 MPM3D 的

计算流程图， 

由图 3.2 可见，MPM 计算主要包含两个部分：由式(3-2)-式(3-7)的节点更

新阶段，由式(3-8)-式(3-17)的质点更新阶段。在节点更新阶段，节点变量的计

算是通过质点循环计算完成的，此时质点变量不变，而节点变量处于改动状态。

在质点更新阶段，质点变量的计算也是通过质点循环计算完成的，此时节点变

量不变。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

图 3.2 物质点法的计算流程图 

物质点程序 MPM3D 采用显式算法，因此主要耗时阶段便是节点更新阶段

开始

输入质点、网格和材料参数

根据质点变量计算节点质量、动量
和力(式(3-2)-式(3-6))

由节点力更新节点动量(式(3-7))

更新质点速度和位置(式(3-8)-式(3-11))

重新计算网格节点的速度(式(3-12))

计算质点应变增量和旋率增量
(式(3-13),(3-14))

更新质点应力和密度(式(3-15)-式(3-17))

计算结束否

更新质点动能和内能

输出当前质点变量

结束

否

是
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和质点更新阶段，串行程序的分析标明，节点更新阶段占总计算时间的 28%，

而质点更新阶段占总计算时间的 72%。因此，采用有效的方法对节点更新阶段

和质点更新阶段进行并行化是关键所在。 

3.4 物质点法的OpenMP并行化 

节点变量的更新由式(3-2)-式(3-7) 完成，在节点变量更新过程中采用了质

点循环的方法。在节点变量更新的 OpenMP 并行化中，将质点变量定义为私有

变量，将节点变量定义为公有变量，如果直接采用质点循环分解进行并行，不

同的质点可能会在同一时刻更新某个节点变量，这样便会导致数据竞争问题。

因此，必须采用专门的方法来消除数据竞争问题。 

质点变量的更新过程采用了质点循环方法，在质点变量更新的 OpenMP 并

行化中，可以直接采用质点循环分解方法，将各质点变量均作为私有变量，而

节点变量作为公有变量仅供读取，因此，该过程不会造成数据竞争。 

3.4.1 节点变量更新的并行 

    此处采用了两种方法消除节点变量计算中的数据竞争问题，这两种方法分

别是数组扩展法和背景网格区域分解法。 

3.4.1.1 数组扩展法 

     式(3-2)-式(3-6)给出了节点质量、动量和力的计算公式，采用 Mg(N)、Pxg(N)

和 Fxg(N)分别代表节点质量、动量和节点力数组，N 为节点数。在数组扩展法

中，节点变量的一维数组被扩展为二维数组，Mg_list(N, nthreads)、Pxg_list(N, 

nthreads) 和 Fxg_list(N, nthreads)分别是节点质量、动量和节点力数组的辅助数

组。 

数组扩展法采用了质点循环分解法进行并行计算，代码中的质点变量对每

个线程而言是私有变量，而辅助的节点数组是公有的。在节点变量的并行计算

中，线程 i 仅仅可以操作辅助数组的第 i 列数据，不同的线程仅仅对线程所属

的节点变量进行操作，这样便消除了数据竞争问题。结合 OpenMP 指令，采用

元语言描述该并行过程： 

!$omp parallel do & 

!$omp private(质点变量) & 
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!$omp default(shared) 

do 质点循环 

获得当前线程号 thread 

获得当前质点的影响节点 node 

计算 Mg_list(node,thread) 

计算 Pxg_list(node,thread) 

计算 Fxg_list(node,thread) 

end do 

    上述并行计算过程完成后，要将辅助数组进行装配得到所需的数组。按照

式(3-1)进行装配，即将辅助数组 Mg_list(N, nthreads)装配为质量数组 Mg(N)，

将辅助数组 Pxg_list(N, nthreads) 装配为动量数组 Pxg(N)，将 Fxg_list(N, 

nthreads)装配为节点力数组 Fxg(N)。 

如果从物理思想上去理解数组扩展法，数组扩展法的实质是质点域的区域

分解，在图 3.3 中给出了数组扩展法的示意图。在图 3.3 中共有 4 个线程将 16

个质点分为 4 份，线程 th1 负责质点 1~4 的计算，线程 th2 负责质点 5~8 的计

算，线程 th3 负责质点 9~12 的计算，线程 th4 负责质点 13~16 的计算。从图 3.3

可知，数组扩展法中每个线程负责的质点数是相等的，因此每个线程的计算量

相同。从图 3.3 可知，数组扩展法中，每个线程必须有一套背景网格与之相匹

配，因此每增加一个线程，就必须增加一套背景网格，这相当于增加节点辅助

数组的规模。 

数组扩展法的优点是：容易实现，并且负载平衡性能良好。这种算法的缺

点是：随着线程数的增加，辅助数组的规模增加，内存使用量增加。 

3.4.1.2 背景网格区域分解法 

为了消除节点变量计算中的数据竞争问题，另外一种方法是采用背景网格

区域分解法，区域分解方法将背景网格区域分解为大小相同的子域，在并行计

算中令线程数和子域数相同，一个子域的网格节点更新由一个线程来完成，各

个子域节点更新完成以后，将其进行装配便得到整体节点值。由于每个线程仅

负责一个子域的计算，因此数据竞争得以消除。 
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图 3.3 数组扩展法的示意图，(a) 计算区域及质点整体编号，(b) 各个线程负责的质点 

区域分解的过程如图 3.4 所示，背景网格区域被分解为 4 个均匀的子域，

在图 3.4(a)中给出了质点的整体编号，在图 3.4(b)中给出了质点在各个子域内的
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子编号。在显式 MPM 计算中，质点运动导致质点在不同时间步位于不同的背

景网格。因此，在每一个时间步要对质点进行判断，给出质点所在的子域及其

子编号。质点的子编号通过编号数组 Pindex 给出，Pindex(i,j)给出了子编号为

i 的质点的整体编号，j 为质点所在子域，编号数组 Pindex 可通过并行计算完

成。以图 3.4 为例，该问题的编号数组 Pindex 为： 
2     1     8      4
3     6    10     9
5     7    14    12

11   16    0     13
0     0     0     15

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

Pindex  

编号数组 Pindex 的并行计算可以借助计数数组完成。图 3.4 中 16 个质点

被 4 个线程分为 4 份，线程 th1 负责质点 1~4 的计算，线程 th2 负责质点 5~8

的计算，线程 th3 负责质点 9~12 的计算，线程 th4 负责质点 13~16 的计算。对

质点进行循环分解并行计算，生成计数数组 patnp_th，计数数组的(i,j)元素表

示线程 i 在子域 j 内所负责的质点数。对于图 3.4 中的问题，该问题的计数数组

patnp_th 为： 

 
2   1   0   1
1   2   1   0
1   0   1   2
0   1   1   2

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

patnp_th  

区域分解完成以后，采用子域的循环分解方法进行并行，在各个子域内对所

属的质点进行循环，进而更新各个子域内的节点变量。结合OpenMP指令，采用

元语言描述该并行过程： 

!$omp parallel do & 

!$omp private (质点变量) & 

!$omp default(shared) 

   do 子域循环 

     do 子域内质点循环 

        更新子域内节点变量 

     end do 

   end do 
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完成各个子域内的节点变量更新后，将各个子域内的节点变量装配到整体

节点变量，得到更新后的整体节点变量，该过程也可通过并行计算完成。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

图 3.4 基于背景网格的区域分解算法，(a) 计算区域及质点整体编号，(b) 子域及质点

子编号  

3.4.2 质点变量更新的并行 

在节点动量更新的基础上，将节点变量映射到质点上，更新质点变量。质

点变量的更新包括三个阶段：(1) 更新质点位置和速度；(2) 重新计算节点速度；

(3) 计算质点应变和应力。以下对这三个过程进行并行化。 
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对每一个质点进行位置和速度更新，其程序实现以式(3-8)～式(3-11)为准。

进行质点循环分解，各质点变量均作为私有变量，而节点变量作为公有变量仅

供读取，不会造成数据竞争，因此，并行时需要加如下OpenMP指令： 

!$omp parallel do & 

!$omp private (质点变量) & 

!$omp default(shared) 

do 质点循环 

更新质点位置和速度 

end do 

这样便完成了质点位置和速度更新程序的并行。 

    为了得到更为精确的计算结果，在 MUSL 格式中，将质点速度映射回背景

网格，重新得到背景网格节点速度，其程序实现以式(3-12)为准。同样此处涉

及到节点变量的数据竞争，可继续采用上节讨论的数组扩展法或者背景网格区

域分解法来避免数据竞争。需要说明的是，如果采用背景网格区域分解法重新

得到背景网格节点速度，由于式(3-12)中是以质点的旧位置来计算形函数值 Sip，

因此仍然可以采用上节的区域分解，编号数组 Pindex 无需重新计算。 

    根据式(3-13)和式(3-14)计算每一个质点的应变增量和旋率增量，根据式

(3-15)和式(3-16)更新每一个质点的密度和应力，此过程仅仅对质点进行计算，

各质点变量均作为私有变量，而节点变量作为公有变量仅供读取，不会造成数

据竞争。因此，采用质点循环分解方法便可完成质点密度和应力的并行计算。

结合 OpenMP 指令，采用元语言描述该并行过程： 

!$omp parallel do & 

!$omp private (质点变量) & 

!$omp default(shared) 

do 质点循环 

计算质点的应变增量 

计算质点的旋率增量 

计算质点的密度和应力 

end do 

在质点应力计算时，涉及到对本构计算子程序Constitution()的线程私有调

用，可将与本构相关的材料变量作为子程序中的局部变量，这样就可以达到本
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构子程序Constitution()的线程私有调用。另外一种通用方法是在材料本构模块

中，将一些和材料相关的全局变量进行线程私有化，这样也可以实现本构计算

子程序Constitution()的线程私有调用。 

完成质点变量的更新后，还需要进行系统总动能和总内能的并行计算，由

于能量是标量，在 OpenMP 中可以采用归约操作来避免能量并行计算中的数据

竞争问题。 

3.4.3 负载平衡 

从图 3.3 可知，数组扩展法中每个线程负责的质点数是相等的，因此每个

线程的计算量相同，因此数组扩展法具有良好的负载平衡特性。 

在背景网格区域分解法中，每个线程或者每个 CPU 处理一个子域，但是

每个子域内的质点数是不同的，如图 3.4 所示，这样会导致负载不平衡。而且

在一些计算中，由于质点的大范围运动，会导致在某个时间步的某些子域内没

有质点，这样加剧了负载不平衡。 

针对背景网格区域分解法，此处采用了一个简单的负载平衡算法，即采用

自适应背景网格区域法，在一个时间段以后，背景网格被重新定义，根据质点

的位置重新定义背景网格的范围，这样便避免了空子域，弱化了负载的不平衡。

以图 3.5 所示的 Taylor 杆撞击问题为例来说明这个问题，在 t 时刻，由图 3.5(b)

可见杆的变形导致在一些背景网格中没有质点，如果一直采用初始时刻的背景

网格，那么在并行计算中的各个线程之间会产生负载不平衡。而在 t 时刻进行

背景网格的重新定义，如图 3.5(c)，那么背景网格大小因杆的大小而改变，这

样在并行计算中有效改善了负载平衡。 

3.5 并行算法测试与应用 

    基于上述的两种并行算法，开发了三维的并行物质点程序。该并行程序采

用 Intel FORTRAN 10.0 编译器编译，编译中选择 OpenMP 选项。该程序的运行

平台为 HP DL140G3 服务器，该服务器具备两个 4 核的 Intel Xeon 5355 处理器

(主频为 2.66GHz)，具有 8 核和 8GB 内存。服务器采用了 Red Hat Linux 操作系

统。 

    以下首先对并行程序的两种并行算法进行测试。 
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          (a)                       (b)                      (c) 

图 3.5 负载平衡所用的自适应背景网格区域法，(a) 初始构型，(b) t 时刻背景网格区域，

(c) t 时刻自适应的背景网格区域 

3.5.1 并行算法测试 

3.5.1.1 测试算例描述 

    并行测试的算例为 Taylor 杆碰撞问题，杆材料为铜。杆的初始长度 L0 = 25. 

4 mm，直径 D0 = 7. 6 mm，初速度 V0 = 190 m/ s。在此计算中，材料的偏应力

采用了各向同性强化弹塑性模型： 
pn

y A Bσ ε= +                          (3-18) 

式中，A、 B 和 n 是材料常数，σy 是屈服应力， pε 是等效塑性应变。材

料的压力采用 Mie-Grüneisen 状态方程计算。材料参数取自文献[175]，如表 3.1

所示。 

表 3.1 铜的力学性能参数[175] 

弹性常数 强化模型 状态方程 

ρ 
(kg/m3) 

E 
(GPa) 

υ 
A 

(MPa)
B 

(MPa)
n 

c0 

(m/s) 
S1 Γ0 

8930 117.0 0.35 157.0 425.0 1.0 3940 1.49 1.96 

为了深入比较两种并行算法，此处采用了三种不同规模的模型进行对比

计算，三种模型分别为粗模型 M1、中模型 M2 和细模型 M3，模型的质点数、
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初始的背景网格数和节点数见表 3.2 所示。 

在 Taylor 杆冲击计算中，在杆端的节点处施加对称边界条件便可以模拟

刚性壁面，冲击过程的模拟时间为 80μs，此时杆的动能为 0，杆外形不再变化。

三种模型的 MPM 计算结果和实验结果比较见表 3.2，其中 L 为撞击结束后的

杆长，D 为撞击端的杆直径。由表 3.2 可见，物质点模拟结果和实验结果吻合。

粗模型碰撞前后的杆外形对比见图 3.6。 

表 3.2  模型参数和计算结果 

模型参数 结果变量 
计算模型 

质点数 初始网格数 初始节点数 L(mm) D(mm) 大ε p 

粗模型 M1 56056 49152 53361 16.5 13.6 1.6 

中模型 M2 244524 165888 175273 16.3 13.4 1.6 

细模型 M3 1155192 1022208 1053493 16.3 13.6 1.9 

实 验 － － － 16.2 13.5 － 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
                 (a)                            (b) 

图 3.6 Taylor 杆的变形和塑性应变，(a) 撞击前，(b) 撞击后，epef 为等效塑性应变 

3.5.1.2 数组扩展法的测试 

并行程序调试完成后，并行计算结果必须和串行计算结果相同，才能表明

并行程序是可靠的。在分析并行 MPM 的效率之前，首先定义加速比如下： 

s
p

m

Ts
T

=                            (3-19) 
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式中：Ts－单核的计算时间； 

Tm－多核的计算时间。 

    并行效率为加速比sp和计算所用的核个数n之比： 

 p
f

s
e

n
=                          (3-20) 

采用前文所述的数组扩展法，三种模型的加速比随核个数变化如图 3.7 所

示，三种模型的并行效率随核个数变化如图 3.8 所示，其整体计算的加速比以及

并行效率详见表 3.3。需要说明的是图 3.7(a)是整体计算的加速比，而图 3.7(b)

是节点变量更新阶段的加速比，图 3.7(c)是质点变量更新阶段的加速比。从图 3.7

和图 3.8 可知： 

(1) 基于数组扩展法进行并行计算时，随着计算模型的规模增加，加速比和

并行效率下降，因此数组扩展法的可扩展性不佳。 

(2) 基于数组扩展法进行并行计算时，质点更新阶段的加速比良好，而节点

更新阶段的加速比低，因此节点更新阶段的并行效率是数组扩展法的瓶颈。 

计算过程表明，随着线程数的增加，数组扩展法的内存使用量也增加，如

文中的 M3 模型，使用单线程(单核)计算时耗费内存为 464M，如果使用 8 个线

程(8 核)计算则耗费内存为 864M。对于千万质点的大规模模型，采用数组扩展

法时，随着线程数的增加，其内存使用量的增加是巨大的。 

针对算法进行深入分析，在数组扩展法中，每增加一个线程就要增加一套

全局背景网格(见图 3.3)，随着线程数的增加，其计算量以及内存的使用量均增

加，这样导致了数组扩展法的扩展性不佳以及耗费内存。 

即使数组扩展法有上述缺点，但该算法具有容易实现以及负载平衡性能良

好的特点。 

表 3.3 数组扩展法的加速比和并行效率 

粗模型 M1 中模型 M2 细模型 M3 
核数 

加速比 并行效率 加速比 并行效率 加速比 并行效率

2 1.90 95.0% 1.88 94.0% 1.86 93.0% 

4 3.78 94.5% 3.62 90.5% 3.31 82.8% 

6 4.93 82.2% 4.49 74.8% 3.91 65.2% 

8 5.73 71.6% 5.03 62.9% 4.09 51.1% 
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              (a)                       (b)                       (c) 

图 3.7 数组扩展法的加速比，(a) 整体计算，(b) 节点计算，(c) 质点计算 

 

 

 

 

 
           (a)                     (b)                      (c) 

图 3.8 数组扩展法的并行效率，(a) 整体计算，(b) 节点计算，(c) 质点计算 

3.5.1.3 背景网格区域分解法的测试 

采用背景网格区域分解法进行并行计算，当采用双核计算时，背景网格区

域在 xyz 方向按照 2×1×1 进行子域分割。四核计算时，背景网格区域按照 2×2×1

进行子域分割。六核计算时，背景网格区域按照 2×1×3 进行子域分割。八核计

算时，背景网格按照 2×2×2 进行子域分割。计算过程中采用了自适应背景网格

区域方法改善负载平衡，计算中背景网格区域根据质点域的大小进行重构。 

三种模型的加速比随核个数变化见图 3.9，三种模型的并行计算效率见图

3.10。其中，图 3.9(a)是整体计算得到的加速比，图 3.9(b)和图 3.9(c)分别是节点

变量计算和质点变量计算阶段的加速比。三种模型整体计算的加速比和并行效

率见表 3.4。 

由表 3.4 和图 3.9 可知， 背景网格区域分解法的加速比与计算模型大小无

关。计算还表明，当采用背景网格区域分解法时，线程数的增加不会造成内存

使用量的增加。 

当核数超过 4 时，背景网格区域分解法的并行效率有所下降，原因在于测

试平台为双 CPU 八核构架，当核数超过 4 时，CPU 之间需要通信，从而降低了
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并行计算效率。多核计算机的内存访问带宽是共享的，线程过多会影响内存的

访问效率。 

    表 3.4 背景网格区域分解法的加速比和并行效率 

粗模型 M1 中模型 M2 细模型 M3 
核数 

加速比 并行效率 加速比 并行效率 加速比 并行效率

2 1.88 94.0% 1.91 95.5% 1.91 95.5% 

4 3.82 95.5% 3.79 94.8% 3.75 93.8% 

6 4.59 76.5% 4.67 77.8% 4.68 78.0% 

8 6.23 77.9% 6.23 77.9% 6.26 78.3% 

      

 

 

 

 

 
                 (a)                     (b)                    (c) 

图 3.9 背景网格区域分解法的加速比，(a) 整体计算，(b) 节点计算，(c) 质点计算 

 

 

 

 

 
               (a)                       (b)                       (c) 

图 3.10 背景网格区域分解法的并行效率，(a) 整体计算，(b) 节点计算，(c) 质点计算 

综上所述，背景网格区域分解法具有良好的扩展性和并行效率，而且文中

给出的自适应背景网格区域方法可以有效改善负载平衡。因此，该算法适合于

求解千万质点的大规模模型。 

3.5.2 超高速撞击问题的模拟 

由于网格畸变的原因，传统的有限元方法无法有效模拟超高速冲击中的碎

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
1
2
3
4
5
6
7

加
速
比

核数

 M1
 M2
 M3

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
1
2
3
4
5
6

加
速

比

核数

 M1
 M2
 M3

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
1
2
3
4
5
6
7
8

加
速
比

核数

 M1
 M2
 M3

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0

20
40
60
80

100

%
%
%
%
%
%

并
行
效

率

核数

 M1
 M2
 M3

0 1 2 3 4 5 6 7 8 90
20
40
60
80

100

%
%
%
%
%
%

并
行
效

率

核数

 M1
 M2
 M3

0 1 2 3 4 5 6 7 8 90
20
40
60
80

100

%
%
%
%
%
%

并
行

效
率

核数

 M1
 M2
 M3



第 3 章 物质点法 OpenMP 并行化及应用 

 69

片云现象。而一些新发展的无网格算法可用于超高速冲击问题的求解，这些方

法包括 SPH 算法[176]，MLPG 算法[101]，广义粒子算法[177]，以及质点单元混合算

法[103]。为了说明我们的并行物质点法程序在超高速问题中的应用，此处对一个

铅弹超高速撞击铅靶的问题进行模拟，采用了前文中的背景网格区域分解法对

该问题进行大规模并行计算。 

铅弹半径为 7.5 mm，弹丸质量为 20 g，靶厚为 6.35 mm，弹丸的撞击速度

为 6.58 km/s。在此计算中，材料的偏应力采用了各向同性强化弹塑性模型，见

式(3-18)，材料的压力采用 Mie-Grüneisen 状态方程计算。在超高速冲击中，采

用了一个简单的失效模型来模拟材料失效： 

(1)  塑性应变失效。此时质点的等效塑性应变超过了材料的失效应变εfail，

认为质点失效。 

(2) 拉应力失效。此时质点的压力低于其失效压力 minp ，相当于质点的应力

球量大于某个阈值，认为质点失效。 

当质点的状态满足上述条件之一时，则质点失效，失效后的质点不再承受载

荷。表 3.5 给出了铅的材料力学性能参数[2]。 

表 3.5 铅的力学性能参数[2] 

弹性常数 强化模型 状态方程 失效参数 

ρ 
(kg/m3) 

E 
(GPa) 

υ 
A 

(MPa) 
B 

(MPa)
n 

c0 

(m/s) 
S1 Γ0 εfail 

pmin 
(MPa)

11350 22.4 0.42 12.0 125.0 1.0 2092 1.45 2.0 3.0 -1500

    采用 x 射线照相技术，图 3.11 给出了撞击后 30.6 μs 的实验结果[178]，可以

看出在超高速撞击下弹靶已经碎裂为碎片云。在物质点法数值模拟中，首先采

用了一个小规模模型来计算该问题，并通过该模型来研究网格间距变化对计算

结果的影响，该模型包括了 847888 质点，初始的质点间距为 0.53 mm。采用该

质点离散模型，图 3.12 给出了不同背景网格间距下的碎片云计算结果(撞击后

30.6 μs)，其中背景网格间距分别取值为 1.06mm、1.59 mm 和 2.12 mm。由图 3.12

可以看出，对于小规模模型，当背景网格间距为 2.12mm 时，计算结果较为理

想。 

进一步，对该超高速撞击问题进行了千万质点量级的大规模并行计算，来

研究质点数对计算结果的影响。该大规模模型包括了 13542030 个质点，初始的
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质点间距为 0.21mm，背景网格的间距取为 1mm，利用该大规模模型得到的撞击

后 30.6 μs 的碎片云图像见图 3.13。图 3.13 中蓝色表示弹体材料，而红色表示靶

体材料。对比图 3.11 和图 3.13 可以看出，实验得到的碎片云外形和大规模计算

得到的碎片云外形一致。在实验中，撞击 30.6 μs 后碎片云前端距离靶板约为 200 

mm，碎片云的宽度为 145 mm。图 3.13 给出的大规模计算结果表明，碎片云的

前端距离靶板 198 mm，碎片云的宽度为 142 mm。因此，大规模计算得到的碎

片云外形以及大小与实验值吻合较好。 

对比图 3.12 和图 3.13 可知，虽然小规模模型和大规模模型得到的碎片云外

形是相似的，但大规模模型得到的计算结果和实验结果更为一致。因此，对于

超高速撞击问题，大规模物质点模型能够得到更精确的计算结果。 

 

 

 

 

 

 

 

 

图 3.11 撞击后 30.6 μs 的实验结果[178] 

3.6 本章小结 

本章基于共享内存的 OpenMP 技术，开发了用于冲击问题求解的并行物质

点法程序。在物质点法程序的并行化中，为了解决节点变量计算阶段的数据竞

争问题，提出了两种基于 OpenMP 的并行物质点算法：数组扩展法和背景网格

区域分解法。 

算法分析和算例测试表明： 

(1) 在数组扩展法中，每增加一个线程就要增加一套全局背景网格，随着线

程数增加，导致了内存使用量增加；但是，该算法具有容易实现以及负载平衡

性能良好的特点。 
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图 3.12 碎片云的小规模计算结果(t =30.6 μs)，质点数 847888 

 

 

 

 

 

 

图 3.13 碎片云的大规模计算结果(t =30.6 μs)，质点数 13542030 

(2) 背景网格区域分解法具有良好的扩展性和并行效率，加速比与模型大小

无关；而且，并行计算中可以用自适应背景网格区域方法改善负载平衡，因此

背景网格区域分解法能够进行大规模问题的并行计算。 

在并行算法研究的基础上，本章开展了超高速撞击问题的大规模并行计算，

计算规模达到了 13542030 个质点。研究表明通过大规模的物质点法计算，能够

获得精确的碎片云计算结果。计算结果表明，虽然小规模模型和大规模模型得

(a) 网格间距1.06mm (b) 网格间距1.59mm 

(c) 网格间距2.12mm 
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到的碎片云外形是相似的，但大规模模型得到的碎片云结果和实验结果更为一

致。 
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第 4 章 接触物质点算法及应用 

4.1 引言 

标准物质点算法在背景网格和质点之间采用了单值的映射函数，可以防止

物质界面之间的相互穿透，将物体的接触界面按照粘着接触条件处理。对于超

高速撞击问题，由于物质已经近似流体或者已经碎裂，物质界面之间的滑移可

以忽略。当模拟中低速侵彻问题时，标准物质点算法中的粘着接触条件往往会

导致较大的侵彻阻力，从而降低了剩余弹速或者减小了侵彻深度。因此，需要

进一步在标准物质点算法中引入接触算法，开发用于中低速冲击和侵彻计算的

接触物质点算法。 

本章开展适用于中低速冲击和侵彻分析的接触物质点算法研究。对于大变

形问题，已有文献给出的界面法向量算法不能保证接触界面法向量的共线条件
[132,133]，这将导致侵彻计算过程的动量不守恒和界面穿透。针对此问题，本章提

出了一种新的接触界面法向量计算方法，保证了计算过程中的动量守恒，并且

能处理破碎靶体的法向量计算难题。本章在对接触问题进行完整数学描述的基

础上，实现了接触物质点算法，并采用多个算例来验证该算法。进而将接触物

质点算法用于穿甲和侵彻问题的数值模拟，从而解决了标准物质点算法模拟此

类问题时侵彻阻力过大的问题。 

4.2 接触算法的基本描述 

4.2.1 接触条件数学描述 

根据接触问题应该满足的物理和几何条件，以下给出接触算法的一般数学

描述。图 4.1 给出了两个接触体 I 和 II，两个接触体使用相同的背景网格。 

在接触物质点算法中，将各个物体的状态变量独立地映射到背景网格上，

这样各个物体具有各自独立的节点变量。vbi为 b 物体在 i 节点处的节点速度，可

以由体 b 的节点动量 Pbi和节点质量 mbi之比所得 

bi
bi

bim
=

pv  ( 1,2b = )                       (4-1) 
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图 4.1 两个接触体的物质点离散 

式中，b 代表物体编号，i 代表节点编号。为了方便描述，采用了两个物体的相

互接触来说明问题。在构造接触物质点算法时，接触条件经由背景网格施加，

按照连续介质力学，可以给出以下的接触条件[16,179]： 

(1) 法向量的共线条件 

     一旦接触发生，则两个接触体在接触界面上需要满足法向量的共线条件，

而且法向量方向相反。即对于接触界面的单位法向量而言，存在以下条件： 
2

1
0bi

b=
=∑n                              (4-2) 

式中，nbi是 b 物体在 i 节点处的单位表面法向量。 

(2) 非穿透条件 

    当接触发生时，为了保证物质界面之间不互相穿透，在背景网格上各个物

体的节点速度必须满足非穿透条件： 

   
2

1
0bi bi

b=
⋅ =∑ v n                        (4-3) 

此处，vbi由式(4-1)给出。 
 

(3) 接触力条件 
    在接触物质点算法中，接触的判断和接触力的施加均通过背景网格节点完

成，因此接触体之间为点-点接触关系。当两个物体在 i 节点处相互接触，根据

牛顿第三定律可知： 
2

ct

1
0bi

b=
=∑f                           (4-4) 

式中， ct
bif 为体 b 的 i 节点接触力。 

Ι
ΙΙ

Ι
ΙΙ
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    nor
bif 定义为物体 b 的法向接触力 

nor ct
bi bi bif = ⋅f n                          (4-5) 

法向接触力应该满足以下条件 
nor 0bif ≤                            (4-6) 

即法向接触力为负值，表示该力必须为压力。 

4.2.2 接触问题的节点动量方程 

     从带有拉格朗日乘子项的虚功原理出发，能够得到接触问题的动量方程。

此处采用Ω代表 t 时刻的一个接触体所占的空间域，Γ代表接触体的表面。Γ由三

部分组成，即位移边界Γu，应力边界Γt和接触力边界Γc。取虚位移矢量 w，它满

足位移边界条件。对于一个接触体，其虚功方程为 

ctd : d d d + d
t c

ρ ρ
Ω Ω Ω Γ Γ

⋅ Ω + ∇ Ω = ⋅ Ω + ⋅ Γ ⋅ Γ∫ ∫ ∫ ∫ ∫a w σ w b w t w t w       (4-7) 

式中采用了张量表达形式，ρ为材料密度，a 为加速度矢量，σ为 Cauchy 应力张

量，b 为体力矢量， t为应力边界Γt上的面力矢量，tct 为接触边界Γc上的接触面

力矢量，∇为 Hamilton 算子。 

在物质点法中，将连续体离散为一系列质点，因此 t 时刻物体的密度可以近

似为 

( )
1

pN

p p
p

mρ δ
=

= −∑ x x                       (4-8) 

式中，xp 表示 t 时刻质点 p 的空间位置。将式(4-8)代入式(4-7)得： 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 1

1

    , , , :
,

, , d  d

p p

p

p

t c

N N
p

p p p p
p p p

N

p p p
p

m
m t t t

t

m t t

ρ =
= =

Γ Γ
=

⋅ + ∇

= ⋅ + ⋅ Γ + ⋅ Γ

∑ ∑

∑ ∫ ∫

x x

ct

a x w x σ x w
x

b x w x t w t w

       (4-9) 

在式(4-9)中， tct为接触边界上的接触面力矢量，是未知量。 

质点变量和节点变量之间的映射关系为 

( ) ( ) ( )
1

,
nN

p i p i
i

t N t
=

= ∑w x x w                  (4-10) 
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( ) ( ) ( )
1

,
nN

p i p i
i

t N t
=

= ∑a x x a                   (4-11) 

式中 iN 为第 i 节点的形函数。wi为第 i 节点的虚位移，ai为第 i 节点的加速度。

令 ipS 表示 i 节点形函数在 p 质点处的值， ipG 表示 i 节点形函数在质点 p 处的梯

度矢量。将式(4-10)和式(4-11)代入式(4-9)可得： 

ext int ct

1 1 1 1 1

n n n n nN N N N N

i ij j i i i i i i
i j i i i

m
= = = = =

⋅ = ⋅ + ⋅ + ⋅∑ ∑ ∑ ∑ ∑w a w f w f w f          (4-12) 

考虑到 i 节点虚位移 wi的任意性可得节点动量方程为 

ext int ct

1

nN

ij j i i i
j

m
=

= + +∑ a f f f                    (4-13) 

式中，  

1

pN

ij ip jp p
p

m S S m
=

= ∑                        (4-14) 

为质量阵分量， 

ext

1

d
p

t

N

i p ip p i
p

m S N
Γ

=

= + Γ∑ ∫f b t                   (4-15) 

为节点外力矢量，    

int

1

pN
p

i p
p p

m
ρ=

= − ⋅∑ ipf σ G                      (4-16) 

为节点内力矢量， 
ct ctd

c
i iN

Γ
= Γ∫f t                          (4-17) 

为节点接触力矢量。 

如果采用集中质量阵，则接触问题的节点动量方程为： 
ext int ct

i i i i im = + +a f f f                      (4-18) 

式中 

1

pN

i ip p
p

m S m
=

= ∑                           (4-19) 

为节点质量。 
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如果和有限元的接触算法进行比较，发现物质点法的接触问题节点动量方

程和有限元的节点动量方程在形式上完全相同。 

    按照式(4-18)，如果考虑两个物体的接触，接触面上节点的动量方程为： 
ext int ct

bi bi bi bi bim = + +a f f f   (b=1,2)             (4-20) 

4.2.3 接触节点探测 

     Bardenhagen 等[132,133]给出了接触节点的判断公式，如果两个体的质点速度

映射到同一节点处，则可以判断两个体之间发生了接触。所有质点在节点 i 处的

映射平均速度定义为质心速度，节点 i 上的质心速度为： 

 
2

cm

1

1
i bi

biM =

= ∑v p                       (4-21) 

其中，Mi是两个体的节点质量和，可以表示为 

                         
2

1
i bi

b

M m
=

= ∑                         (4-22) 

    物体的接触过程分为三种状态：未接触状态、接触状态和分离状态，因此

要完整描述接触过程，需要对三种状态进行甄别。 

此处分三种情况进行接触条件的讨论： 

(a) 如果两个物体未发生相互接触，则仅有一个物体对节点 i 处的变量有贡

献，这意味着节点 i 处的质心速度仅仅取决一个物体，因此当接触未发生时，存

在关系式 

( )cm 0bi i bi− ⋅ =v v n  (b=1,2)                 (4-23) 

(b) 如果两个物体发生了相互接触，并且在 i 节点处发生物质界面相互穿透，

这意味着 

                          ( )1 2 1 0i i i− ⋅ >v v n                       (4-24) 

                        ( )2 1 2 0i i i− ⋅ >v v n                       (4-25) 

此时，接触节点处的质心速度取决于两个物体，将式(4-21)代入式(4-24)和

(4-25)可得两个体在节点 i 处发生接触的条件为： 

                     ( )cm 0bi i bi− ⋅ >v v n  (b=1,2)               (4-26) 
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(c) 如果两个已经接触的物体相互分离，则 

1 1 2 2 0i i i i⋅ + ⋅ <v n v n                     (4-27) 

将式(4-21)代入式(4-27)式整理可得接触体的分离条件为： 

( )cm 0bi i bi− ⋅ <v v n  (b=1,2)                 (4-28) 

综上所述，两个体在节点 i 处发生接触的条件为： 

( )cm 0bi i bi− ⋅ >v v n                      (4-29) 

当式(4-29)成立时，则在接触节点处需要施加接触力来消除界面之间穿透。如果

式(4-29)不成立，说明接触未发生或者接触体正在分离，此时接触力为零值。 

在物质点方法中，如果节点质量接近于零值，将会导致节点速度产生奇异，

因此用节点动量代替节点速度进行计算能得到更好的计算结果。如果采用动量

形式，则式(4-29)可以表示为： 

2

1
0bi

bi i bi
i

m
M α

α=

⎛ ⎞
− ⋅ >⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑p p n                (4-30) 

4.2.4 表面法向量 

    构造接触物质点算法时，需要计算物体的表面法向量。Bardenhagen 等[132]

通过节点质量的梯度计算物体 b 的表面法向量 ˆ bin  

                     1ˆ bi ip bp
p

ip bp
p

m
m

= ∑
∑

n G
G

                    (4-31) 

式中，mbp 为体 b 上 p 质点的质量。 

对于大变形问题， 式(4-31)给出的单位法向量并不能完全满足表面法向量的

共线条件式(4-2) [133]。而在侵彻和穿甲分析中，如果表面法向量不完全满足共线

条件，则计算时会导致动量不守恒和界面穿透。其次，对于破碎的靶体，靶体

接触面的不规则往往会导致得到的法向量失真。 

为了解决上述问题，本文提出了一种新的接触界面法向量计算方法，在该方

法中，首先根据式(4-31)得到初始的单位表面法向量 ˆ bin ，然后按照以下三种方法

对 ˆ bin 进行修正，得到修正后的接触面单位法向量 bin 。 

(1) 如果体 I 的刚度远大于体 II，则令 1 1ˆi i=n n  并且 2 1ˆi i= −n n 。 
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(2) 如果体 I 的外表面是凸面或者平面，而体 II 的接触面是凹面，则令

1 1ˆi i=n n ， 并且 2 1ˆi i= −n n 。 

(3) 修正的单位表面法向量 bin 也可以从原始法向量的平均值算出，即 

1 2 1 2
1 2

1 ˆ ˆ( )
ˆ ˆi i i i

i i

= − = −
−

n n n n
n n

                  (4-32) 

修正后的单位表面法向量 bin 能满足接触表面法向量共线条件式(4-2)，因此

修正后的 bin 保证了计算中的动量守恒性。在穿甲和侵彻问题中，弹体在侵彻过

程中往往是完整的，而靶体会出现破坏，因此利用弹体来计算接触界面法向量。 

4.3 接触物质点算法构造与实现 

4.3.1 接触物质点算法构造 

4.3.1.1 法向接触力 

    物质点法的 USF 格式与显式有限元的数值实现格式相同，而且能保证动量

和能量守恒性[143]，因此本文采用此格式进行接触算法构造。类似于显式有限元

中的接触算法 [15,121]，接触物质点算法按照以下三个部分进行构造： 

(1) 首先不考虑接触，将两个接触体单独进行更新，分别积分节点动量方程，

得到更新后的节点试速度。 

(2) 对节点试速度进行接触判断，如果不满足接触条件式(4-29)，则说明两

个物体未发生接触或者分离，此时节点的试速度即为真实解。 

(3) 如果节点试速度满足接触条件式(4-29)，说明两个物体处于接触状态，

而且有接触界面穿透，此时需要施加接触力消除界面穿透。 

    根据以上三部分描述，此处进行接触物质点算法的构造。首先不考虑接触，

对于各个物体单独进行动量方程积分，得到 1kt + 时刻节点的试速度 1k
bi
+v 为： 

                   1k k bi
bi bi k

bi

t
m

+ = + Δ
fv v                       (4-33) 

式中， bif 为物体 b 的节点内力和节点外力之和： 

                       ext int
bi bi bi= +f f f                         (4-34) 

    根据 4.2.3 节的描述，如果节点试速度满足关系式： 
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( )1 cm, +1 0k k k
bi i bi
+ − ⋅ >v v n                   (4-35) 

则意味着两个物体在节点 i 处发生了接触。此处， cm, +1k
iv 为基于节点试速度的质

心速度，定义为： 

2
cm, +1 1

2
1

1

1k k k
i bi bi

k b
bi

b

m
m

+

=

=

= ∑
∑

v v                 (4-36) 

    如果节点试速度不满足式(4-35)，则表明接触未发生或者物体正在分离，因

此节点试速度即代表真实解。当节点试速度满足式(4-35)时，说明两个物体已经

发生接触，并且在节点 i 处产生了相互穿透。因此，需要施加接触力来消除该穿

透量。 

     对接触体施加接触力后，得到 1kt + 时刻的节点真实速度为 
ct

1 1k k bi
bi bi k

bi

t
m

+ += + Δ
fv v                     (4-37) 

1kt + 时刻的节点速度 1k
bi
+v 必须满足非穿透条件，即 

2
1

1
0k k

bi bi
b

+

=

⋅ =∑ v n                      (4-38) 

    将式(4-37)和式(4-4)代入式(4-38)可以得到法向接触力为 

( ) ( )nor nor 1 11 2
1 2 2 1 1

1 2

k k
k k ki i

i i i i ik k
i i

m mf f
m m t

+ += = − ⋅
+ Δ

v v n            (4-39) 

进一步将式(4-36)代入式(4-39)可得： 

( )nor cm, +1 1
k

k k kbi
bi i bi bi

mf
t

+= − ⋅
Δ

v v n                (4-40) 

如果不考虑切向接触力，则接触力的求解已经完成。为了充分阐述接触力

的含义，需要对式(4-40)进行深入讨论。将式(4-40)代入式(4-37)可得： 
1 cm, +1k k k k

bi bi i bi
+ ⋅ = ⋅v n v n                     (4-41) 

前文已经说明，标准物质点法在背景网格和质点之间采用了单值的映射函

数。在标准物质点法中，界面之间自然地按照粘着接触条件处理(无滑移接触)，

式(4-36)中的节点质心速度 cm, +1k
iv 等于标准物质点算法中的节点速度，因此 cm, +1k

iv
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是满足非穿透条件的。而式(4-41)表明，施加接触力后， 1kt + 时刻的节点速度 1k
bi
+v

的法向分量等于节点质心速度 cm, +1k
iv 的法向分量，因此 1kt + 时刻的节点速度 1k

bi
+v 也

满足非穿透条件。 

4.3.1.2 切向接触力 

     切向接触力的计算方法和法向接触力的计算方法过程类似。首先计算两个

物体完全粘着接触时的切向接触力，对于粘着接触而言，切向接触力定义为 
tan ct k

bi bi bif = ⋅f s                          (4-42) 

式中， ct
bif 为施加在体 b 上的接触力， k

bis 为接触面的单位切向量，在接触面上满

足关系式 1 2
k k
i i= −s s 。 

    对于粘着接触， 1kt + 时刻节点速度 1k
bi
+v 必须满足以下条件： 

2
1

1

0k k
bi bi

b

+

=

⋅ =∑ v s                        (4-43) 

将式(4-36)和式(4-37)代入上式可得： 

( )tan cm, +1 1
k

k k kbi
bi i bi bi

mf
t

+= − ⋅
Δ

v v s                (4-44) 

    同样将式(4-44)代入式(4-37)可得粘着接触时的一个关系式为： 
1 cm, +1k k k k

bi bi i bi
+ ⋅ = ⋅v s v s                      (4-45) 

式(4-41)和式(4-45)联立说明，对于粘着接触， 1kt + 时刻的节点速度 1k
bi
+v 等于节点

质心速度 cm, +1k
iv ，这也充分说明节点质心速度 cm, +1k

iv 满足粘着接触条件。因此，

对于粘着接触，切向接触力矢量可以通过简单的方法求得： 

( )tan cm, +1 1 nor
k

k k kbi
bi i bi bi bi

m f
t

+= − − ⋅
Δ

f v v n                (4-46) 

    式(4-46)能够避免求解接触面的切向向量。 

对于界面之间的滑移接触，界面之间摩擦力由库仑摩擦描述，而且摩擦力

的值应低于粘着接触时的切向接触力，摩擦力方向为切向。因此需要判断接触

的类型来计算接触力： 

   (i) 当满足条件 bi bifμ > fnor tan 时，接触为粘着接触关系，此时接触力为： 
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( )ct cm, +1 1
k

k kbi
bi i bi

m
t

+= −
Δ

f v v                   (4-47) 

   (ii) 当满足条件 nor
bi bifμ ≤ f tan 时，接触为滑移接触，此时接触力为： 

                   
tan

ct nor nor
tan

k bi
bi bi bi bi

bi

f fμ= ⋅ +
ff n
f

               (4-48) 

有了接触力，可以根据式(4-37)得到 1kt + 时刻的节点速度 1k
bi
+v 。 

4.3.2 接触物质点算法实现 

    基于 USF 格式实现接触物质点算法，以下给出实现细节。采用上标 k 和 

1k + 分别表示 tk 和 tk+1 时刻的值，具体的计算过程如下： 

(1) 重新定义背景网格，计算节点质量、节点速度和节点处的单位法向量。 

对于物体 b，其 kt 时刻节点质量和节点动量分别是 

                k k
bi bp ip

p

m m S=∑                       (4-49) 

k k k k
bi bi bp bp ip

p
m m S=∑v v                    (4-50) 

修正前的单位表面法向量为 

                             1ˆ k k
bi ip bp

pk
ip bp

p

m
m

= ∑
∑

n G
G

             (4-51) 

(2) 计算各个物体的质点应变和应力，计算质点密度。 

物体 b 上的质点应变增量为 

( )
8 T

12
k k k k

bp ip bi ip bi
i

t
=

Δ ⎡ ⎤Δ = +⎢ ⎥⎣ ⎦∑ε G v G v            (4-52) 

物体 b 上质点旋率增量为 

                   ( )
8 T

12
k k k k

bp ip bi ip bi
i

t
=

Δ ⎡ ⎤Δ = −⎢ ⎥⎣ ⎦∑ω G v G v            (4-53) 

基于应变增量和旋率增量，根据本构关系计算 Cauchy 应力： 

( )1 ,k k
bp bp bp bp bp
+ = + Δ Δ Δσ σ σ ε ω              (4-54) 

物体 b 上质点密度为： 
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( )
1

1 tr

k
bpk

bp
bp

ρ
ρ + =

+ Δε
                  (4-55) 

(3) 计算节点内力和节点外力 

对于物体 b，其节点内力和外力分别为 

int 1
1

bpk k
bi bp ip k

p bp

m
ρ

+
+= − ⋅∑f σ G                    (4-56) 

ext

t

k k k
bi bp ip bp i b

p
m S N d

Γ

= + Γ∑ ∫f b t               (4-57) 

计算物体 b的节点内力和节点外力之和 bif (不包括接触力)。 

(4) 不考虑接触，对于各个物体单独进行动量方程积分，根据式(4-33)得到

1kt + 时刻节点的试速度 1k
bi
+v 。 

(5) 进行接触判断。 

    根据 4.2.4 节内容对表面法向量进行修正，得到修正后的单位表面法向量
k
bin ，对于弹体侵彻靶体问题，可以采用弹体的表面法向量进行计算。根据式

(4-35)进行接触判断，如果未发生接触，则节点试速度为真实解。如果接触发

生，进行下一步计算。 

(6) 接触力计算。 

    如果接触发生，首先计算法向接触力，判断接触类型。若为粘着接触，则

由式(4-47)给出接触力。若为滑移接触，则由式(4-48)给出接触力。 

(7) 接触发生时，节点速度调整。 

    对接触体的节点施加接触力后，根据式(4-37)得到 1kt + 时刻的节点真实速度
1k

bi
+v 。 

(8) 对于每个物体，更新质点的位置和速度。 

    更新后的质点位置： 

                       
8

1 1

1

k k k k
bp bp bi ip

i
t S+ +

=

= + Δ ∑x x v                    (4-58) 

    更新后的质点速度： 

       
ct8

1

1

k k kbi bi
bp bp ipk

i bi

t S
m

+

=

+
= + Δ ∑ f fv v                 (4-59) 

经过以上八个步骤，便完成了一个时间步的计算。 
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    显式有限元接触算法的实现过程可以参考文献[15]
， 分析以上流程可知，物

质点算法的接触实现和有限元的接触实现过程是相同的。两种算法都是基于以

下思想：首先假设物体不接触，对物体的节点单独进行时间积分得到节点试速

度，根据试速度判断物体处于接触或者分离状态，然后对物体施加接触力来消

除界面穿透。 

物质点接触算法要比有限元接触算法容易实现，因为物质点中的接触关系

通过背景网格定义，物体间的接触力均可以施加到背景网格节点上，其接触为

节点-节点的接触关系。在有限元接触算法中，物体的接触区域是不断变化的，

在接触区域两个物体的节点位置一般不重合，需要采用点-面接触关系，这增加

了算法的难度和计算成本。 

4.4 接触物质点算法验证 

4.4.1 两个弹性球的撞击 

为了验证本文给出的接触物质点算法，对两个弹性球的撞击问题进行数值

模拟。将接触物质点算法和 LS-DYNA 显式有限元的计算结果进行相互比较。 

考虑两个完全相同的弹性球相互撞击，弹性球的半径为 1.6R = m，其中球体

材料的体积模量为 7 MPa, 剪切模量为 1.5 MPa, 密度为 1 g/cm3，弹性球材料按

照大变形弹性本构模型处理。弹性球的冲击速度为 15m/s，冲击速度沿着两个球

体的质心连线，意味着两个球的相对速度为 30m/s，并且初始质心连线与 x 轴线

的夹角为 30°。两个球的初始距离为 0.8m，弹性球之间的摩擦系数取零值，力

学模型如图 4.2 所示。 

 

 

 

 

 

 

 

图 4.2 两个弹性球的对撞 
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接触物质点算法中采用了均匀分布的背景网格，初始的质点间距为 0.1 m，

网格间距为 0.2 m，这意味着每个格子中有 8 个质点。离散后每个弹性球包括了

49560 个质点，此处采用了接触物质点算法模拟两个弹性球的对撞，时间步长因

子取值为 0.25，不同时刻得到的弹性球变形及其位置见图 4.3(a)。 

采用 LS-DYNA 显式有限元软件对该问题进行模拟，模拟中采用了面-面接

触算法，每个弹性球的单元数为 49560，节点数为 52448，计算采用的时间步长

因子为 0.25，不同时刻有限元计算得到的弹性球变形和位置见图 4.3(b)。 

对比图 4.3 可知，接触物质点算法得到的变形结果和有限元得到的变形结果

吻合。在冲击后 0.09s 时，接触物质点算法和有限元计算均表明弹性球变形为椭

球形。接触物质点算法表明两个弹性体在 0.167s 开始分离，有限元计算表明两

个弹性球在 0.163s 开始分离，因此两种数值模拟给出的分离时间是吻合的。 

为了更精确地比较两种数值模拟得到的计算结果，对两个弹性球的球心距

离进行比较，即对图 4.2 中的 A 点和 B 点的距离进行比较。由于两个球的冲击

速度矢量在 xz 平面，并且沿着 AB 的连线，因此可以判断 A 和 B 的运动轨迹在

xz 平面。A 点和 B 点的距离随时间变化如图 4.4 所示，表明接触物质点算法和

有限元算法得到的计算结果能够吻合。 

     对接触算法 为直接的验证是比较接触力。在接触物质点算法中将总的界

面接触力输出，并同有限元计算结果进行对比，结果比较见图 4.5。图 4.5 比较

了球 A 的接触力在 x 和 z 轴方向的分量。由图 4.5 可知，接触物质点算法和有限

元法得到的接触力大小和作用时间吻合。 

两个弹性球撞击过程中的能量变化曲线如图 4.6 所示，其中图 4.6(a)是接触

物质点算法的计算结果，图 4.6(b)是有限元的计算结果。撞击过程中动能转化为

内能，撞击结束后动能恢复，但是并不能完全恢复到撞击前的水平，这是由于

撞击结束后，弹性球内部有应力波来回传播，弹性球仍然有变形能。 

4.4.2 弹塑性杆的对称撞击 

由于 Taylor 杆实验需要刚性壁面，在实际工程中这个刚性壁面往往难以得

到，因此，工程中常常将两个相同的 Taylor 杆进行对称撞击，这就是对称 Taylor

杆撞击实验。基于接触物质点算法，本节模拟 Chapman 等人给出的对称 Taylor

撞击实验[180]。柱体初始长度 L0为 38.1mm，直径D0为 12.7mm，材料为Al-6082-T6

铝，初始速度 V0 为 225.5m/s。 
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图 4.3 两个弹性球撞击的模拟结果比较 

t=0s t=0.06s t=0.09s 

t=0.15s t=0.21s t=0.3s 

(a) 接触物质点算法模拟 

t=0s t=0.06s t=0.09s 

t=0.15s t=0.21s t=0.3s 

(b) 有限元法模拟 



第 4 章 接触物质点算法及应用 

 87

 

 

 

 

 

 

 

 

图 4.4  A 点和 B 点距离的计算结果比较 

 

 

 

 

 

 

 
       (a) x向分量                            (b) z向分量 

图 4.5 弹性球的接触力计算结果比较 

 

 

 

 

 

 

 
    (a) 接触MPM能量变化曲线              (b) FEM能量变化曲线 

图 4.6 两个弹性球撞击过程的能量曲线 
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计算中采用的材料模型为简化的 Johnson-Cook 模型，即屈服应力： 

( )( )*1 lnpn
y A B Cσ ε ε= + +                  (4-60) 

材料参数见表 4.1，此处不考虑状态方程。为了说明问题，此处采用了三种

模拟手段对该问题进行计算，即分别采用了标准物质点算法、接触物质点算法

和显式有限元算法进行模拟。考虑接触计算时，摩擦系数取为零。 

表 4.1  Al-6082-T6 材料常数 

ρ 
kg/m3 

E 
MPa 

ν 
A 

MPa 
B 

MPa 
n C 

2.7E3 69E3 0.3 311 105 1.0 0.0 

在物质点法中，柱体采用了 21840 个质点离散，初始质点间距为 0.635mm，

背景网格尺寸为 1.27mm，每个背景网格中包含了 8 个物质点。标准物质点算法

表明，柱体动能在 65μs 时为零值，为了对两个柱体撞击后的效应加以考虑，此

处一直计算到 140μs，标准物质点算法的计算结果见图 4.7。 

接触物质点算法表明，柱体在 65μs 时接触力为零值，意味着 Taylor 杆之间

开始分离，同样为了观察 Taylor 杆撞击后的效应，此处一直计算到 140μs，计算

结果见图 4.8。 

为了和两种物质点模型的计算结果进行对比，此处采用了 LS-DYNA 有限

元软件对此问题进行计算，每个柱体的单元数为 21840 个，节点数为 24217 个。

有限元计算中采用了面-面接触算法。有限元计算表明柱体在 65μs 时开始分离，

此处一直计算到 140μs，计算结果见图 4.9。 

    图 4.8 和图 4.9 对比表明接触物质点算法和有限元方法所得计算结果一致。

图 4.7 表明标准物质点算法在撞击结束后未见杆体分离，而接触物质点算法和有

限元方法均表明撞击结束后两个柱体产生分离。因此，对于弹塑性杆的对称撞

击过程，标准物质点算法无法模拟出两个杆体的分离过程，而接触物质点算法

能给出更为合理的计算结果。 

进一步将三种模拟的计算结果和实验结果进行比较，实验结果见文献[180]，

此处对撞击后杆的头部直径 D 和杆的长度 L 进行比较，为了比较计算结果和实

验结果的一致程度，定义平均误差为： 
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图 4.7 对称 Taylor 杆撞击的标准物质点法模拟，(a) t=65μs，(b) t=140μs 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

图 4.8 对称 Taylor 杆撞击的接触物质点算法模拟，(a) t=65μs，(b) t=140μs 

 

 

 

 

 

 

 

 

图 4.9 对称 Taylor 杆撞击的有限元法模拟，(a) t=65μs，(b) t=140μs 

(b) (a) 

(a) (b) 

(a) (b) 
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e e

1
2

L D
L D

⎛ Δ Δ ⎞
Δ = +⎜ ⎟

⎝ ⎠
                     (4-61) 

式中脚标 e 表示实验值。 

各个结果见表 4.2，由表 4.2 的计算结果可知，接触物质点算法的计算结果

和实验结果很接近，说明了本文给出的接触物质点算法是合理正确的。 

表 4.2 计算结果与实验结果比较 

 L (mm) D (mm) Δ 

实验值 31.2 20.1 - 

标准 MPM 32.4 20.4 2.7% 

接触 MPM 31.8 20.4 1.7% 

FEM 30.1 19.5 3.3% 

4.4.3 斜面上球体的滚动模拟 

为了进一步验证接触物质点算法和摩擦模型，采用该算法来模拟斜面上弹

性球的滚动问题。该问题构型如图 4.10(a)，一圆球在重力作用下在斜面上滚动。

斜面的斜角为θ，斜面与球体之间的摩擦系数为μ，重力加速度为 g。根据刚体动

力学，当满足条件 tan 3.5θ μ> 时，球体滑移滚动；否则，球体将粘着滚动。对

于初始静止的球体，球体质心的 x 坐标位置为： 

( )
( )2

0

cm
2

0

1 sin cos ,   tan 3.5  ( )
2
5 sin ,                   tan 3.5  ( ) 

14

x t
x t

x t

θ μ θ θ μ

θ θ μ

⎧ + − >⎪⎪= ⎨
⎪ + ≤
⎪⎩

g

g

滑移接触

粘着接触

   (4-62) 

此处，x0 为初始位置， g 是重力加速度的大小。 

在本计算中，球的半径为 1.6R = m。此处采用长方体来模拟斜面，该长方

体长度为 20 m，高度为 4.0 m，厚度为 0.8 m。计算中重力加速度 g 为 10 m/s2。

球体和斜面的材料均考虑为弹性材料模型，其中球体材料的体积模量为 7 MPa, 

剪切模量为 1.5 MPa, 密度为 1 g/cm3。斜面材料比球体材料更为刚硬，其中斜面

材料的体积模量为 70 MPa, 剪切模量为 15 MPa, 密度为 10 g/cm3。 两种材料具

有相同的波速 95 m/s。计算中将斜面底部固定，这样更能模拟刚性的斜面。 

计算中采用了均匀分布的背景网格，初始的质点间距为 0.1 m，网格间距为
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0.2 m，这意味着每个格子中有 8 个质点。离散后球体包括了 49560 个质点, 而

斜面包括了 64000 个质点，离散后的物质点模型见图 4.10(b)所示。 

 

 

 

 

 

(a)                               (b) 

图 4.10 斜面上球体的滚动问题，(a) 几何构型，(b) 接触 MPM 模型 

此处考虑两种计算工况： 

工况一：斜面倾角为 / 4θ π= ，摩擦系数为 0.4μ = ，该工况下球体为粘着滚

动。图 4.11 给出了工况一下不同时刻球体的位置，图中还给出了球体的速度云

图，从球体速度分布可见，与刚体接触部位的速度为零，这符合粘着滚动的特

征。 

工况二：斜面倾角为 / 3θ π= ，摩擦系数为 0.2μ = ，该工况下球体为滑移滚

动。图 4.12 给出了工况二下不同时刻球体的位置，图中还给出了球体的速度云

图，从球体速度分布可见，与刚体接触部位的速度不为零，这符合滑移滚动的

特征。 

    针对两种工况，可由式(4-62)给出球体质心位置的解析解。为了定量验证接

触物质点算法，将弹性球质心位置的数值解和解析解进行比较，比较见图 4.13。 

图 4.13 比较表明数值解非常接近解析解，说明了接触物质点算法中的摩擦模型

是正确的。 

由图 4.13 可知，式(4-62)给出的球体质心位置解析解均略大于数值解，其原

因在于在解析解中，球体的势能完全转化为了球体的动能。而在数值解中，球

体的势能有一部分转化为了球体的弹性能，而且斜面也没有按照真正的刚体处

理。进一步的研究应该是按照刚柔接触对该问题进行数值模拟。 

4.5 接触物质点算法应用 

通过以上三个算例的对比，对接触物质点算法进行了验证。以下将接触物

质点算法应用于求解工程中的穿甲和侵彻问题，其中第一个问题是钢珠对薄圆

x

y

g

θ

x

y

g

θ
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板的侵彻，第二个问题是尖拱弹对铝靶体的贯穿。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

图 4.11 工况一下不同时刻球体的位置(velx 代表 x 向速度，m/s) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

图 4.12 工况二下不同时刻球体的位置(velx 代表 x 向速度，m/s) 

 

t=0.5s t=1.0s 

t=1.5s t=2.0s 

t=0.5s t=1.0s t=1.5s t=2.0s 
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图 4.13 两种工况下球质心位置解析解与数值解比较 

4.5.1 钢珠侵彻薄板 

直径 10 mm 的钢珠侵彻一薄圆板，圆板厚度为 1mm，直径为 178 mm。钢

珠以 200 m/s 的速度垂直冲击靶板，弹体和靶体的材料均为钢。 

在本模拟中，材料的偏应力为简化的 Johnson-Cook 模型，表达式见式(4-60)。

材料的压力采用了 Mie-Grüneisen 状态方程进行更新。此处所用钢材的材料常数

取自文献[181]，参数见表 4.3。 

采用物质点算法模拟侵彻时考虑了质点失效模型，当质点的等效塑性应变

达到失效应变 failε 时，质点的偏应力分量取零，这样考虑相当于失效质点不考虑

其固体强度[169,170]，本算例中失效应变取值为 0.57。考虑到结构的对称性，此处

仅取四分之一的模型进行计算。弹体由 33664 个质点离散，靶体由 398184 个质

点离散。初始的质点间距为 0.25 mm, 背景网格间距为 0.5 mm，即每个格子包

含了 8 个质点。 

首先采用标准物质点算法对该问题进行求解，时间步长因子取值为 0.4α = ，

图 4.14 给出了标准物质点方法得到的弹靶构型和塑性应变大小，图 4.15 给出了

接触物质点算法得到的弹靶构型和塑性应变大小。 

表 4.3   钢珠侵彻薄板模拟中的材料常数 

ρ 
kg/m3 

E 
GPa 

υ 
A 

MPa 
B 

MPa 
n 

c0 

m/s 
S1 Γ0 failε  

7850 200.0 0.30 600.0 275.0 0.36 3600 1.90 1.70 0.57 
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图 4.14 钢珠侵彻薄靶的标准物质点算法模拟(epef 为等效塑性应变) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

图 4.15 钢珠侵彻薄靶的接触物质点算法模拟(epef 为等效塑性应变) 

 

(a) t=60 μs (b) t=120 μs 

(c) t=180 μs (d) t=240 μs 

(a) t=60μs (b) t=120μs 

(c) t=180μs (d) t=240μs 
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由图 4.14 可见，标准物质点算法模拟的弹体不能穿透靶体，这与文献给出

的实验结果不吻合，在实验中靶体被弹体穿透[181]，可见标准物质点算法中的粘

着接触条件导致了较大的侵彻阻力。由图 4.15 可见，接触物质点算法模拟表明

靶体可以被弹体穿透，其弹体的剩余速度为 Vre = 89.4 m/s。在接触物质点算法

模拟中，失效质点仅出现在靶体上，弹体上未见失效质点，并且模拟过程中弹

体是完整的，靶体上的碎片被完整地保留。与标准物质点算法相比较，接触物

质点算法考虑了界面滑移和接触分离，因此，采用接触物质点算法进行侵彻计

算更为合理。 

进一步比较侵彻后的靶体变形，图 4.16 比较了靶体的 终变形，其中 4.16 (a)

为实验结果，图 4.16 (b)为接触物质点算法的模拟结果，为了精确比较靶体变形，

将靶体的变形高度与靶体的穿孔直径比值 h/D 进行定量比较。图 4.16 表明 h/D

的实验值为 0.84，接触算法物质点算法得到的 h/D 值为 0.85，数值结果和实验

结果吻合，可见接触物质点算法能够很好地模拟该侵彻问题。 

 

 

 

 

 

 

 

图 4.16 靶体 终变形结果，(a)实验结果，(b)接触物质点算法模拟 

4.5.2 厚靶的贯穿模拟 

后一个算例是关于一个尖拱弹侵彻厚靶体的计算，相关实验数据见文献
[182]。弹体长度为 88.9 mm，直径为 12.9 mm，弹头端部曲率半径为 38.7mm，弹

体材料为高强度钢。靶体厚度为 26.3 mm，靶体的倾斜角为 30°，靶体材料为

A6061-T651 铝合金。 

    计算中，弹体材料按照弹性模型模拟，弹性模量为 E = 200GPa，泊松比为 ν 

= 0.3，材料密度为 ρ = 7.85 g/cm3。靶体材料的偏应力按照 Johnson-Cook 本构模

型计算。靶体材料的压力基于 Mie-Grüneisen 状态方程计算，所用材料参数见表

4.4。A6061-T651 的材料失效应变为 1.6，当质点等效塑性应变达到 1.6 时，质点

(a)  

(b) 

D

h

D

h
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的偏应力取零值。 

表 4.4  A6061–T651 的材料参数 

ρ 
kg/m3 

E 
GPa 

υ 
A 

MPa 
B 

MPa 
n C 

m 
 failε  

2700 69 0.3 262 52.1 0.41 0 0.859 1.6 

c0 

m/s 
S1 Γ0 

Tmelt 

K 
Troom 

K 
    

5350 1.34 2.0 875 293     

考虑到结构的对称性，此处采用了 1/2 模型进行计算，弹体质点数为 13314，

靶体质点数为 187550。弹体上质点的初始间距为 0.6mm 到 1.0mm，靶体上质点

初始间距为 1.0 mm，背景网格间距为 2.0 mm，靶体上每个背景网格内有 8 个质

点。采用接触物质点算法模拟时，弹靶之间的摩擦系数取为零。 

当弹体初始冲击速度为 400m/s 时，图 4.17(a)给出了不同时刻弹靶相互作用

的实验结果，剩余弹速实验值为 217 m/s。标准物质点方法模拟结果见图 4.17 (b)，

标准物质点方法得到的剩余弹速为 127.9 m/s，远低于实验结果。接触物质点算

法模拟结果见图 4.17 (c)，接触物质点算法得到的弹体剩余速度为 207.8 m/s，该

计算结果与实验值相差 4.2%。由图 4.17 的实验结果可见，弹体在侵彻过程中发

生了弯曲和偏转，标准物质点算法模拟无法有效反映弹体的弯曲和偏转，而接

触物质点算法模拟有效反映了弹体的弯曲和偏转。 

为了说明文中给出的接触物质点算法具有广泛的适用性，对不同初始速度

下的尖拱弹侵彻问题进行了模拟，将弹体剩余速度的计算值和实验值进行比较，

数据见表 4.5。若以初始速度 V0 为横轴，剩余速度 Vre为纵轴，可以得到弹体剩

余速度随初始速度变化的曲线，该曲线的计算结果和实验结果见图 4.18。为了

便于说明问题，同样给出标准物质点算法和接触物质点算法两种计算结果。 

表 4.5 和图 4.18 的对比表明标准物质点算法得到的剩余弹速远低于实验结

果，其原因在于标准物质点方法中的粘着接触条件导致了较大的侵彻阻力，导

致靶体吸收了更多的能量，使得弹靶之间难以分离。对比表明接触物质点算法

得到的剩余弹速和实验结果比较吻合，可见，接触物质点算法考虑了弹靶界面

之间的接触关系和分离条件，更真实地模拟了弹靶之间的相互作用。以上对比

还表明本文给出的接触物质点算法具有普适性，对于初始弹速范围 340m/s~730 

m/s 内的斜侵彻分析均能得到较好的计算结果。 
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图 4.17 弹靶相互作用的实验结果和模拟结果(初始弹速 400 m/s) 

4.6 本章小结 

本章首先给出了接触物质点算法的完整数学描述，从界面的非穿透条件出

发推导了接触力的计算公式。已有文献给出的界面法向量算法不能保证接触界

面法向量的共线条件[132,133]，这将导致侵彻计算过程的动量不守恒和界面穿透。

针对此问题，本章提出了一种新的接触界面法向量计算方法，保证了计算过程

中的动量守恒，避免了接触界面穿透。 

t=43.3μs t=204.3μs t=421.1μs 

t=43.3μs t=204.3μs t=421.1μs 
(a) 实验结果，剩余弹速217 m/s 

(b) 标准物质点法模拟，剩余弹速127.9 m/s 

t=43.3μs t=204.3μs t=421.1μs 

(c) 接触物质点算法模拟，剩余弹速207.8 m/s 
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图 4.18 不同初始弹速 V0 下的剩余弹速 Vre曲线 

表 4.5  不同初始弹速 V0 下的剩余弹速 Vre 

初始弹速 

V0(m/s) 
实验结果 
Vre(m/s) 

标准 MPM 
Vre (m/s) 

接触 MPM 
Vre (m/s) 

接触 MPM 
相对误差 Δ 

340 91 0 83.8 7.9% 

400 217 127.9 207.8 4.2% 

446 288 197.5 280.0 2.8% 

575 455 334.1 442.8 2.7% 

730 655 478.4 623.9 4.7% 

本章给出了弹性球撞击问题、斜面上弹性球摩擦滚动问题和对称 Taylor 杆

撞击问题三个算例，分别采用有限元计算、解析解和实验结果来验证接触物质

点算法。进一步将本文的接触物质点算法应用于求解工程中的穿甲和侵彻问题。

在钢珠对薄圆板的侵彻分析中，标准物质点算法模拟的弹体不能穿透靶体，这

与实验中靶体被弹体穿透不吻合。而接触物质点算法能给出和实验吻合的计算

结果。 

在尖拱弹对铝靶体的贯穿分析中，标准物质点算法得到的剩余弹速远低于

实验结果，而接触物质点算法得到的剩余弹速和实验结果比较吻合。计算表明

本文给出的接触物质点算法具有普适性，对于初始弹速范围 340m/s~730m/s 内的

尖拱弹斜侵彻分析均能得到较好的计算结果。 
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第 5 章 刚柔接触物质点算法 

5.1 引言 

     在许多冲击动力学问题的模拟中，常常需要考虑刚柔接触，比如 Taylor 杆

撞击刚性墙、液滴冲击壁面、岩土与结构件相互作用等。在这些问题中，考虑

刚柔接触往往可以使得物理模型更为简洁，并且可以节省计算时间。 

    本章提出了刚柔接触物质点算法，该算法是在第 4 章一般接触物质点算法

的基础上发展来的。此处的刚体不考虑其惯性效应，在计算中刚体以 vr 匀速运

动或者保持静止。在刚柔接触物质点算法中，需要将刚体进行质点离散，此外

还需要考虑刚体质点的质量，这样处理的目的是为了便于计算刚体的表面法向

量。 

5.2 刚柔接触物质点算法实现 

刚柔接触物质点算法的原理为： 

(1) 首先不考虑接触，对变形体单独进行时间积分，得到变形体的节点试速

度。 

(2) 对变形体的节点试速度进行接触判断，如果不满足接触发生条件，则节

点的试速度代表真实解。 

(3) 如果变形体的节点试速度满足接触发生条件，则计算接触力，根据接触

力计算新的节点速度，使得新节点速度满足非穿透条件。 

为了便于说明问题，此处将变形体记作 d，将刚体记作 r。采用上标 k 和 

1k + 分别表示 kt 和 1kt + 时刻的值。刚柔接触物质点算法具体实现如下： 

(1) 重新定义背景网格，计算节点质量、节点速度和节点处的单位法向量。 

    对于变形体，其 kt 时刻节点质量和节点动量分别是 

                          k k
di dp ip

p
m m S=∑                       (5-1) 

      k k k k
di di dp dp ip

p
m m S=∑v v                   (5-2) 

    对于刚体，计算其 kt 时刻的表面法向量。 



第 5 章 刚柔接触物质点算法 

 100

ˆ k k
ri ip rp

p
m=∑n G                       (5-3) 

(2) 计算变形体质点的应变和应力 

     变形体质点的应变增量为 

( )
8 T

12
k k k k

dp ip di ip di
i

t
=

Δ ⎡ ⎤Δ = +⎢ ⎥⎣ ⎦∑ε G v G v              (5-4) 

     变形体质点的旋率增量为 

( )
8 T

12
k k k k

dp ip di ip di
i

t
=

Δ ⎡ ⎤Δ = −⎢ ⎥⎣ ⎦∑ω G v G v             (5-5) 

    基于应变增量和旋率增量，根据本构关系计算 Cauchy 应力： 

                    ( )1 ,k k
dp dp dp dp dp
+ = + Δ Δ Δσ σ σ ε ω               (5-6) 

(3) 计算变形体节点的节点力。 

    对于变形体，其节点力 dif 包括了节点内力和节点外力， dif 为 

                   1 ext
1

dp k k
di dp ip dik

p dp

m
ρ

+
+= − ⋅ +∑f σ G f                   (5-7) 

式中， ext
dif 为节点外力，由下式计算 

ext

t

k k k
di dp ip dp i d

p
m S N d

Γ

= + Γ∑ ∫f b t                 (5-8) 

此处，b 为体力， t为施加在 tΓ 边界上的面力。 
(4) 不考虑接触，积分变形体的节点动量方程，得到 1kt + 时刻节点的试速度

为 

1k k di
di di k

di

t
m

+ = + Δ
fv v                        (5-9) 

(5) 进行接触判断。 

    首先将刚体表面法向量正则化： 

                          ˆ ˆ/k k k
ri ri ri=n n n                       (5-10) 

    在接触面上，如果变形体节点试速度满足关系式 

( )1 0k k
r di ri

+− ⋅ >v v n                      (5-11) 
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则接触发生。式中 rv 为刚体速度，本文仅考虑恒速运动的刚体。 

(6) 接触力计算。 

    当判断出接触面以后，在接触面上，变形体的表面法向量 k
din 满足关系： 

k k
di ri= −n n                         (5-12) 

由于 终的节点速度在接触面上要满足非穿透条件： 

                      ( )1 0k k
di r di
+ − ⋅ =v v n                   (5-13) 

变形体需要施加的法向接触力大小为： 

( )nor 1 1
k

k k kdi
di di di di

mf
t

+ += − ⋅
Δ

v v n               (5-14) 

将式(5-13)代入式(5-14)得到变形体的法向接触力为： 

( )nor 1
k

k kdi
di r di di

mf
t

+= − ⋅
Δ

v v n                (5-15) 

    如果不考虑摩擦，接触力仅为法向接触力。考虑两个物体完全粘着接触时

的切向接触力，对于粘着接触而言，在接触面上满足关系式： 
1k

di r
+ =v v                      (5-16) 

因此粘着接触时的接触力为 

( )ct 1
k

kdi
di r di

m
t

+= −
Δ

f v v                  (5-17) 

粘着接触时，变形体的切向接触力为 

( )tan 1 nor
k

k kdi
di r di di di

m f
t

+= − − ⋅
Δ

f v v n              (5-18) 

(7) 接触发生时，变形体的速度调整。 

    对于变形体和刚体之间的滑移接触，接触界面的摩擦力由库仑摩擦描述，

而且摩擦力的值应低于粘着接触时的切向接触力，摩擦力方向为切向。因此需

要判断接触的类型来计算接触力，并调整节点速度。 

(i) 当满足条件 tannor
di difμ > f 时，接触为粘着接触关系，此时： 

1kt + 时刻节点速度满足公式(5-16)，接触力的大小为式(5-17)所述。 

(ii) 当满足条件 tannor
di difμ ≤ f 时，接触为滑移接触关系，此时： 

接触力大小为： 
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tan
ct nor nor

tan
k di

di di di di
di

f fμ= ⋅ +
ff n
f

                 (5-19) 

滑移接触时， 1kt + 时刻节点速度为 
ct

1 1k k di
di di k

di

t
m

+ += + Δ
fv v                     (5-20) 

(8) 更新质点速度和质点位置。 

对于变形体，质点位置为 

                              
8

1 1

1

k k k k
dp dp di ip

i
t S+ +

=

= + Δ ∑x x v               (5-21) 

对于变形体，质点速度为 

       
ct8

1

1

k k kdi di
dp dp ipk

i di

t S
m

+

=

+
= + Δ ∑ f fv v               (5-22) 

对于刚体，质点位置为 
1k k

rp rp rt+ = + Δx x v                   (5-23) 

在实现刚柔接触时，对变形体还可以施加边界条件。 

5.3 算例及应用 

5.3.1 弹性球撞击刚性面 

    为了验证文中给出的刚柔接触物质点算法，对弹性球斜撞击刚性壁面的问

题进行数值模拟，将物质点算法得到的计算结果和 LS-DYNA 显式有限元的计算

结果进行对比。 

弹性球的半径为 1.6R = m，弹性球的冲击速度为15 2 m/s，冲击斜角为 45°。

弹性球材料按照大变形弹性本构模型处理，体积模量为 7 MPa, 剪切模量为 1.5 

MPa, 密度为 1 g/cm3。弹性体距离刚性壁面初始距离为 0.4m，弹性球和刚性壁

之间不考虑摩擦力，力学模型如图 5.1 所示。 

在刚柔接触物质点算法(刚柔接触 MPM)模拟中，将刚体用一个长方体来代

替，该长方体长度为 10 m，宽度为 4 m，厚度为 0.4m。计算中采用了均匀分布

的背景网格，初始的质点间距为 0.1 m，网格间距为 0.2 m，这意味着每个格子

中有 8 个质点。离散后弹性球包括了 49560 个质点，而刚体包括了 16000 个质
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点。计算采用的时间步长因子为 0.5。不同时刻，刚柔接触 MPM 计算得到的弹

性球的位置和变形见图 5.2(a)。 

采用显式有限元计算时，在 LS-DYNA 有限元程序中设置刚性壁进行计算，

弹性球的单元数为 49560，节点数为 52448，计算采用的时间步长因子为 0.5，

算法为有限元刚柔接触算法。不同时刻，有限元计算得到的弹性球的位置和变

形见图 5.2(b)。 

 

 

 

 

 

 

图 5.1 弹性球撞击刚性面示意图 

    对比图 5.2 可知，两种数值模拟得到的变形结果吻合。在 0.09s 时，物质点

计算和有限元计算均表明弹性球变形为椭球形。刚柔接触 MPM 计算表明在

0.165s 时，弹性球和刚性壁的撞击过程结束。而有限元计算表明在 0.164s 时，

弹性球和刚性壁的撞击过程结束。 

    对接触算法 为直接的验证是比较接触力，将刚性壁面对弹性球的作用力

进行比较。由于不考虑摩擦，弹性球仅受到垂直于壁面方法的法向接触力。在

LS-DYNA 软件中通过设置关键字可以输出刚性壁的接触力。在刚柔接触物质点

算法中将总的接触力输出，结果的比较如图 5.3，从图 5.3 可知，有限元和物质

点算法得到的接触力作用时间和大小吻合。 

弹性球撞击刚性壁面过程中能量的变化曲线如图 5.4，其中图 5.4(a)是刚柔

接触 MPM 的能量曲线，图 5.4(b)是有限元算法得到的能量曲线。撞击过程中动

能转化为内能，撞击结束后动能恢复。但是，由于弹性球内有应力波存在，因

此动能并不能完全恢复到撞击前的水平。由图 5.4(a)的能量曲线可知，刚柔接触

物质点算法具有较好的能量守恒性。 

5.3.2 斜面上球体的滚动模拟 

为了验证刚柔接触物质点算法的摩擦模型，此处模拟斜面上弹性球的滚动

刚性面

0 15 2m/sV =

弹性球

0.4m

1.6mR =

x
z

刚性面

0 15 2m/sV =

弹性球

0.4m

1.6mR =

x
z
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问题。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

              (a) 刚柔接触 MPM                           (b) 有限元 

图 5.2 弹性球撞击刚性壁的数值模拟 

t=0.06s 

t=0.09s 

t=0s 

t=0.15s 

t=0.30s 

t=0s 
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t=0.09s 

t=0.15s 
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图 5.3 弹性球撞击刚性面的接触力比较 

 

 

 

 

 

 

 

 

图 5.4 弹性球撞击过程的能量曲线，(a) 刚柔接触 MPM，(b) 有限元法 

该问题已经通过一般接触物质点算法进行了求解(见 4.4.3 节)，此处将斜面

考虑为刚体，而前文中(4.4.3 节)是将斜面的密度和弹性模量考虑为弹性球的 10

倍处理。弹性球的球半径为 1.6R = m，球体材料的体积模量为 7 MPa, 剪切模量

为 1.5 MPa, 密度为 1 g/cm3，弹性球材料按照弹性材料本构模型处理。此处采用

一个长方体来代表刚体，该长方体长度为 20 m、高度 4.0 m 以及厚度 0.8 m。

计算中重力加速度 g 为 10 m/s2。 

计算中采用了均匀分布的背景网格，初始的质点间距为 0.1 m，网格间距为

0.2 m，这意味着每个格子中有 8 个质点。离散后球体包括了 49560 个质点, 而

刚体包括了 64000 个质点。此处仍然采用两种计算工况： 

工况一：斜面倾角为 / 4θ π= ，摩擦系数为 0.4μ = ，该工况下球体为粘着滚
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动。图 5.5 给出了工况一下不同时刻球体的位置，图中还给出了球体的速度云图，

从球体速度分布可见，与刚体接触部位的速度为零，这符合粘着滚动的特征。 

工况二：斜面倾角为 / 3θ π= ，摩擦系数为 0.2μ = ，该工况下球体为滑移滚

动。图 5.6 给出了工况二下不同时刻球体的位置，图中还给出了球体的速度云图，

从球体速度分布可见，与刚体接触部位的速度不为零，这符合滑移滚动的特征。 

为了定量验证刚柔接触物质点算法，将弹性球的质心位置的数值解和解析

解进行比较，如图 5.7 所示，数值解和解析解吻合较好。与前文(4.4.3 节)给出的

数值解比较，由刚柔接触给出的数值解更接近解析解，这是由于此处将斜面考

虑成了真实的刚体。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

图 5.5 工况一球体的位置，刚柔接触 MPM(velx 代表 x 向速度，m/s) 

5.3.3 Taylor 杆撞击模拟 

    刚柔接触的另一个应用是 Taylor 杆撞击问题。对于 Taylor 杆撞击问题，在

物质点方法中可以通过两种方法进行模拟：一种是在撞击端面施加对称边界条

件，采用标准 MPM 进行计算。另外一种就是采用刚柔接触 MPM 进行模拟。 

t=0.5s t=1.0s

t=1.5s t=2.0s
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图 5.6 工况二球体的位置，刚柔接触 MPM (velx 代表 x 向速度，m/s) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

图 5.7 球体质心位置的解析解和数值解 

根据 Johnson 等人的 Taylor 撞击实验[175]，柱体的长度为 4.250 =L mm，直

径为 6.70 =D mm，材料为铜，初始速度为 190m/s，该问题的材料参数在第 3 章

的 3.5.1 节中已经给出。 

    首先采用标准物质点算法对该问题进行求解，即在 Taylor 杆的杆端施加对

称边界条件，采用了 24656 个质点离散柱体，质点的初始间距为 0.38mm，背景
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网格间距为 0.76mm，每个背景网格中包含了 8 个物质点。标准物质点模拟表明，

Taylor 动能在 75μs 以后为零。为了考察 Taylor 杆撞击后的效应，一直计算到

200μs，计算结果见图 5.8。 

    其次，采用刚柔接触物质点算法对该问题进行求解，建立刚体的离散质点

模型，刚体用一厚板表征，厚板的尺寸为 22.8×22.8×1.52mm。Taylor 杆仍然采

用上述标准物质点模拟时的质点模型，刚体的离散质点数为 14400 个，背景网

格的尺寸为 0.76mm，每个背景网格中包含了 8 个物质点。同样为了观察撞击后

的效应，一直计算到 200μs，计算结果见图 5.9。 

为了和两种物质点算法的计算结果进行对比，建立了 Taylor 杆撞击模拟刚

性壁的有限元模型，有限元模型的单元数为 24656 个，节点数为 27268 个。计

算表明 Taylor 杆动能在 75μs 以后为零，此处一直计算到 200μs，计算结果见图

5.10。 

从图 5.9 可知，如果采用刚柔接触物质点算法，可以观察到 Taylor 杆撞击

后的回弹效应，即撞击结束后柱体从刚性面分离。而图 5.8 表明，采用标准物质

点算法和对称约束模拟，无法观察到该回弹现象。在有限元模拟中，也采用了

刚柔接触算法，因此也可以观察到 Taylor 杆撞击后的回弹效应。将三种模拟的

计算结果和实验结果进行比较。为了准确比较外形，采用三个特征参量来表征

撞击后的 Taylor 杆，三个特征参量见图 5.11 所示。表 5.1 给出了计算结果和实

验结果，其中Δ为计算值和实验值的误差。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(a) t=75μs                              (b) t=200μs 

图 5.8  Taylor 杆撞击的标准 MPM 模拟 
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 (a) t=75μs                              (b) t=200μs 

图 5.9  Taylor 杆撞击的刚柔接触 MPM 模拟 

 

 

 

 

 

 

 

(a) t=75μs                            (b) t=200μs 

图 5.10  Taylor 杆撞击的有限元模拟 

 

 

 

 

 

 

 

图 5.11  Taylor 杆的特征参量 
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由表 5.1 可知，刚柔接触物质点算法得到的计算结果和实验结果吻合较好，

从而验证了刚柔接触算法的有效性和准确性。 

表 5.1  Taylor 杆撞击刚性面的计算结果与实验结果 

特征参量 L(mm) D(mm) W(mm) Δ 

实验 16.2 13.5 10.1 - 

标准 MPM 16.3 13.2 9.9 1.61% 

刚柔接触 MPM 16.4 13.3 9.9 1.56% 

FEM 16.3 13.4 10.0 0.8% 

5.3.4 水珠冲击破碎模拟 

     上述三个算例主要是验证刚柔接触物质点算法，以上三个算例均能通过显

式有限元进行求解。而对于水珠的冲击破碎问题，由于涉及到极大变形和破碎，

显式有限元方法往往难于求解，对于此类问题的模拟，物质点方法具有明显的

优势。以下采用刚柔接触物质点算法对水珠的冲击破碎问题进行分析。 

    本算例的模型为一水珠，水珠直径为 50mm，水珠冲击一个固定的阶梯。物

质点法计算中将阶梯考虑为刚体，水珠的入射速度为 100m/s，水珠的入射角为

30°，按照此入射角，水珠将向阶梯的尖角处冲击。采用物质点算法计算时，水

珠采用了 4224 个质点进行离散，阶梯采用了 64000 个质点进行离散。水珠的初

始质点间距设置为 2.5mm，背景网格间距为 5mm。 

不考虑水的粘性，水按照可压缩流体考虑[183]，其状态方程考虑为： 
2

0 0p cρ μ=                          (5-24) 

其中，p 为压力，μ为压缩系数。ρ0 为水的密度，取值为 1000kg/m3，c0 为弹性波

在水中的传播速度，取值为 1647m/s。计算中，水的偏应力取零值。采用刚柔接

触物质点算法，图 5.12 给出了物质点法计算的不同时刻水珠变形模式。由图 5.12

可以观察到水珠与固壁接触后，水珠发生大变形直到破碎的整个过程，计算持

续到 3ms 为止。 

图 5.13 给出了 LS-DYNA 有限元计算得到的不同时刻水珠变形模式。由图

5.13 可以观察到水珠与固壁接触后，水珠发生大变形的过程。当计算到 1ms 时，

水珠与台阶接触界面处的网格已经相互穿透，单元网格已经严重畸变，导致计 
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图 5.12 水珠冲击过程的刚柔接触 MPM 模拟 

算终止。与有限元计算相比，物质点法能够描述水珠冲击破坏的整个过程。本

t=0 t=0.4ms

t=0.6ms t=0.8ms 

t=1.0ms t=1.6ms 

t=2.2ms t=2.8ms 
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算例也说明了物质点方法在流固耦合分析中具有较强的优势，可以清晰描述流

体的自由界面，以及跟踪流体和固体之间的物质界面。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

图 5.13 水珠冲击过程的有限元模拟 

5.4 本章小结 

在一些问题的模拟中，考虑刚柔接触往往可以使得物理模型更加简洁，在

前文接触物质点算法的基础上，本章给出了刚柔接触物质点算法。通过弹性球

撞击刚性面问题和斜面上球体滚动问题，分别采用显式有限元法和解析解对刚

柔接触物质点算法进行了验证。 

采用本章给出的刚柔接触物质点算法，可以模拟出 Taylor 杆撞击刚性壁面

后的回弹效应，而标准物质点算法无法模拟回弹效应。对水珠冲击台阶的计算

则表明，该算法能够完整模拟出水珠冲击大变形直到破碎的整个过程。 

 

 

t=0.4ms 

t=0.6ms t=0.8ms 

t=1.0ms 

t=0ms 



第 6 章 岩土冲击问题的物质点法模拟 

 113

第 6 章 岩土冲击问题的物质点法模拟 

6.1引言 

     在岩土冲击动力学问题中，岩土往往发生大变形。采用传统的有限元方法

模拟此类问题时，会发生网格畸变，从而导致了较低的计算效率，甚至无法完

成整个计算。一些文献采用 ALE 算法来求解一些岩土的大变形侵彻过程[72-75]，

但 ALE 算法目前可以有效处理二维问题，对一些复杂三维问题尚难于处理。 

由于无网格法不受网格畸变的限制，因此无网格法被用来求解岩土的动力

学问题。Bui 等采用 SPH 模拟了岩土的崩落失效过程[184]，Coetzee 等基于二维物

质点法模拟了岩土中锚墩的受力问题[185]。 近，Andersen 等基于 GIMP 和

Mohr-Coulomb 模型对简化的边坡结构进行了失效分析[193]，但缺乏实验验证。此

外，离散元方法在岩土动力学问题中也得到了应用，Tanaka 等基于离散元方法

模拟了锚杆插入岩土的过程[186]。 

本章基于拉伸失效的 Drucker-Prager 弹塑性模型，采用物质点法模拟岩土和

砂土边坡的失效过程，并和显式有限元的计算结果进行对比。采用刚柔接触物

质点算法模拟堆积物的坍塌流动过程，并和实验结果进行对比。 后，采用接

触物质点算法分析半球壳体对岩土的侵彻过程。 

6.2 Drucker-Prager模型 

岩土为颗粒体堆积或胶结而成的多相体，可以看做多相体组成的摩擦型材

料。岩土的基本力学特征表现为：强度和压力相关性，剪胀性，非关联塑性，

以及应变软化和等压屈服特性。Drucker-Prager 模型是常用的泥土弹塑性本构模

型，该模型的屈服面与压力相关，考虑了剪胀性和非关联塑性。 

本节的 Drucker-Prager 模型实现参考了 FLAC 软件的理论手册[187]，但与

FLAC 软件的理论手册不同，不同之处在于：在模型中考虑了 Jaumann 应力率，

而且采用了更为一般的广义弹塑性理论推导了该模型的实现过程。

Drucker-Prager 模型的失效包括了剪切失效和拉伸失效。其中，与剪切失效相应

的流动法则采用了非关联流动法则[188]，而与拉伸失效相应的流动法则采用了关

联流动法则。 
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6.2.1 屈服函数和势函数 

Drucker-Prager 模型可以通过两个应力分量进行描述：即等效剪应力τ 和球

应力 mσ ，等效剪应力τ 可以描述材料的剪切失效。 

2Jτ =                          (6-1) 

1

3m
Iσ =                         (6-2) 

其中 J2 是偏应力张量第二不变量，定义为： 

2
1
2 ij ijJ s s=                        (6-3) 

I1 是应力张量的第一不变量，即： 

1 11 22 33 kkI σ σ σ σ= + + =                 (6-4) 

    与球应力 mσ 相关的体应变为 mε  

11 22 33m kkε ε ε ε ε= = + +                   (6-5) 

   如果考虑拉伸失效，主应力空间的Drucker-Prager屈服面为截锥面，见图6.1(a)

所示。 mσ 和τ 平面上的 Drucker-Prager 屈服面包络线如图 6.1(b)所示。 

在图 6.1(b)中，从点 A 到点 B 的包络线反映了材料的剪切失效，屈服函数

为 

                           s
mf q kφ φτ σ= + −                   (6-6) 

式中，qφ 和 kφ 是材料常数，可由材料的内聚力以及摩擦角确定。 

从点 B 到点 C 的包络线反映了材料的拉伸失效，其屈服函数为 
t t

mf σ σ= −                       (6-7) 

此处， tσ 为材料的抗拉强度。 

如果材料常数 qφ 不为零，即材料的摩擦角不为零，则材料的拉伸强度不能

超过 max
tσ ，由图 6.1(b)可知 

                             max
t k

q
φ

φ

σ =                      (6-8) 

在 Drucker-Prager 模型中，剪切势函数 sg 采用非关联塑性流动法则。 sg 表
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达式为 

                            s
mg qψτ σ= +                     (6-9) 

式中qψ 为材料常数，由剪胀角确定。如果q qψ φ= ，则为关联塑性流动。 

拉伸失效采用了关联流动法则，其势函数 tg 为 
t

mg σ=                       (6-10) 

 

 

 

 

 

 

(a) 主应力空间的 Drucker-Prager 屈服面 

 

 

 

 

 

 

 

(b) mσ 和τ 平面上的 Drucker-Prager 屈服面包络线 

图 6.1 Drucker-Prager 屈服面 

    在图 6.1(b)所示的 mσ 和τ 平面内，某些区域既可以采用拉伸失效描述，也可

以采用剪切失效描述。为了唯一确定拉伸失效区域和剪切失效区域，此处定义

函数 ( ),mh σ τ ， ( ), 0mh σ τ = 表示平面内 0sf = 和 0tf = 两条直线的对角线，如图

6.2 所示。函数 ( ),mh σ τ 的表达式为[187] 

                          ( )P P t
mh τ τ α σ σ= − − −              (6-11) 

式中， Pτ 和 Pα 为常数，可以由下式定义为 

                         P tk qφ φτ σ= −                        (6-12) 

mσ

τ
A

B

Ctσ
/k qφ φ

kφ 0tf =

0sf =

mσ

τ
A

B

Ctσ
/k qφ φ

kφ 0tf =

0sf =

1 2 3σ σ σ= =

1σ−

2σ−

3σ−

3k qφ φ

0sf =

0tf =

1 2 3σ σ σ= =

1σ−

2σ−

3σ−

1 2 3σ σ σ= =

1σ−

2σ−

3σ−

3k qφ φ

0sf =

0tf =
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                    21P q qφ φα = + −                      (6-13) 

通过对角线 ( ), 0mh σ τ = 可以将失效区域分开， 0h > 对应区域 1， 0h ≤ 对应

区域 2，如图 6.2 所示。如果应力点位于区域 1，说明是剪切破坏，应该由剪切

势函数 sg 确定流动法则，应力点应该返回到直线 0sf = 上。如果应力点位于区

域 2，说明是拉伸破坏，应该由势函数 tg 确定流动法则，应力点应该返回到直线

0tf = 上。 

 

 

 

 

 

 

图 6.2  Drucker-Prager 模型塑性流动区域划分 

根据式(6-12)，当材料的拉伸强度为 t k qφ φσ = 时， 0Pτ = ，此时函数 ( ),mh σ τ

表达式为 

( )P
mh k qφ φτ α σ= − −                   (6-14) 

6.2.2 塑性修正条件 

首先假设材料仍然处于弹性阶段，计算 1nt + 时刻应力张量的试探值为 
* 1n n

ij ij ij tσ σ σ+ = + Δ                       (6-15) 

由于 Cauchy 应力率 ijσ 受到刚体转动的影响，不是客观张量，因此在本构关

系中采用 Jaumann 应力率 ijσ ∇。根据 Jaumann 应力率可以得到关系式[189] 

ij ij ik jk jk ikσ σ σ ω σ ω∇= + +               (6-16) 

其中， jkω 为旋率张量，在材料弹性阶段，Jaumann 应力率 ijσ ∇可以根据本构关系

由应变率 ijε 求得，即 

ij ijkl klCσ ε∇ =                        (6-17) 

其中 ijklC 是弹性本构张量。 

将式(6-16)和(6-17)代入式(6-15)得到 1nt + 时刻应力的试探值为 

mσ

τ
f s=0

f t=0

h=0

+_

+_

+

_ 区域 1

区域 2

mσ

τ
f s=0

f t=0

h=0

+_

+_

+

_

+_

+_

+

_ 区域 1

区域 2
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* 1 nn R
ij ij ijkl klCσ σ ε+ = + Δ                    (6-18) 

其中
nR

ijσ 为旋转后的应力张量，其表达式为 
nR n n n

ij ij ik jk jk ikσ σ σ ω σ ω= + Δ + Δ                (6-19) 

进一步 1nt + 时刻应力的试探值可以写成 

* 1 22
3

nn R
ij ij ij m ijG K Gσ σ ε ε δ+ ⎛ ⎞= + Δ + − Δ⎜ ⎟

⎝ ⎠
             (6-20) 

与式(6-20)对应，可以得到 1nt + 时刻球应力的试探值为 
* 1 * 1 3n n

m kkσ σ+ +=                        (6-21) 

1nt + 时刻等效剪应力的试探值为 

* 1 * 1 * 11
2

n n n
ij ijs sτ + + +=                      (6-22) 

根据图 6.2，对于应力的试探值进行判断，得到应力点所用的塑性势函数。

以下给出四个条件： 

(1) 当 * 1n t
mσ σ+ < 并且 ( )* 1 * 1, 0s n n

mf τ σ+ + > 时，应力点超出屈服面，表现为剪切

失效，采用塑性修正，由剪切势函数 sg 确定流动法则。                

    (2) 当 * 1n t
mσ σ+ < 并且 ( )* 1 * 1, 0s n n

mf τ σ+ + ≤ 时，应力点在屈服面之内，不采用塑

性修正。 

(3) 当 * 1n t
mσ σ+ ≥ 并且 ( )* 1 * 1, 0n n

mh τ σ+ + > 时，应力点超出屈服面，表现为剪切

失效，采用塑性修正，由剪切势函数 sg 确定流动法则。 

(4) 当 * 1n t
mσ σ+ ≥ 并且 ( )* 1 * 1, 0n n

mh τ σ+ + ≤ 时，应力点超出屈服面，表现为拉伸

失效，采用塑性修正，由拉伸势函数 tg 确定流动法则。 

根据以上四个条件，可以判断是否需要对应力试探解进行塑性修正，以及

确定所用的塑性势函数。 

6.2.3 塑性修正过程 

6.2.3.1 剪切失效修正 

如果应力点超出屈服面并且为剪切失效，那么应当采用塑性修正，由剪切

势函数 sg 确定流动法则，并且修正后的应力应该返回到 0sf = 上。 
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1nt + 时刻修正后的应力满足： 

( )1

* 1   

nn R p
ij ij ijkl kl kl

n p
ij ijkl kl

C

C

σ σ ε ε

σ ε

+

+

= + Δ −Δ

= − Δ
                  (6-23) 

式中， p
klεΔ 为塑性应变增量。由于 1n

ijσ + 满足 0sf = ，因此 

( ) ( )1 * 1 0s n s n p
ij ij ijkl klf f Cσ σ ε+ += − Δ =             (6-24) 

采用 Taylor 展开，考虑一阶小量 p
klεΔ ，由式(6-24)可以得到 

( )* 1 0
s

s n p
ij ijkl kl

ij

ff Cσ ε
σ

+ ∂
− Δ =
∂

               (6-25) 

式中，
s

ij

f
σ
∂
∂

在 * 1n
ij ijσ σ += 处取值。 

p
klεΔ 由剪切势函数 sg 确定： 

d
s

p s
ij

ij

gε λ
σ
∂

Δ =
∂

                        (6-26) 

式中d sλ 为比例因子。 

将式(6-26)代入式(6-25)得： 

( )* 1

d

s n
ijs

s s

ijkl
ij kl

f
f gC

σ
λ

σ σ

+

=
∂ ∂
∂ ∂

                       (6-27) 

上述的推导没有针对任何特殊的弹塑性本构关系，因此式(6-27)对一般的

非关联弹塑性本构模型都是适用的，也称为广义塑性理论[188,191]。在进一步推

导d sλ 前，需要注意以下的运算符号 

3

3 0
ij ij kk m ij ij m

ij ij ij ij kks s

ε δ ε ε σ δ σ

δ δ δ

= = =

= = =

,  

,        
               (6-28) 

根据弹性本构张量的性质有 

22
3

p p p
ijkl kl ij m ijC G K Gε ε ε δ⎛ ⎞Δ = Δ + − Δ⎜ ⎟

⎝ ⎠
              (6-29) 

式(6-29)中 p
mεΔ 为塑性体积应变增量。将式(6-26)代入(6-29)可得到： 
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22
3

d
s s

p s
ijkl kl ij

ij

g gC G K G αβ
αβ

ε λ δ δ
σ σ

⎧ ⎫⎛ ⎞∂ ∂⎪ ⎪⎛ ⎞Δ = + − ⎜ ⎟⎨ ⎬⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠⎪ ⎪⎝ ⎠⎩ ⎭
       (6-30) 

将式(6-30)代入式(6-25)得到d sλ 的另一种表示形式 

( )* 1

22
3

d

s n
ijs

s s s s

ij
ij ij ij

f

f g g fG K G αβ
αβ

σ
λ

δ δ
σ σ σ σ

+

=
⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞+ − ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠

         (6-31) 

上述的推导没有针对任何特殊的弹塑性本构关系，因此式(6-31)对一般的

弹塑性本构模型都是适用的[188]。 

针对 Drucker-Prager 模型，根据公式(6-6)和(6-9)有下列关系式： 

2 3

s s s
ijm

ij
ij ij m ij

s qf f f φστ δ
σ τ σ σ σ τ

∂∂ ∂ ∂ ∂
= + = +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
              (6-32) 

2 3

s s s
ijm

ij
ij ij m ij

s qg g g ψστ δ
σ τ σ σ σ τ

∂∂ ∂ ∂ ∂
= + = +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
              (6-33) 

将式(6-32)和(6-33)代入式(6-31)，并注意到式(6-28)给出的运算关系，可以

得到 Drucker-Prager 模型的比例因子d sλ 为 

( )* 1

d

s n
ijs

f
G Kq qφ ψ

σ
λ

+

=
+

                      (6-34) 

p
mεΔ 为塑性体积应变增量，根据式(6-26)和(6-33)有 

d d
s

p s s
m

g qαβ ψ
αβ

ε λ δ λ
σ
∂

Δ = =
∂

                (6-35) 

根据式(6-23)， 1nt + 时刻修正后的应力球量满足： 
1 * 1 * 1 dn n p n s

m m m mK Kqψσ σ ε σ λ+ + += − Δ = −          (6-36) 

由于 1n
ijσ + 满足 0sf = ，因此 

1 1n n
mk qφ φτ σ+ += −                   (6-37) 

因此根据应力返回算法，将弹性试探偏应力张量 * 1n
ijs + 按照比例缩小， 1nt + 时

刻的应力张量 1n
ijσ + 为 

1
1 * 1 1

* 1

n
n n n
ij ij m ijns τσ σ δ

τ

+
+ + +

+= +                   (6-38) 
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定义等效塑性应变为 

22 1 2
3 3 9

dp p p s
ij ij qψε ε ε λΔ = Δ Δ = +                (6-39) 

6.2.3.2 拉伸失效修正 

对于拉伸失效，其塑性修正过程如下。流动势函数的表达式见式(6-10)，

流动法则为 

                          d
t

p t
ij

ij

gε λ
σ
∂

Δ =
∂

                    (6-40) 

此处，d tλ 为比例因子。 

考虑到拉伸失效的屈服函数 tf 和流动势函数 tg ，因此： 

1
3

t t t
m

ij
ij ij m ij

f f f στ δ
σ τ σ σ σ

∂∂ ∂ ∂ ∂
= + =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
            (6-41) 

1
3

t t t
m

ij
ij ij m ij

g g g στ δ
σ τ σ σ σ

∂∂ ∂ ∂ ∂
= + =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
            (6-42) 

将式(6-41)和(6-42)代入式(6-31)，并考虑比例因子为d tλ ，因此 

( )* 1 * 1

d

t n n t
ijt m

f
K K
σ σ σλ

+ + −
= =                (6-43) 

p
mεΔ 为塑性体积应变增量，根据式(6-40)有 

d d
t

p t t
m

g
αβ

αβ

ε λ δ λ
σ
∂

Δ = =
∂

               (6-44) 

1nt + 时刻修正后的应力球量满足 
1 * 1n n p t

m m mKσ σ ε σ+ += − Δ =                  (6-45) 

显然，修正后的应力球量满足屈服函数 0tf = 。对于拉伸失效，由于仅仅

需要对应力球量进行修正，而偏应力不需要做修正，因此满足条件： 
1 * 1n n

ij ijs s+ +=                        (6-46) 

对于拉伸失效， 1nt + 时刻的应力张量 1n
ijσ + 为 

( )1 * 1 * 1 * 1n n t n t n
ij ij ij ij m ijsσ σ δ σ σ σ δ+ + + += + = + −          (6-47) 
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对于拉伸失效，定义等效塑性应变为 

2 2
3 3

dp p p t
ij ijε ε ε λΔ = Δ Δ =                  (6-48) 

6.2.4 程序实现和材料参数 

6.2.4.1 程序实现 

    以下给出 Drucker-Prager 的程序实现过程。程序实现过程如下： 
   (1) 首先根据式(6-19)计算旋转后的应力张量

nR
ijσ ，根据式(6-20)得到 1nt + 时

刻应力的试探值 * 1n
ijσ + ，进而计算剪应力试探值 * 1nτ + 和球应力试探值 * 1n

mσ
+ 。 

    (2) 当 * 1n t
mσ σ+ < 并且 ( )* 1 * 1, 0s n n

mf τ σ+ + > 时，根据式(6-34)计算比例因子d sλ ，

根据式(6-36)和(6-37)计算剪应力 1nτ + 和球应力 1n
mσ
+ ，根据式(6-38)计算 1nt + 时刻的

应力张量 1n
ijσ + 。 

    (3) 当 * 1n t
mσ σ+ ≥ 并且 ( )* 1 * 1, 0n n

mh τ σ+ + > 时，根据式(6-34)计算比例因子d sλ ，

根据式(6-36)和(6-37)计算剪应力 1nτ + 和球应力 1n
mσ
+ ，根据式(6-38)计算 1nt + 时刻的

应力张量 1n
ijσ + 。 

    (4) 当 * 1n t
mσ σ+ ≥ 并且 ( )* 1 * 1, 0n n

mh τ σ+ + ≤ ，根据式(6-47)计算 1nt + 时刻的应力张

量 1n
ijσ + 。 

6.2.4.2 材料参数 

    在程序实现过程中，拉伸强度参数 tσ 按照以下公式取值： 

( )
( ) ( )
( ) ( )

max max

max

0 0

0

0

t t t t

t t t

q

q

q

φ

φ

φ

σ σ σ σ

σ σ σ

⎧ =
⎪⎪= ≠ ≥⎨
⎪

≠ <⎪⎩

∩

∩

use

use use

      

   

      

             (6-49) 

此处 tσ use 为用户输入的材料拉伸强度。式(6-49)说明当材料参数 qφ 为零值

时，拉伸强度 tσ 取零值。其次，材料的拉伸强度不能超过 max
tσ 。 

在三维主应力状态下，Drucker-Prager 模型和 Mohr-Coulomb 模型可以匹配，

π平面上两个模型的关系如图 6.3 所示。Mohr-Coulomb 准则可以由岩土材料的粘

聚力 c 和摩擦角φ描述，三维主应力空间中的 Mohr-Coulomb 屈服面为六角棱锥

的锥面。 

根据不同的匹配关系，在 π平面上，如果 Drucker-Prager 模型取
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A
B

2σ

1σ

3σ

Drucker-Prager

Mohr-Coulomb 

A
B

2σ

1σ

3σ

A
B

2σ

1σ

3σ

Drucker-Prager

Mohr-Coulomb 

Mohr-Coulomb 模型的外接圆(与 A 点匹配)，此时参数 qφ 、 kφ 和qψ 取值为[187,191] 

 

 

 

 

 

 

 

图 6.3  π平面上的 Drucker-Prager 模型 

( )
6sin

3 3 sin
qφ

φ
φ

=
−

                    (6-50) 

( )
6 cos

3 3 sin
ckφ

φ
φ

=
−

                   (6-51) 

( )
6sin

3 3 sin
qψ

ψ
ψ

=
−

                   (6-52) 

如果取内接圆(与 B 点匹配)，此时参数 qφ 、 kφ 和qψ 取值为 

( )
6sin

3 3 sin
qφ

φ
φ

=
+

                    (6-53) 

( )
6 cos

3 3 sin
ckφ

φ
φ

=
+

                    (6-54) 

( )
6sin

3 3 sin
qψ

ψ
ψ

=
+

                   (6-55) 

如果在π平面上取六边形的内切圆，此时参数qφ 、 kφ 和qψ 取值为 

2

3 tan
9 12 tan

qφ
φ

φ
=

+
                     (6-56) 

2

3
9 12 tan

ckφ
φ

=
+

                     (6-57) 

2

3 tan
9 12 tan

qψ
ψ

ψ
=

+
                     (6-58) 



第 6 章 岩土冲击问题的物质点法模拟 

 123

以上三种匹配关系得到的计算结果略有不同，本文采用内接圆(与 B 点匹

配)来确定 Drucker-Prager 模型参数。对于 Drucker-Prager 模型，如果满足 0qφ = ，

则材料屈服面退化为 Mises 屈服面，意味着材料的屈服与压力无关。在

Drucker-Prager 模型中，如果剪胀角为零，则 0qψ = ，意味着材料满足塑性不可

压缩条件。 

6.3 Drucker-Prager模型的验证 

6.3.1 粘土边坡失效 

为了验证 Drucker-Prager 模型实现的正确性，以下采用物质点方法和有限

元方法对边坡失效过程进行模拟。对于潜在的边坡失效面，往往通过隐式有

限元方法可以得到准确的分析。对于边坡失效后的土体崩落过程，由于受到

网格畸变的限制，隐式有限元方法难于分析土体崩落过程。显式有限元方法

可以分析土体的崩落过程，但由于受到网格畸变的限制，往往需要很长的计

算时间。由于物质点方法具有模拟大变形的优点，因此物质点方法既能计算

出边坡的失效面，而且能模拟边坡失效后的土体崩落过程。 

本节分别采用物质点方法和显式有限元方法对粘土的边坡失效进行数值

模拟，显式有限元分析是基于 LS-DYNA 软件完成的。 

粘土边坡的外形和边界条件如图 6.4 所示，边坡侧面 AF 和 DE 边的 x 向

位移被约束，边坡底部 EF 边被完全固定，边坡承受的载荷为重力。该问题为

典型的平面应变问题，此处采用三维的有限元模型和物质点模型进行计算，

计算时将三维模型的 y 向位移(离面位移)约束来模拟平面应变状态。 

 

 

 

 

 

 

图 6.4 承受重力载荷的边坡模型 

粘土具有粘聚力较高，剪胀性低的特性。此处采用了 Drucker-Prager 模型
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来描述粘土边坡的失效，其中采用了非关联塑性本构关系，相应的剪胀角ψ 取

值为 0ο。粘土的摩擦角取为φ=20ο，粘聚力取为 c=10.0kPa。Drucker-Prager 模

型中，粘土的各项材料参数见表 6.1，按照内接圆等效计算土的 Drucker-Prager

模型材料参数。边坡的物质点模型采用了 19640 个质点进行离散，初始质点

间距为 0.5m，初始的背景网格尺寸为 1m，即每个格子包含了 8 个质点。边坡

的有限元模型采用了 19640 个单元和 30273 个节点进行离散。 

图 6.5(a)和 6.5(b)分别给出了粘土边坡失效的物质点方法和有限元模拟结

果，图 6.5 还给出了等效塑性应变的云纹图。从图 6.5 中可以看出滑移面从边

坡的底部开始形成，随着重力载荷的作用，滑移面从边坡底部贯穿到顶部，

从而导致边坡形成弧形的滑移面。从图 6.5 对比可以看出，两种算法均能有效

模拟该边坡失效问题，而且两种算法得到的边坡失效外形和滑移面外形较为

一致。 

表 6.1 边坡破坏模拟中土的材料参数 

E 
MPa  

ν 
ρ 

g/cm3 
φ 

deg 
c 

kPa 
ψ 

deg 
σt 

kPa 

70 0.3 2.1 20 10.0 0.0 27.48 

qφ 
kφ 

kPa 
qψ     

0.3545 9.74 0     

物质点方法模拟表明粘土边坡滑移时间为 5.8s，有限元模拟表明粘土边

坡滑移的时间为 6.2s。物质点方法模拟表明粘土边坡 x 向滑移的 大位移为

7.5m，而有限元模拟给出粘土边坡 x 向滑移的 大位移为 6.5m。对比表明，

对于粘土的边坡失效问题，采用 3.0GHzCPU 和 3.2G 内存的计算机，物质点

方法的计算时间仅仅为 6 分钟，而显式有限元方法计算时间为 262 分钟，而

且有限元计算中有网格畸变。 

6.3.2 砂土边坡失效 

同样对于图 6.4 所示的边坡结构，如果其材料为砂土，此处仍然采用物质点

方法和显式有限元方法分析砂土的边坡失效。砂土具有粘聚力低的特性，为了

和粘土边坡失效构型进行类比，此处仅将砂土的粘聚力取为 0.1c = kPa，其余的

材料参数和表 6.1 中的材料参数相同，仍然采用 Drucker-Prager 模型来描述砂土
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的力学行为。图 6.6(a)和 6.6(b)分别给出了砂土边坡失效的物质点方法和有限元

模拟结果，图 6.6 还给出了等效塑性应变的云纹图。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(a) 物质点方法模拟                    (b) LS-DYNA 有限元模拟 

图 6.5 粘土边坡的失效模拟(φ = 20ο，c = 10.0kPa) 
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t=10.2s 
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(a) 物质点方法模拟                       (b) LS-DYNA 有限元模拟 

图 6.6 砂土边坡的失效模拟(φ = 20ο，c = 0.1kPa) 
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由于砂土的粘聚力很低，在自重作用下边坡崩塌，砂土产生了较大的位移，

崩塌后的砂土边坡和水平方向形成了一个角度，即休止角。砂土的边坡失效并

没有形成明显的剪切带，而是边坡出现了显著的塑性流动。从图 6.6 可知，两种

算法均能有效模拟砂土的边坡失效问题，而且两种算法在不同时刻得到的边坡

外形和塑性区域均能吻合。 

物质点方法模拟表明砂土边坡的滑移时间为 8s，有限元模拟表明砂土的滑

移时间为 8.5s。物质点方法模拟表明砂土边坡的休止角为 15.5ο，而有限元模拟

表明边坡的休止角为 17.5ο，两者均低于材料的摩擦角(φ = 20ο)。对于砂土边坡失

效问题，物质点方法的计算时间仅仅为 6 分钟，而显式有限元方法计算时间为

19.8 小时，而且有限元计算出现了较为严重的网格畸变。 

以上采用了 Drucker-Prager 模型模拟了粘土边坡和砂土边坡的失效过程，物

质点方法和显式有限元方法的模拟结果比较吻合，因此说明本文实现的

Drucker-Prager 模型是正确的，其次说明物质点方法能高效地计算涉及土介质的

力学行为。 

6.3.3 沙坡流动模拟 

同样对于图 6.4 所示的边坡结构，其材料为散沙。采用显式有限元分析散沙

材料时，往往会因为粘聚力 c 为零值导致网格的突然畸变，导致无法继续求解。

此处采用物质点方法研究散沙的颗粒流动和边坡失效构型，分析所用的材料参

数见表 6.2，对于散沙流动模拟，此处摩擦角分别取 20ο、30ο和 40ο。 

不同摩擦角下 终的沙坡构型见图 6.7 所示，由图 6.7 可以得到沙坡的休止

角，沙坡流动的计算结果见表 6.3。由表 6.3 可以知道，随着散沙材料的摩擦角

升高，沙坡的休止角变大，但是沙坡的休止角明显低于其材料的摩擦角。 

 

表 6.2 散沙的材料参数 

E 
MPa 

υ 
ρ 

g/cm3 
φ 

deg 
c 

kPa 
ψ 

deg 

70 0.3 2.1 20、30 和 40 0 0 
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表 6.3 沙坡流动的数值模拟结果 

摩擦角(deg) 20 30 40 

沙坡滑移时间(s) 8.0 7.6 8.5 

休止角(deg) 15.2 22.0 29.0 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

图 6.7 不同摩擦角下沙坡 终构型 

6.4 岩土动力学问题应用 

6.4.1 铝棒堆积物流动模拟 

6.4.1.1 问题描述 

在岩土工程中，常常采用铝棒堆积物的流动来模拟沙和土的颗粒流，用铝

棒堆积物可以在实验室内再现边坡的二维失效过程。Bui 进行了干燥铝棒堆积物

(a) φ = 20ο 

(b) φ = 30ο 

(c) φ = 40ο 
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的坍塌流动实验[184]，实验初始构型为方形坡体结构，坡体高度和长度分别是

100mm 和 200mm，如图 6.8(a)所示。实验中采用的铝棒直径为 1mm 和 1.5mm，

长度为 500mm。实验开始时突然将右侧的挡板去掉，重力作用下铝棒堆积物便

开始流动。 

实验开始前用 20×20mm 的方形格子划分坡体外表面，通过格子的变形来观

测坡体结构的失效区域和失效过程。为了深入研究铝棒堆积物的材料力学性质，

Bui 进行了铝棒堆积物的剪切盒实验[184]，表明图 6.8(a)所用铝棒堆积物的摩擦角

为 19.8ο，粘聚力为零，说明干燥铝棒堆积物具有非粘聚特性。特别需要指出，

铝棒堆积物的力学性质和铝棒的力学性质不同。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(a) 铝棒堆积物的实验构型[184] 

 

 

 

 

 

(b) 物质点方法计算模型 

图 6.8 铝棒堆积物的实验构型和计算模型 

6.4.1.2 堆积物坍塌流动模拟 

此处采用物质点方法对铝棒堆积物坍塌流动问题进行数值模拟，数值模拟

按照平面应变问题处理。计算模型见图 6.8(b)。计算模型中采用了刚柔接触物质

点算法，底座按照刚体处理，底座和铝棒堆积物之间采用了非滑移接触条件。

堆积物
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在计算模型中，将铝棒堆积物左侧的 x 向位移约束。铝棒堆积物采用了 25600

个质点进行离散，底座刚体采用了 5120 个质点进行离散。初始质点间距为

1.25mm，背景网格大小为 2.5mm。铝棒堆积物本构模型为 Drucker-Prager 本构

模型，材料参数见表 6.4。 

需要说明的是在计算土和结构件相互作用时，结构件材料的弹性模量要比

土的弹性模量大 103 以上，通常计算结构件需要的时间步长比计算土的时间步长

小 30-200 倍，因此将结构件简化为刚体，可以大大节约计算时间。 

不同时刻的变形计算结果见图 6.9，图中还给出了等效塑性应变的云纹图，

图 6.9 表明与底座接触的材料等效塑性应变 大。数值模拟表明重力作用下铝棒

堆积物的流动时间大约为 0.64s。 

表 6.4 铝棒堆积物的力学参数[184] 

K 
MPa 

υ 
ρ 

g/cm3 
φ 

deg 
c 

kPa 
ψ 

deg 

0.7 0.3 2.65 19.8 0 0 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

图 6.9 堆积物坍塌流动的刚柔接触 MPM 模拟 

t=0.64s 

t=0.04s

t=0.1s

t=0.3s 
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图 6.10 给出了实验和数值模拟得到的 终构型。图 6.10 表明坡体休止角的

实验结果是 14ο，刚柔接触 MPM 计算得到的休止角也是 14ο。实验和计算均表

明坡体的休止角低于其材料的摩擦角 19.8ο，这也证实了前文的分析结论。 

图 6.11 将实验得到失效区和计算得到的失效区进行了定量比较，图 6.11 中

主要比较了两条曲线，一条曲线代表坡体的坡面(自由面)，一条曲线代表坡体的

失效面（等效塑性应变分界线），失效面将坡体的分为失效区和非失效区。图 6.11

的对比表明，坡体失效区的实验结果和数值模拟结果吻合。 

    综上所述，带拉伸失效的 Drucker-Prager 弹塑性模型能合理模拟堆积物的坍

塌流动过程，数值解和实验值的吻合也验证了刚柔接触物质点算法的有效性。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

图 6.10 堆积物坍塌后的 终构型，(a) 实验结果，(b) 刚柔接触 MPM 

 

 

 

 

 

 

图 6.11 实验与计算的堆积物失效区比较 
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6.4.2 岩土侵彻分析 

6.4.2.1 冲击速度 45m/s  

 飞行器返回地面时，会和地面产生撞击。在撞击过程，会产生较大的加速

度，大的加速度会对飞行器内部的仪表和人员造成伤害，因此，研究飞行器对

地面的撞击过程对飞行器的设计有重要的意义。为了研究飞行器对地表的撞击

过程，Fasanella 等[190]开展了半球壳对地表的撞击实验。本节采用物质点算法对

半球壳撞击地表的过程进行模拟，并同实验结果进行比较。 

半球壳的直径为 0.408m，质量为 12kg，材料为铝合金。实验过程中，半球

壳以 45m/s 的速度冲击地面，在半球壳内部装有传感器记录加速度历程。半球壳

撞击的地表材料为岩土，文献[190]将该岩土称为 UTTR 岩土。 

计算过程中，将半球壳的材料按照弹性材料模型处理，半球壳材料的密度

为 2.7×103kg/m3，弹性模量为 70GPa，泊松比为 0.3。岩土材料按照 Drucker-Prager

模 型 考 虑 ， 其 材 料 参 数 见 表 6.5 。 岩 土 靶 体 为 长 方 体 ， 其 尺 寸 为

1200×1200×960mm，考虑到问题的对称性，此处采用 1/4 实体模型进行质点离散。

计算中，半球壳和岩土靶体之间的摩擦系数μ取为零。初始的质点间距取为 6mm，

背景网格的格子边长为 12mm。离散后，半球壳的质点数为 26385，靶体的质点

数为 1600000 个。接触物质点算法计算表明 20ms 时，半球壳的动能为零值。 

为了对比说明问题，此处采用 LS-DYNA 显式有限元软件进行计算，半球壳

的单元数为 205 个，靶体的单元数为 43200 个。将接触 MPM 和有限元法得到的

侵彻结果和实验结果进行比较，见图 6.12。 

表 6.5  UTTR 岩土的材料参数 

E 
MPa 

υ 
ρ 

g/cm3 
φ 

deg 
c 

kPa 
ψ 

deg 
σt 

kPa 

4 0.3 2.2 20ο 40.84 0.0 112.21 

图 6.12 中给出了侵彻结束后靶体上的塑性应变分布状态，对比表明接触

MPM 和有限元方法得到的靶体塑性应变分布状态一致。物质点算法和有限元算

法得到的成坑深度随时间变化曲线见图 6.13，图 6.13 表明两种算法得到的成坑

深度基本吻合。以上计算表明，对于岩土靶体的低速侵彻问题，物质点方法和

有限元方法均能进行求解。 
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图 6.12 岩土靶低速冲击结果比较(初速 45m/s) 

 

 

 

 

 

 

 

 

图 6.13 岩土靶低速冲击的成坑深度计算 (45m/s) 
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6.4.2.2 冲击速度 200m/s  

 同样对于质量为 12kg 的半球壳，以 200m/s 的速度冲击 UTTR 岩土，此处

分别采用接触物质点算法和有限元法进行计算。模拟过程中，将半球壳的材料

按照弹性材料模型处理，半球壳材料参数见上节，岩土材料参数见表 6.5。对于

该冲击问题，没有实验数据可以参考，此处仅仅进行数值模拟分析。计算中半

球壳和岩土靶体之间的摩擦系数μ仍然取为零值。 

对于 200m/s 速度的岩土冲击问题，弹靶相互作用有限元计算结果见图 6.14 

(t=0.62ms)，此时靶体的局部网格变形也在图 6.14 中给出。有限元计算表明，在

冲击初期岩土产生了很大的局部变形，网格沿冲击方向被压缩成片状，出现单

元负体积，冲击过程计算到 0.62ms 终止。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

图 6.14  初速 200m/s 冲击岩土靶的有限元结果，t=0.62ms 

接触物质点算法表明，弹体速度在 6.6ms 时趋近于零值，不同时刻的弹靶相

互作用通过图 6.15 给出，图 6.15 中的云纹图表示塑性应变分布。图 6.15 表明，

在侵彻初期，岩土靶的失效区域仅仅限于与弹体接触部位。而在侵彻的 2.2ms

以后，靶体的失效区域逐渐扩大，失效面向靶体内部传播。 

虽然有限元计算仅仅给出了侵彻初期的计算结果，但这些结果可以用于接

触物质点算法的对比验证。0.62ms 时，有限元计算得到的成坑深度为 98mm，而

接触物质点算法给出的成坑深度为 95mm，可见两种数值模拟在侵彻初期得到的

计算结果吻合较好。但是，由于不受网格畸变的限制，接触物质点算法能够将

整个侵彻过程完整模拟。 

综上所述，与传统的有限元方法相比，物质点法能更好地模拟此类颗粒材
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料或者软物质的侵彻问题。 

      

     

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

图 6.15 初速 200m/s 冲击岩土靶的接触 MPM 模拟 

6.5 本章小结 

    为了模拟岩土的动力学问题，本章采用了带拉伸失效的 Drucker-Prager 弹塑

性本构模型描述岩土本构关系。在该模型中考虑了 Jaumann 应力率和非关联塑

性流动法则。 

(a) t=0.62ms (b) t=1.1ms (c) t=2.2ms 

(d) t=3.3ms (f) t=6.6ms (e) t=4.4ms 
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粘土边坡和砂土边坡失效分析表明，与显式有限元方法相比较，物质点方

法能更高效地计算边坡的失效过程。采用文中提出的刚柔接触物质点算法，并

结合 Drucker-Prager 模型，对堆积物的坍塌流动过程进行了数值模拟，对比表明

数值模拟和实验得到的堆积物失效区一致。 

    对于岩土的冲击侵彻问题，有限元方法在弹靶接触面上出现网格扭曲和单

元负体积等问题，有限元计算无法完成该问题的完整求解。不受网格畸变的影

响，物质点算法很好地模拟了岩土的侵彻问题。因此，对于此类颗粒材料或者

软物质的侵彻问题，采用物质点法进行模拟能够获得较好的计算结果。 
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第 7 章 结论 

7.1 研究成果 

冲击动力学问题在军事和航天航空领域有着重要的应用，并且作为热点问

题一直受到关注。本文采用 近发展的物质点法，对金属和岩土的冲击动力学

问题进行了深入研究。本文不但着重于 OpenMP 并行物质点算法和接触物质点

算法的研究，而且注重于将这些算法用于解决工程问题。其次，采用了数值模

拟、理论和实验相互验证的方法对文中给出的算法进行验证。 

本文的主要研究成果如下： 

(1) 在物质点法 OpenMP 并行化中，为解决节点变量计算的数据竞争问题，

提出了两种 OpenMP 并行物质点算法：数组扩展法和背景网格区域分解法。用

背景网格区域分解法，开展了铅弹超高速撞击铅靶问题的大规模并行计算(1300

万质点量级)，并和实验结果进行了比较。通过大规模的物质点法计算，获得了

更为精确的碎片云计算结果。 

(2) 给出了接触物质点算法的完整数学描述。针对文献中的界面法向量无法

满足共线条件问题，提出了一种新的接触界面法向量计算方法，保证了接触计

算中的法向量共线条件和动量守恒。采用弹性球对撞问题、Taylor 杆对称撞击以

及斜面上弹性球的滚动问题验证了接触物质点算法。进一步将接触物质点算法

用于钢珠侵彻薄钢板和尖拱弹贯穿铝靶的模拟，解决了标准物质点算法模拟此

类问题中侵彻阻力过大的问题。 

(3) 在一般接触物质点算法研究的基础上，提出了刚柔接触物质点算法。采

用弹性球撞击刚性面、Taylor 杆撞击刚性面和刚性斜面上弹性球的滚动问题，验

证了刚柔接触物质点算法。采用该算法模拟了 Taylor 杆撞击刚性面后的回弹效

应，模拟了水珠撞击台阶的大变形以及破碎过程。 

(4) 基于带拉伸失效的 Drucker-Prager 模型，结合物质点法模拟了岩土的动

力学问题。与显式有限元方法比较，物质点法能更高效地求解边坡失效破坏问

题。采用文中提出的刚柔接触物质点算法，对堆积物的坍塌流动过程进行了数

值模拟，对比表明数值模拟和实验得到的堆积物失效区一致。采用接触物质点

算法模拟了半球壳对岩土的侵彻过程。 
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本文的工作主要有以下三个创新点： 

(1) 提出了数组扩展法和背景网格区域分解法两种 OpenMP 并行物质点算

法，解决了物质点法 OpenMP 并行化中的数据竞争问题。开展了 1300 万质点量

级的超高速撞击模拟，得到了高精度的碎片云计算结果。 

(2) 提出了一种新的接触界面法向量计算方法，保证了接触分析中的共线条

件和动量守恒性。提出了将接触物质点算法用于侵彻模拟，解决了标准物质点

算法模拟此类问题中侵彻阻力过大的问题。 

(3) 提出了一种刚柔接触物质点算法，采用该算法和 Drucker-Prager 模型模

拟了堆积物的坍塌流动过程，取得了和实验结果相一致的数值计算结果。 

7.2 展望 

纵观上述研究成果，OpenMP 并行物质点算法和接触物质点算法的研究已经

比较彻底，超高速撞击问题和中低速侵彻问题的物质点法模拟已经比较完善。

结合本人的理论认识和工程实践，提出以下需要进一步需要开展的工作： 

(1) 开展物质点法和欧拉算法的耦合研究。物质点算法采用质点离散，不受

网格畸变限制，容易模拟物体的破碎。欧拉算法能自然处理物质的流动。因此，

可以进一步将物质点法和欧拉算法的耦合方法用于火烧下含能装置的破坏问题

模拟，以及用于分析接触爆炸问题。  

(2) 进一步开展物质点法和有限元法的耦合算法研究。通过背景网格，利用

接触算法建立物质点法和有限元法的耦合关系。 

(3) 采用物质点法开展泡沫材料的细观建模方法研究。可以考虑泡沫材料的

微结构建立细观模型，采用质点离散该模型，通过物质点法分析不同密度和不

同微结构下泡沫材料的压缩力学性能。 

(4) 结合 MPI 和大规模并行机进行更大规模的物质点法模拟(上亿质点)，进

行物理现象的精细捕捉。 
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