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摘  要  
 

无网格方法作为一种新型数值计算方法，可以不依赖于网格建立近

似函数，从而有效避免了复杂的网格划分过程和网格畸变等不利影响，

在处理非线性力学问题上有独特的优势。  

本文引入并详细论述了加权最小二乘无网格方法，它利用移动最小

二乘法构造近似函数，在离散方法上既吸收了配点法无需数值积分、计

算量小的优点，又具有迦辽金法稳定性好、精度高的优势，是一种完全

的无网格方法。  

本文采用显式时间积分格式求解波传播问题，通过先时间域离散后

空间域离散的办法，建立了加权最小二乘无网格法处理动态问题的求解

方程，并基于理论和数值分析指出加权最小二乘无网格法的最大允许时

间步长是相对较大的。算例分析表明，加权最小二乘无网格法相对无网

格迦辽金法和直接配点法初步体现出精度和效率上的综合优势。 

本文研究了弹性光滑接触的碰撞过程，并就加权最小二乘法在如何

判断接触以及如何在求解方程中引入接触条件方面做了详细的讨论，在

最后的求解方程中通过罚函数法引入接触条件，并通过附加约束的方法

消除刚度阵的奇异性。  

本文进一步研究了波动与碰撞的非线性动力学问题，采用三参数的

Mooney- Rivlin 超弹性材料，在 Lagrange 坐标下利用 Green 应变张量和第

二类 Piola-Kirchhoff 应力张量推导了加权最小二乘无网格法同时处理材料

非线弹性和几何非线性问题的求解方程，在静态和动态算例中都取得了

理想的计算效果，为该方法处理材料非线性问题打下了良好的基础。  

 

关键词：加权最小二乘法，弹性波，大变形，超弹性，接触  
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Abstract 
 

As a new- style numerical method, meshless method establishes trial 

functions independent of elements, thus it has some advantage to solve 

nonlinear mechanical problems because of effectively abstaining from complex 

meshing and disadvantageous influence of elements distorting.  

Weighted Least- Square Meshless Method is introduced and discussed in 

detail. WLSM, an absolute meshless method whose trial functions are 

developed by moving least- square method, not only is much cheaper by 

dispensin g with numerical integral as collocation method but also has the 

advantage in stability and accuracy as Galerkin method.  

Explicit time integral is introduced for the problem of wave propagation. 

The WLSM equation for dynamical problems is established in the way that 

discreteness in the coordinate of time is first and in the coordinate of space 

second. It is concluded by the theory and numerical study that the maximal 

allowable length of time step of WLSM is longer. Numerical studies show that 

WLSM is better  in accuracy and efficiency than Direct Collocation Method 

and Galerkin method.  

The impact with elastic smooth contact is studied, and it is discussed how 

to judge the contact and import it to the WLSM equation in detail. Penalty 

method is introduced to solve the contact, and the singularity of equation is 

ridden up by appending artificial constraint.  

 Ulteriorly, the nonlinear dynamical problem of wave and impact is 

considered. Three-parameter model of Mooney- Rivlin hyperelastic material 

studied, the WLSM equation for nonlinear elastic and nonlinear geometrical 

problems is established by Green strain tensor and the Second Piola - Kirchhoff 

stress tensor in Lagrange frame. And fine result is obtained in numerical 

experiment of static and dynamical problems. This study prepares for the 

further application on the nonlinear material problems. 
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第一章 引 言 

 

在工程技术领域内，由于计算机技术的飞速发展，使得有限元等数

值计算方法在计算效率和精度上有了全面的提升，从而得到了充分的应

用。但是，在应用过程中，有限元方法也遇到了其固有的缺陷，如模拟

锻造成形过程和高速撞击过程中所遇到的结构几何畸变问题、预测动态

裂纹扩展路径问题以及某些特殊情况下的奇异性问题和高频振荡问题

等。以上情况的相似之处是，在计算过程中网格产生很大的畸变，而有

限元方法其插值函数依赖于网格，一旦网格发生畸变，计算就会失效。

为解决这些问题就必需进行网格重构，生成新的网格信息，但这对计算

精度和计算速度产生了较大的影响。  

无网格方法中形成近似函数的过程是基于一系列节点进行的，并不

依赖于网格，这样既避免了网格划分的复杂过程（插值点可任意布置），

又不会碰到网格畸变这样的问题，所以这种方法具有重要的研究价值和

应用价值。  

本章阐述了无网格方法的基本思想和发展现状，特别说明了在动态

问题和非线性问题方面若干应用的情况。  

1.1  无网格方法  

1.1.1 无网格方法研究进展  

无网格方法产生于二十多年前，刚开始的时候发展较缓慢，近几年

才逐渐受到重视，很多新的无网格方法相继诞生。  

最早的无网格方法是光滑质点流体动力学法（Smoothed Particle 

Hydrodynamics Method，简称 SPH）[1 ]，它是由 Lucyt 在 1977 年提出的 [2]。

这种方法一开始用于处理天体物理现象中无边界星系爆炸问题，并取得

了成功。但是由于这种方法在精度和稳定性方面存在问题，所以一直没

有得到更为广泛的应用。随后在八十年代，Monaghan[3]等人在该方法的
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研究与应用中作出了突出贡献，他们将 SPH 方法发展为核函数法。近

几年，Swegle [4]和 Dyka [5]提出了 SPH 方法不稳定的起因及稳定化方案，

另外 Jonhson[6]等人也提出了一些改善应变计算的方法。随着 SPH 的日

益成熟，这种方法开始被广泛应用于水下爆炸仿真模拟、高速碰撞材料

动态响应的数值模拟等领域。  

Nayrdes 等人 [7]在 1992 年提出了散射元法（ Diffuse Element Method，

简称 DEM），并且用这种方法分析了 Possion 方程和弹性问题。在该方

法中，Nayrdes 最先将 80 年代初由 Lancaster 等人 [8]提出的移动最小二

乘近似法（Moving Least- square Method，简称 MLS）引入 Galerkin 法中，

得出具有
1C 连续性的近似解，而一般的有限元解只有

0C 阶连续。  

1994 年，美国西北大学的 Belytschko 在 Nayrdes 等人的工作基础上

发展出一种基于 MLS 的新方法，称为无单元伽辽金法（Element- free 

Galerkin Method，简称为 EFG） [9 ,10 ]。Lu 利用 EFG 对固体力学的许多问

题进行了分析，并且在模拟动态裂纹扩展问题上取得了很好的效果 [1 1]。 

西北大学的另一位学者 W.K.Liu 将传统的粒子方法与小波概念结合

起来提出了再生核粒子法（Reproducing Kernel Particle Method，简称

RKPM） [12 ]。由于结合了小波的概念，RKPM 可以利用小波函数的多尺

度分析思想派生出尺度再生核粒子法（ Multi Scale Reproducing Kernel 

Particle Method，简称 MRKPM），通过构造了一系列可同时伸缩和平移

的窗函数，实现了 RKPM 的自适应分析，这样一来可用于对局部问题进

行细致的数值分析。其后 Liu 等人使用 RKPM 方法对大量问题进行了数

值分析，如结构动力学问题 [13]等。  

1995 年，J.T.Oden 和 Duarte [14]提出了“Hp-Clouds”无网格方法，该

方法利用最小二乘原理建立单位分解函数，用来进行场量近似，然后通

过 Galerkin 变分建立离散模型。Oden 严格证明了通过在 Hp- Clouds 空间

引入单位分解函数，可以建立任意阶连续光滑的基函数。最近，Oden、

Duarte 和 Zienkiewicz等 [15]又提出了“New Clouds-Bases FEM”，这种方

法需要借助有限元网格，虽然破坏了“无网格”的部分特性，但给解决

问题带来了方便。  
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1996 年，西班牙学者 E.Onate 和 Idelsohn 等 [1 6 ]提出了有限点法（Finite 

Point Method，简称 FPM），该法采用 MLS 来构造形函数，采用配点格

式进行离散，是一种无需背景网格的完全无网格方法，它主要应用于流

体动力学领域。  

同样在 1996 年，波兰学者 Liszka 等 [17]提出了“Hp-Meshless Clouds 

Methods”，该方法不同于 Oden 的“Hp-Clouds”法，它主要采用配点

格式来求解，同样也是一种完全的无网格方法。  

近一段时间，著名的力学家 Atluri将边界元法的思想引入到无网格方

法的研究当中，发展了局部边界积分法（ Local boundary integral equation 

method，简称 LBIE） [18]和局部 Petrov 迦辽金无网格法（Meshless Local 

Petrov- Galerkin Method，简称 MLPG） [19]。它们都是基于移动最小二乘

原理来建立对场函数的近似，而且在积分时不需要背景网格，是完全的

无网格方法。另外，由于引入了边界元的思想，相对其他无网格方法，

它们在处理边界条件尤其是复杂边界条件方面具有优势。  

笔者所在的清华大学计算动力学研究室近几年也一直关注无网格方

法的研究进展 [20]，并且在基于径向基函数的配点型无网格方法方面取得

了一些研究成果 [21]。2001 年张雄等人 [22]开始提出了最小二乘配点型无

网格法（Least- Square Collocation Meshless Method，简称 LSCM），它采

用 MLS 近似函数，域内引入辅助节点，然后在最小二乘的意义下建立

泛函。与直接配点法（ Direct Collocation Meshless Method，简称 DCM）

相比，LSCM 的计算精度有了大幅度的提高。  

 

1.1.2 无网格方法研究综述  

以上所列举的无网格方法中，有多种形函数的构造方法，其中主要

有核函数近似、移动最小二乘近似和单位分解近似，后经证明发现前两

者是单位分解法的特例。随后，Belytschko 等 [1]又进一步证明了它们之

间的联系性。图 1.1 显示了流行的无网格近似方法之间的谱系关系 [1]。 

在无网格方法后来的发展过程中，尽管出现了多种形函数的插值方

法，但是离散求解方程的方案只有两种： Galerkin法和配点法。 
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Galerkin法由于用到了数值积分，所以就需要背景积分网格。它虽然

可以得到较高的精度，但使得完全无网格方法中的许多优点无法体现。

另外，由于无网格近似的形函数比较复杂，因此数值积分的阶次要求很

高，虽然最后的系数矩阵是对称的，但计算量仍然很大，这也是Galerkin

法的一个缺点。 

和Galerkin法相比，配点法不需要任何背景网格，是完全的无网格方

法。另外，配点法形成求解方程的步骤也较简单，计算量比较小。但是，

它的缺点是精度不高、稳定性不好，并且形成的刚度矩阵不对称。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1.1.3 无网格方法基本原理 

考虑以下的一般弹性力学问题： 

( )
( )

ˆ
t

u

A
B

= ∈ Ω
 = ∈ Γ
 = ∈ Γ

u p u
u t u

u u u
                 (1-1) 

其中 Ω代表定义域， uΓ 为位移边界， tΓ 为力边界。 A 和 B 为给定微分算

子， u为场变量，p为域内给定值， t 为力边界 tΓ 处给定值，同时在位移

边界给定位移为 û。 
 处理上面的微分方程组最一般的方法是用加权残差法，其格式为：  

连续移动最小二乘法 

移动最小二乘法 

连续核函数法 

离散核函数法 

单位分解法 

图 1.1  流形的无网格近似方法之间的谱系关系 
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[ ] [ ] ( )̂( ) - ( ) - - 0
t u

W A d W B d W d
Ω Γ Γ

⋅ Ω + ⋅ Γ + ⋅ Γ =∫ ∫ ∫u p u t u u     (1-2) 

其中 W 、 W 和 W 为任意权函数。 

加权残差法的关键是近似函数的构造和离散方案。在有限元方法中，

采用网格对区域进行划分，并且在各网格子区域内构造近似函数；如果

近似函数的构造是基于节点而不是网格，则被称为无网格近似，这也正

是无网格方法的理论基础。 

现有大部分无网格近似方法的一个共同点是其权函数具有紧支特

性，也就是说，它非零的子域要比剩余的区域小很多。与节点相关联的

紧支子域通常也被称为节点的影响区域。在二维问题中，常用的紧支子

域形状为盘状或矩形 [1]，如图1.2。其中粗线表示求解域，细线表示某个

节点对应权函数的紧支子域。可以看到，子域之间有相互重叠的部分。 

 

 

Onate等人提出了无网格方法应满足的条件 [16 ]： 

（1） 对未知函数及其偏导数的离散必须只依赖于分析域中所布点

的位置及由此而得的参数。  

（2） 权函数及其偏导数应只取决于分析域中点的位置。 

（3） 完全无网格法不需要体积分、面积分等数值积分过程。 

（4） 任何体积分或面积分应不依赖所选取的插值步骤 。 

 

1.1.4 无网格方法近似方案 

以下简要介绍无网格方法的两种主要近似方案——核函数近似和移

动最小二乘近似，它们发展得很成熟，使用得也最为广泛。 

图 1.2 二维问题中常用的紧支子域 
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以区域 Ω中定义的函数 ( )u X 为例进行说明。在区域 Ω内，取一组离

散的节点 ( 1,2, , )I I N=X L 。 

1. 核函数近似方案 

核函数近似方法主要用于 SPH 和 RKPM 方法。 ( )u X 利用核函数进行

如下近似： 

( ) (|| - ||, ) ( )hu w h u d
Ω

= ⋅ Ω∫ YX X Y Y             (1-3) 

其中 (|| - ||, )w hX Y 被称为核函数或权函数，具有紧支性，h是紧支域尺寸

的一个度量。紧支核函数的引入使得近似方案具有局部意义，即 ( )hu X 仅

仅取决于那些紧支域包含 X的节点。 

近似计算完成后，必须建立相应的离散形式。一旦选取了一种积分

离散的方案，则有： 

1

( ) ( )
N

h
I I

I

u u
=

= Φ ⋅∑X X                (1-4) 

( ) (|| - ||)I Iw vΦ = ⋅∆X X Y               (1-5) 

其中 Iv∆ 是关于节点 IX 的某种区域度量。 IΦ 被称为形函数。一般说来，

由于 ( )h
I Iu u≠ X ，所以 Iu 并不代表节点 IX 处的场函数值，就是说这里的

形函数不是插值函数，不满足 Kronecker δ 性质。 

2 .  移动最小二乘近似方案  

 ( )u X 的近似 ( )hu X 可用多项式表示为： 

1

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
m

h T
i i

i

u P a
=

= ⋅ ≡ ⋅∑X X X P X a X            (1-6) 

其中， ( )P X 为多项式基向量， ( )a X 为系数向量， m 代表基的项数。 

移动最小二乘近似通过令 ( )hu X 与对应节点场函数值 Iu 之差的加权

平方和取最小来构造近似函数，即使下式取最小值： 

( )
2

1

- ( ) ( ) -
N

T
I I I I

I

J w u
=

 = ⋅ ⋅ ∑ X X P X a X          (1-7) 

其中 ( - )I Iw X X 为与节点 IX 相关的权函数。可以看到权函数 ( - )I Iw X X 是

空间坐标 X 的函数，因此在计算时，由于每个节点位置的不同，权函数
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( - )I Iw X X 参数取值也不同，这样在每点都需要计算 min( )J ，即每一个节

点的近似函数都不同，故称近似函数是“移动”的。这样的好处是每一

个节点都可以令权函数在其上取最大值，提高计算精度。 

由于本文所用的近似方案为移动最小二乘近似，所以在后面的内容

中将有更为详细的讨论。 

 

1.2  无网格方法的应用  

无网格方法从诞生至今已经有二十多年的历史，人们在探讨算法本

身的同时，也将其应用于科研和工程的很多领域。  

1.2.1 在动力学问题中的若干应用  

动力学问题的数值方法涉及到空间域离散和时间域离散。无网格方

法由于产生时间较短，所以在时间域离散方面的研究成果不多，主要集

中在空间域的离散方面。  

通过数值方法对瞬态问题的研究开始于五十年代早期 [23]，

Hydrocodes和Wave Propagation codes的产生就是为了帮助人们解决发生

在流体或固体碰撞、穿透等情况下声波特别是激波的传播问题。八十年

代以后，由于SPH法的日益成熟，作为一种离散方法它开始被逐步应用

到动力学问题当中 [24 ]，成为最先应用于这一领域的无网格方法。 

SPH法在流体动力学问题中的应用很广。国内也有相应的研究，比

如贝新源等人在1995年使用SPH法模拟了流体三维斜高速碰撞过程 [25 ]。

他们的研究发现SPH法的逻辑简单，比较容易实现三维空间复杂流场模

拟，在完全Lagrange描述下可以顺利处理大变形问题，也可以较好处理

断裂、空穴甚至粒子云现象。但是他们也发现当问题涉及不同属性的材

料交界时，SPH法模拟会出现明显的数值振荡。其实SPH法的不稳定问

题很早就出现了，但一直没有得到完全的解决，当SPH法逐渐应用到固

体领域时，这个问题就更显尖锐。 J.P.Gray等人 [26]指出SPH法的不稳定

问题影响通常不大，但在弹性问题和脆性体问题中的影响却很严重，他
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们也因此提出可以通过引入人为应力的方法改善其稳定性。 

Gary在1999年研究了将移动最小二乘近似法应用于流体动力学问题

的途径 [2 7],并且通过算例表明MLS法由于其近似函数导数具有线性连续

性，所以在解决SPH法面临的三个难题（边界条件的处理、应变及扭转

的误差率和拉压状况下的不稳定性）方面有很大的突破。  

Krysl和Belytschko等人在利用无网格迦辽金法模拟裂纹的动态扩展

问题方面做了大量的工作。1999年他们利用EFG模拟了有限平板中混合

型裂纹的扩展、三维实体中币状裂纹的扩展以及处于拉伸和扭转状态下

三维棒中裂纹的扩展情况，并得到了很好的结果 [2 8]。  

1.2.2 在非线性问题中的若干应用  

力学领域内的非线性问题一般分为材料非线性、几何非线性和边界

条件非线性。无网格方法不依赖网格，十分适宜处理非线性特别是几何

非线性问题。  

J.S.Chen等人在1996年做了关于橡胶的大变形问题的分析 [2 9]，其中他

们利用了再生核粒子法作为近似方案。通过对RKPM方法的研究，针对

其在边界处近似函数不满足 Kronecker δ 性质的问题，文中提出了一种直

接转换法取代拉氏乘子法来处理边界条件。 

对于线性和非线性薄板结构的数值分析在应用力学和许多工程领域

内一直是个挑战。Li、Hao和W.K.Liu等人在2000年通过引入窗函数

（window function）来构造高阶的近似函数 [30]，从而有效的避免了刚度

阵条件数大和数值阻尼问题，很好的利用 EFG解决了薄板问题。 

K.M.Liew等人在 2002年发表的论文中全面阐述了利用RKPM解决大

变形问题的过程 [31]，特别提到近似函数无法在边界处满足 Kronecker δ 性

质的问题。他们研究发现通过罚函数引入强制边界条件的效果是令人满

意的，并且通过几何非线性和材料非线性问题的算例分析发现无网格模

型完全可以在精度和效率上和成熟的有限元法相比较。 

B.N.Rao等人在2001年发表了应用无网格法和有限元法分析裂纹的

破坏过程的论文 [32]。他们在对 I 型和混合型线弹性裂纹的破坏行为的模
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拟过程中，使用EFG处理靠近裂纹的区域，而有限元法则处理远离裂纹

的区域。从而避免了单纯有限元方法中网格划分对裂纹扩展路径的影

响。当然在如何建立EFG和FEM过渡的问题上，他们也做了深入的探讨。 

另外接触问题作为一种非线性边界条件问题在SPH法中有较多的研

究。J.Campbell等人在2000年发表的文章中总结了SPH法处理各种接触条

件的方法 [3 3]，特别推导了应用罚函数法引入接触边界条件的过程。图1.3

为他们做的对两段 4mm 长的钢棒以 2km/s的速度正碰的数值模拟结果，

可以看到SPH法的精度令人满意。  

 

 

1.2.3 本文工作的应用背景  

对于高速碰撞问题数值方法的研究在国防工业和国民经济的许多领

域中都有着广阔的应用前景。目前在这个领域内，有限元法是最常用的

数值分析方法，国外已研制了许多用于高速碰撞分析的程序，如

DYNA3D、HEMP3D、EPIC -3、HULL、TRIOIL/TRIDORF、METRIC、

K3和CELFE等。但有限元法在求解高速碰撞问题中也遇到了一些难以圆

满解决的问题，如网格畸变、复杂三维结构的网格生成等。 

无网格法作为一种新的数值方法，自身存在一些亟待解决的问题，

但它仍是求解高速碰撞等涉及网格畸变和网格重构问题的很有发展前

途的新方法。 

本课题是国家自然科学基金资助的研究项目，目的是寻找求解高速

图 1.3  SPH模拟一维高速碰撞数值结果( 0.2µs,  0.7µst t= = ) 
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碰撞问题的高效的无网格方法。高速碰撞问题对数值方法的计算效率有

很高的要求，就目前而言无网格方法的计算效率不如有限元方法，所以

既保持无网格法的优点又大幅度提高其计算效率将成为研究的重点。 

 

1.3  本文的主要工作 

本文的主要目的是在对加权最小二乘无网格法（Weighted Least Square 

Meshless Method，简称WLSM）进行详细论述的基础上推导其在弹性波

动问题、大变形问题以及涉及超弹性和接触等问题中的求解格式。本论

文共分四章：  

第一章，引言。对于无网格方法的基本原理和研究现状进行阐述，并且

进一步就无网格法在动力学和非线性力学等问题中的应用进行简单的

介绍。第二章，加权最小二乘无网格法。这一章详细介绍了在无网格方

法中被广泛使用的移动最小二乘近似方法，并基于 MLS 推导了加权最

小二乘无网格法对于弹性静力学问题的求解方程。通过对二维悬臂梁和

带孔方板算例的分析，将 WLSM 和 DCM 及 EFG 做简单的比较。  

第三章，大变形弹性波传播问题。这一章首先建立了WLSM求解弹性波

问题的方程，并对典型算例进行了数值分析。然后通过引入 Lagrange描

述下各力学参量及控制方程的形式，推导了 WLSM对于大变形问题的求

解方程，并对一维和二维大变形问题的算例进行了分析。  

第四章，超弹性体接触碰撞问题。这一章首先对典型的Mooney- Rivlin超

弹性材料的本构关系进行了分析，得到了适合WLSM使用的分量形式。

将其引入WLSM求解方程以后，进行了一维二维的算例分析。然后通过

具体讨论接触条件的形式和引入方程的方法，实现了利用WLSM对超弹

性体与光滑刚性墙正碰过程的模拟。  
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第二章   加权最小二乘无网格法 

 

加权最小二乘无网格法是一种新型无网格方法，采用移动最小二乘

法构造近似函数。移动最小二乘近似是局部近似与最小二乘法相结合的

产物，该方法直接基于空间离散的点进行近似，而不需要对区域进行网

格划分。 

本章前一部分详细介绍了 MLS 近似方法，然后作为 WLSM 在动力

学及非线性问题中应用的基础，建立其弹性静力问题的求解方程，并给

出了边界条件的处理方案，最后通过算例分析简单考察 DCM、WLSM

和 EFG 三种方法的计算效率，这些比较结果同样适于动力学和非线性

问题。  

2.1  移动最小二乘近似  

2.1.1 移动最小二乘近似的基本方法  

设未知函数 ( )u X 在区域 Ω内的近似为 ( )hu X ，其中 { }1 2, , , N=X X X XL
为域中节点的集合。在二维情况下 ( , )I I Ix y=X ，在三维情况下

( , , )I I I Ix y z=X 。 ( )u X 的近似 ( )hu X 可用多项式表示为： 

1

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
m

h T
i i

i

u P a
=

= ⋅ ≡ ⋅∑X X X P X a X             (2-1) 

其中 ( )P X 为多项式基向量， ( )a X 为系数向量， m 代表基的项数。 

移动最小二乘近似通过令 ( )hu X 与对应节点场函数值 Iu 之差的加权

平方和取最小来构造近似函数，即使下式取最小值： 

( )
2

1

- ( ) ( ) -
N

T
I I I I

I

J w u
=

 = ⋅ ⋅ ∑ X X P X a X            (2-2) 

其中 ( - )I Iw X X 为与节点 IX 相关的权函数。 

将(2-2)改写为矩阵形式： 
 ( - ) ( - )TJ = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅P a U W P a U              (2-3) 
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其中: 

1 2( , , , )T
Nu u u=U L  

1 1 2 1 1

1 2 2 2 2

1 2

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

m

m

N N m N

p p p

p p p

p p p

 
 
 =
 
 
 

X X X

X X X
P

X X X

L
L

M M O M
L

 

1 1

2 2

( - ) 0 0

0 ( - ) 0

0 0 ( - )N N

w

w

w

 
 
 =
 
 
 

X X

X X
W

X X

L
L

M M O M
L

 

由 J 对 a的变分为零以及 δ a的任意性得： 

( ) ( ) - ( ) 0⋅ ⋅ =A X a X B X U               (2-4) 

其中:  

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

T

T

= ⋅ ⋅

= ⋅

A X P X W X P X

B X P X W X
             (2-5) 

整理(2-4)得： 

-1( ) ( ) ( )= ⋅ ⋅a X A X B X U              (2-6) 

将(2-6)代入(2-1)得： 

-1( ) ( ) ( ) ( )h Tu = ⋅ ⋅ ⋅X P X A X B X U            (2-7) 

令 

-1( ) ( ) ( ) ( )T= ⋅ ⋅F X P X A X B X             (2-8) 

则有: 

( ) ( )hu = ⋅X F X U                 (2-9) 

可以看到近似函数中包含对矩阵 A 的求逆，使得MLS的计算量大为

增加，而且还存在 A 奇异的情况。有关近似函数 F 关于 X 的一阶、二阶

导数的表达式见附录 I。 
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2.1.2 基向量 P 以及权函数 W的选取  

基向量 P 一般取多项式的形式。 

在一维情形下： 

( ) ( )2
0 1( ) ( ), ( ), , ( ) 1, , , ,T r

rx p x p x p x x x x= =P L L        (2- 10) 

在二维情形下: 

( )2 2 -( , ) 1, , , , , , , , , , ,T r k r k rx y x y x xy y x x y y=P L L L       (2- 11) 

其中 r 为多项式基的阶数。 

常用情形为： 

一维线性基 1r = ,项数 2m = , ( ) (1, )T x x=P  

一维二次基 2r = ,项数 3m = , ( )2( ) 1, ,T x x x=P  

二维线性基 1r = ,项数 3m = , ( , ) (1, , )T x y x y=P  

二维二次基 2r = ,项数 6m = , ( )2 2( , ) 1, , , , ,T x y x y x xy y=P  

权函数 W应具有如下的特性： 

（1） 紧支特性，即 ( - )I Iw X X 仅在 IX 点的附近区域内不为零，其余

均为零。这使得每一点只影响其周围有限数量个计算点，形成的刚度矩

阵具有带状稀疏的特点，在计算时可以提高效率。 

（2） 非负性，即 ( - ) 0I Iw ≥X X 。 

（3） 衰减性，在定义域内随 || - ||IX X 的增大 ( - )I Iw X X 逐渐衰减，

即任一点对其周围的影响将随离该点的距离的增加而减小。 

一般情况下，高斯函数、指数型函数和样条函数都可以作为权函数。

本文中取截断高斯函数 [9]： 
2 2

2

-( / ) -( / )

-( / )

-

1-( )

0

R c d c

d c

e e R d
ew R

R d


≤

= 

 >

              (2- 12) 

其中 d 、c为常数，且 d 与布点情况相关；假设 ( )Iw R 为节点 IX 处的截断

高斯权函数，则 || - ||IR = X X 。函数形状如图2.1所示。 
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2.2  加权最小二乘无网格法  

下面以二维弹性静力学问题为例，给出加权最小二乘无网格法的具

体格式。弹性静力学问题的基本方程为： 
( ( )) ( ) 0
( ( )) ( )
( ) ( )

t

u

+ = ∈ Ω
 = ∈ Γ
 = ∈ Γ

B u x f x x
T u x t x x
u x u x x

            (2- 13) 

其中 Ω为求解域， uΓ 为位移边界， tΓ 为力边界； ( )u x 为待求位移场函数，

( )f x 、 ( )u x 和 ( )t x 分别为定义在域内、位移边界上和力边界上的已知函

数， B 和 T 为微分算子，即： 
2 2 2

2 2

2 2 2 2

2 2

1- 1
2 2

1- 1 1-
2 2

x y x yE

x y y x

υ υ

υ υ υ

 ∂ ∂ + ∂
+ ∂ ∂ ∂ ∂ =

 + ∂ ∂ ∂+ 
∂ ∂ ∂ ∂ 

B

图 2.1  截断高斯函数图 
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2

1- 1-
2 2
1- 1-1-

2 2

l m l m
x y y xE

m l m l
x y y x

υ υυ

υ υυ υ

∂ ∂ ∂ ∂ + ⋅ + ∂ ∂ ∂ ∂ =
∂ ∂ ∂ ∂ ⋅ + + ∂ ∂ ∂ ∂ 

T  

其中 l、 m 为边界外法线的方向余弦， E 、 υ分别为弹性模量和泊松比。 

由加权最小二乘的意义建立如下泛函： 

( ( )) ( ) ( ( )) ( ) ( ) - ( ) ( ) - ( )

( ( ))- ( ) ( ( ))- ( )

u

t

T Th h h h

Th h

w d d

d

α

β

Ω Γ

Γ

       Π = ⋅ + ⋅ + Ω + ⋅ Γ       

   + ⋅ Γ   

∫ ∫

∫

B u x f x B u x f x u x u x u x u x

T u x t x T u x t x

             (2- 14) 

其中 α 和 β 为罚函数； w为各计算点平衡方程残差项的权系数，即在总

泛函中的权重，本文中取 1w ≡ ，也就是忽略权系数的影响。 

类似于 Galerkin 法，(2-14)式需要进行数值积分，计算量很大。为

了避免使用积分，采用如下泛函： 

1 1

1

( ( )) ( ) ( ( )) ( ) ( ) - ( ) ( ) - ( )

( ( ))- ( ) ( ( ))- ( )

u

t

NN T Th h h h

I I J J
I J

N Th h

K K
K

x xα

β

= =

=

       Π = + ⋅ + + ⋅       

   + ⋅   

∑ ∑

∑

B u x f x B u x f x u u u x u x

T u x t x T u x t x

 

(2- 15) 

其中 N 为节点总数， uN 为位移边界上的节点总数， tN 为力边界上（包

括自由边界）上的节点总数。 

 将 MLS 近似式 (2- 9)代入(2- 15)中，并由该泛函的极小值问题可以得

到加权最小二乘无网格法的求解方程：  
⋅ =K U P                     (2- 16) 

其中： 

1 1 1

1 1 1

-

u t

u t

N NN
T T T
I I J J K K

I J K

N NN
T T T
I I J J K K

I J K

α β

α β

= = =

= = =

= ⋅ + ⋅ + ⋅

= ⋅ + ⋅ + ⋅

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑

K H H N N Q Q

P H f N u Q t

       (2- 17) 
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2 2 2

2 2

2 2 2 2

2 2

1- 1
2 2

,
1- 1 1-

2 2

x x y
I I I

x
J

J Iy x y y
J I I I

x y x yE

x y y x

υ υ

υ υ υ

 ∂ ∂ ∂+
+ +   ∂ ∂ ∂ ∂ = =   ∂ ∂ ∂+  + + 
∂ ∂ ∂ ∂ 

F F F
F

N H
F F F F

    (2- 18) 

2

1- 1 -
2 2

1- 1- 1 -
2 2

x x y y
K K K K

K x x y y
K K K K

l m l m
x y y xE

m l m l
x y y x

υ υυ

υ υ υυ

 ∂ ∂ ∂ ∂+ + ⋅ + ∂ ∂ ∂ ∂ =
 ∂ ∂ ∂ ∂⋅ + + + 

∂ ∂ ∂ ∂ 

F F F F

Q
F F F F

  (2- 19) 

由于 MLS 近似不具有插值特性，因此 (2-16)中待求位移向量 U 并不

是系统的位移向量，而只是一组未知参数，或称为广义位移向量。各节

点的位移需要利用 (2- 9)式求解。  

由式 (2- 18)和 (2- 19)可以看出， JN 和 KQ 的量级不同，故罚函数 α 和 β

也应该具有不同的量级。本文分别取为 2E 和 4E（ E 为材料的弹性模量）。 

由式 (2- 17)可以看到刚度阵 K 是对称矩阵，而且由于 MLS 取紧支权

函数，所以 K 同时满足带状稀疏的特点，这给方程的求解带来了便利。 
 

2.3  算例分析 

2.3.1 悬臂梁问题 

L

W

Px

y

 

 

悬臂梁尺寸为 L W× ，端部外载荷为 P ，如图 2.2。左端为中点固支、

其余点允许 y 向滑移的位移边界，即 0x = 边上满足如下的位移边界条

图 2.2  悬臂梁模型 
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件： 

0, 0 0

0 0

x y

x

u u y

u y

 = = =


= ≠
               (2- 20) 

弹性力学教材曾给出解析解 [34 ]为： 

 

2
2

2
2 2

2
2

(6 - 3 ) (2 )( - )
6 4

- 3 ( - ) (4 5 ) (3 - )
6 4

- ( - )

0

- -
2 4

x

y

x

y

xy

Py Wu L x x y
EI

P W xu y L x L x x
EI

P L x y
I

P W y
I

υ

υ υ

σ

σ

τ

 
= + + 

 

 
= + + + 

 

=

=

 
=  

 

     (2- 21) 

其中 υ表示泊松比， 3 12I W= 为截面相对中线的惯性矩。 

计算过程中，取杨氏模量 10000MPaE = ，泊松比 0.3333υ = ，模型尺寸

12.0m, 2.0mL W= = 。布点情况如图 2.3，均布 17 5× 节点。EFG 法数值积

分采用两点高斯积分。MLS 近似函数中节点影响域为圆域，离计算点最

近的第 12 点和计算点之间的距离乘以放大系数 2.0 作为该计算点的影

响域，基函数阶次为二次，高斯截断权函数参数取 1.0d = ， 0.2c = 。 

0 2 4 6 8 10 1 2

0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

Y
 (m

)

X (m)

 Point

 

 

图 2.4 给出了由 WLSM 计算的全场剪应力等高线图。图 2.5 至图 2.7

给出了 DCM、WLSM 和 EFG 三种方法分别计算下表面挠度、上表面应

力 xσ 和 yσ 的结果。 

图 2.3   悬臂梁17 5× 均匀布点 
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 EXACT  
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图 2.4  由 WLSM 计算的全场剪应力等高线图（单位：MPa ） 

图 2.5  下表面挠度计算结果 

图 2.6  上表面应力 xσ 的计算结果 
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表 2.2 悬臂梁65 17× 布点情况下计算时间 

0 2 4 6 8 10 12

-2

0

2

4

6

8

10

12

14

σ y 
 (M

P
a)

X (m)

 EXACT  
 DCM
 WLSM
 EFG

 

 

全场位移和应力的均方根误差见表 2.1。 

 DCM WSLM EFG 

位移均方根误差 11.2066％ 1.1715％ 0.3269％ 

应力均方根误差 12.6346％ 7.0436％ 3.5812％ 

 

在 65 17× 布点情况下，表 2.2 对计算时间进行比较，计算环境：

CPU-Intel PII350MHz，内存 192M。 

 DCM WSLM EFG 

刚度集成用时 0.76s  0.84s  33.24s  

方程求解用时 0.1s  0.19s  0 .19s 

 

综合以上结果，可以看到 EFG 在精度上有优势，而 WLSM 在精度和

计算速度上的整体效果优于 EFG 和 DCM。 

表 2.1  悬臂梁计算结果的均方根误差 

图 2.7  上表面应力 yσ 的计算结果 
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2.3.2 带孔方板问题  

x

y

a

D

D

q

 

 

对中心有圆孔的方板由对称性取其 1
4部分研究，边长为 D，中心圆

孔半径为 a ，如图 2.8 所示。右边界作用均布拉力 q，孔边缘为自由边界，

左边界和下边界分别固定 x向位移和 y 向位移。 

弹性力学教材曾给出解析解 [34 ]为： 

[ ]
2 4

3

2 4

2 4

2 4

2 4

2 4

2 4

( -1)
cos(2 ) 1 (1 )cos(2 ) - cos(2 )

4 2

( -1)
- - sin(2 )

4 2

3 3
1- cos(2 ) cos(4 ) cos(4 )

2 2

1 3
- cos(2 )-cos(4 ) cos(4 )

2 2

r

x

y

q a a
u r

G r r

q a a
u r

G r r

a a
q

r r

a a
q

r r

θ

κ
θ κ θ θ

κ
θ

σ θ θ θ

σ θ θ θ

  = + + + +    
 

=  
 

  = + +    
  = +   

2 4

2 4

1 3
- sin(2 ) sin(4 ) - sin(4 )

2 2xy

a a
q

r r
τ θ θ θ




 
  = +    

  (2- 22) 

其中剪切模量
2(1 )

E
G

υ
=

+
；平面应变时 3-4κ υ= ，平面应力时

3 -
1

υκ
υ

=
+

。 

图 2.8 带孔方板计算模型 
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计算过程中，杨氏模量 1000MPaE = ，泊松比 0.3333υ = ，模型尺寸

5.0mD = ， 1.0ma = 。布点情况如图 2.9，共 81 个节点。EFG 法数值积分

采用两点高斯积分。MLS 近似函数中节点影响域为圆域，离计算点最近

的第 12 点和计算点之间的距离乘以放大系数 2.0 作为该计算点的影响

域，基函数阶次为二次，高斯截断权函数参数取 1.0d = ， 0.2c = 。 

0 1 2 3 4 5
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P
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X (m)

 EXACT  
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图 2.9  带孔方板布点方案 

图2.10 0x = 边各节点应力 xσ 的计算结果 
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图 2.10 给出了由 DCM 和 WLSM 两种方法计算得到的 0x = 边各节点

应力 xσ 的结果。 

表 2.3 给出全场位移和应力的均方根误差。 

 
 DCM WLSM 

位移均方根误差 4.8912％ 2.9304％ 

应力均方根误差 18.0970％ 13.4434％ 

 

在 1089 点布点情况下，表 2.4 对计算时间进行比较，计算环境：

CPU-Intel PII350MHz，内存 192M。 

 
 DCM WSLM EFG 

刚度集成用时 0.65s  3.4s 57.0 s 

方程求解用时 0 .61s  1.14s  1.03 s 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

表 2.3  带孔方板计算结果的均方根误差 

表2.4 带孔方板 1089点布点情况下计算时间 
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第三章  大变形弹性波问题 

 

弹性波广泛存在于碰撞问题中，在很多简单情况下人们已经得到了

它的解析解，而对于更为复杂的弹性波传播问题可以通过数值方法解

决。本章前一部分从简单线弹性小变形波传播问题出发，通过在时间域

上采取显示积分格式，将加权最小二乘无网格法的弹性静力学格式发展

为动力学格式。  

大变形问题是非线性力学问题中的重要组成部分，寻找如何描述这

类问题、如何建立方程和发展数值求解格式一直是学者们关注的方向。

作为一种完全的无网格方法，加权最小二乘无网格法不受网格畸变等影

响，所以基于已有的 WLSM 静态、动态求解方程，本章在 Lagrange 坐

标下建立了能处理几何非线性问题的求解方程，并对线弹性材料算例进

行了分析。  

3.1  线弹性小变形弹性波问题  

3.1.1 弹性波问题的提法 [35 ] 

对于均匀各向同性弹性介质， Ω为求解域， uΓ 位移边界， tΓ 为力边

界，其动力学控制方程为： 

动力学方程： 
( , )

( , ) ( , )ij
i i

j

x t
f x t u x t

x

σ
ρ ρ

∂
+ =

∂
&&     ( )x∀ ∈Ω      (3-1) 

应力应变关系： 

( , ) ( , )ij ijkl klx t D x tσ ε= ⋅      ( )x∀ ∈Ω       (3-2) 

几何方程：    

( , )( , )1
( , )

2
ji

ij
j i

u x tu x t
x t

x x
ε

 ∂∂
= + 

∂ ∂  
   ( )x∀ ∈Ω      (3-3) 
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边界条件： 

 ( , ) ( , )i iu x t u x t=         ( )ux∀ ∈ Γ       (3- 4a) 

 ( , ) ( , ) ( , )ij j ix t n x t T x tσ ⋅ =      ( )tx∀ ∈Γ       (3- 4b) 

初始条件： 

0

0

( ,0) ( )

( ,0) ( )
i i

i i

u x u x

u x u x

=

=& &        ( )x∀ ∈Ω         (3-5) 

其中 ( , )if x t 、 ( , )iu x t 和 ( , )iT x t 为已知函数， 0
iu 和 0

iu& 分别表示初始位移和初

始速度。由于是均匀各向同性弹性介质，所以本构关系 (3- 2)式中有： 

2

1 0

1 0
(1- )

0 0 (1 ) / 2

E
D

υ

υ
υ

υ

 
 =  
 − 

              (3-6) 

通过几何方程和本构关系，可以用位移量作为基本变量表示无体力

时的动力学方程，即 Navier 方程： 
2 ( )G Gλ ρ∇ + + ∇∇⋅ =u u u&&     ( )x∀ ∈Ω      (3-7) 

3.1.2 最小二乘法求解方程  

在 Galerkin 变分形式中，泛函的意义是能量积分。先在空间域上通

过分部积分得到平衡方程的弱形式，然后将其在时间间隔 1t 到 2t 之间对

时间积分，给定了位移在两时刻的值之后，可以利用哈密顿原理得到包

含动能变分在内的总的系统泛函变分。 

然而如果沿用式 (2- 15)的泛函构造形式，则加权最小二乘法建立的动

力学方程泛函如下： 

( ) ( )

( ) ( )
1

1 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) - ( ) ( ) - ( ) ( ) - ( ) ( ) - ( )
u t

N Th h h h

I II

N N TTh h h h

J J K K
J K

ρ ρ ρ ρ

α β

=

= =

   Π = + − ⋅ + −   

      + ⋅ + ⋅       

∑

∑ ∑

B u x f x u x B u x f x u x

u x u x u x u x T u x t x T u x t x

&& &&
 

 (3-8) 

可以看出，泛函式 (3- 8)中包含加速度的二次项及交叉项，无法采用
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类似 Galerkin 法的求解域离散方案，即先空间域离散后时间域离散。所

以下面的推导步骤是先利用中心差分的方法离散时间域，然后再用加权

最小二乘法离散空间域，具体过程如下： 

第 i点在 t 时刻的位移函数的近似表达式为： 
 t h t

i i= ⋅u F U                   (3-9) 

其中 iF 为第 i 点处移动最小二乘近似的近似函数，由于考虑的是小变形

情况，所以这里认为 iF 与时间 t 无关； t U 表示 t 时刻全场节点的位移向

量。 

将 (3- 9)代入(3-7)中，得到第 i点在 t时刻的 Navier 方程： 
2 ( ) ( ) ( )t t t h

i i iG Gλ ρ∇ ⋅ + + ∇∇⋅ ⋅ =F U F U u&&    ( )x∀ ∈ Ω   (3- 10) 

由于 t U 独立于空间坐标、 iF 与时间无关，所以有： 

2 ( ) ( ) ( )t t t
i i iG Gλ ρ∇ ⋅ + + ∇∇⋅ ⋅ = ⋅F U F U F U&&   ( )x∀ ∈ Ω   (3- 11) 

引入关于空间坐标的微分算子 A ： 

     2 ( )A G Gλ= ∇ + + ∇∇       ( )x∀ ∈ Ω    (3- 12) 

式 (3- 11)可以写成： 

2

2

( )( )
t

t
i iA

t
ρ ∂⋅ = ⋅

∂
UF U F     ( )x∀ ∈Ω    (3- 13) 

将中心差分公式： 

-
2

1
( - 2 )t t t t t t

t
+∆ ∆= +

∆
U U U U&&     ( )x∀ ∈Ω    (3- 14) 

将 (3- 14)代入 (3- 13)，化简得： 

     ( ) t t t t
i iB + ∆ + ∆⋅ =F U Q      ( )x∀ ∈Ω     (3- 15) 

其中 t t
i

+ ∆ Q 为等效载荷向量： 

 
2

-
2 2

( )

2
( ) -

i i

t t t t t
i i i i

B
t

A
t t

ρ

ρ ρ+∆ ∆

=
∆

 = + ⋅ ⋅ ∆ ∆ 

F F

Q F F U F U
     (3- 16) 

在最小二乘的意义下要求泛函 
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 ( ) - ( ) -
Tt t t t t t t t

i i i i
i

B B+∆ +∆ + ∆ +∆   Π = ⋅ ⋅ ⋅   ∑ F U Q F U Q     (3- 17) 

对未知量 t t+∆ U 的变分为零 

0t t

δ
δ +∆

Π
=

U
                   (3- 18) 

得到如下方程组： 

  ( ) t t t tM +∆ +∆⋅ =F U Q               (3- 19) 

其中 ( )M F 为等效质量阵， t t+∆ Q为等效载荷向量： 

 

( ) ( ) ( )

( )

T
i i

i

t t T t t
i i

i

M B B

B+∆ +∆

= ⋅

= ⋅

∑

∑

F F F

Q F Q
             (3- 20) 

简单的观察 (3-19)式，可以发现等效质量阵 ( )M F 是对称矩阵，同时

由于移动最小二乘近似取紧支权函数，所以 ( )M F 还具有带状稀疏的特

点。 

边界条件可以通过罚函数方法引入，考虑到方程系数矩阵的对称性

有： 

第 i个位移边界条件 ( , ) ( , )i iu x t u x t= ： 

   
( ) ( , )

( ) ( , )

T t t T
ii i i

T t t T
ii i i

u x t

u x t

+ ∆

+∆

⋅ ⋅ = ⋅

⋅ ⋅ = ⋅

F F U F

F F U F
            (3- 21) 

对于所有位移边界条件有： 

( ) ( , )T t t T
ii i i

i i

u x tα α+ ∆⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅∑ ∑F F U F         (3- 22) 

其中 α 为罚数，本文中一般取弹性模量 E 的立方。 

第 j个力边界条件 ( , ) ( , ) ( , )ij j ix t n x t T x tσ ⋅ = 可以表示为： 
( ) ( , )t t

j jC T x t+∆⋅ =F U                 (3- 23) 

其中 C 为关于空间坐标的微分算子。然后有： 

( ) ( ) ( ) ( , )T t t T
j j j jC C C T x t+ ∆ ⋅ ⋅ = ⋅ F F U F         (3- 24) 

对于所有力边界条件有：  
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( ) ( ) ( ) ( , )T t t T
j j j j

j j

C C C T x tβ β+ ∆   ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅   ∑ ∑F F U F     (3- 25) 

其中 β 为罚数，本文中一般取弹性模量 E 。 

最后将 (3-22)和 (3-25)的左右端项分别加入 (3-19)两端，形成最后的

求解方程。可以看到最后形成总的等效质量阵仍然为带状稀疏的对称

阵。 

3.1.3 DCM和EFG求解方程  

直接配点法形成方程的过程很简单：在域内节点处满足平衡方程残

差为零；在边界节点处满足边界条件残差为零。 

本文中直接配点法同样采用先时域离散后空域离散的方法。对第 i 个

域内节点的平衡方程的处理结果同 (3- 15)，如下： 
( ) t t t t

i iB + ∆ + ∆⋅ =F U Q     ( )x∀ ∈Ω         (3- 26) 

边界条件为: 

( , )t t
jj u x t+ ∆⋅ =F U     ( )x∀ ∈Ω         (3- 27) 

( ) ( , )t t
k kC t x t+∆⋅ =F U    ( )x∀ ∈Ω         (3- 28) 

假设有 I 个平衡方程、J 个位移边界条件和 K 个力边界条件，则 DCM

最后的求解方程为： 

( ) ( 1,2, , ) ( )

( , ) ( 1,2, , ) ( )

( ) ( , ) ( 1,2, , ) ( )

t t t t
i i

t t
jj u

t t
k k t

B Q i I x

u x t j J x

C t x t k K x

+∆ +∆

+ ∆

+ ∆

 ⋅ = = ∀ ∈Ω


⋅ = = ∀ ∈Γ
 ⋅ = = ∀ ∈Γ

F U

F U

F U

L
L
L

   (3- 29) 

可以看到直接配点法形成方程的过程简单，但是最后的等效质量阵

不是对称矩阵。 

EFG 形成方程的过程非常类似有限元方法，空间域采用 Galerkin 变

分、时间域采用中心差分法，期间利用达朗伯-拉格朗日原理和哈密顿

原理。不考虑体力和粘滞力时形成的方程为： 
t t t⋅ + ⋅ =M U K U Q&&                 (3- 30) 

这里的质量阵 M 、刚度阵 K 和载荷向量 t Q 分别为： 
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t

T

V

T

V

t T

dV

dV

d

ρ
Ω

Ω

Γ

= ⋅

= ⋅ ⋅

= ⋅ Γ

∫

∫

∫

M F F

K B D B

Q F T

                (3- 31) 

其中 F 为移动最小二乘近似函数； B 的形式如下： 

   

0 0 0

0 0 0

0 0 0

T

x y z

y x z

z y x

 ∂ ∂ ∂
 ∂ ∂ ∂ 
 ∂ ∂ ∂

=  ∂ ∂ ∂ 
 ∂ ∂ ∂
 ∂ ∂ ∂ 

L ， = ⋅B L F      (3- 32) 

用中心差分法对 (3- 30)进行时间积分，得到： 

  ˆˆ t t t t+ ∆ +∆⋅ =M U Q                 (3- 33) 

其中等效质量阵 M̂ 和等效载荷向量 ˆt t+∆ Q分别为： 

2

-
2 2

1ˆ

2 1ˆ - - -t t t t t t

t

t t
+∆ ∆

=
∆

 = ⋅ ⋅ ∆ ∆ 

M M

Q Q K M U M U
       (3- 34) 

对于位移边界条件的处理考虑到对称性的问题，采用罚函数法，同 (3- 22)

如下： 

( ) ( , )T t t T
ii i i

i i

u x tα α+∆⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅∑ ∑F F U F        (3- 35) 

其中 α 为罚数，本文中一般取弹性模量 E 的平方。 

最后将 (3-35)的左右端项加入 (3- 33)中形成 EFG 法的求解方程。可以

看到等效刚度阵为带状稀疏的对称矩阵，同时形成方程的过程中(3- 31)

式存在积分，所以需要背景积分网格。 
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3.1.4 算例分析  

3.1.4.1  一维杆在冲击载荷作用下弹性波传播问题 

 

L

x

P

 

 

长为 L的杆，左端固定，右端受到一个拉伸冲击载荷 P 的作用，如

图 3.1 所示。问题的基本方程和定解条件为： 
2 2

2 2 2

1
- 0      (0 )

( ,0) ( ,0) 0.0,   (0, ) 0, ( , )

u u
x L

x c t
u x u x u t L t pσ

∂ ∂
= < <

∂ ∂
 = = = = &

       (3- 36) 

其中 c E ρ= ，即波速。 

杆中位移场的解析解为： 
- -3 3( , ) {[ ( ) - ( - )]-[ ( ) - ( - )]

- 5 5[ ( ) - ( - )]- }

c x L x L x L x Lu x t H t H t H t H t
E c c c c

x L x LH t H t
c c

+ += + +

++ + L
 (3- 37) 

其中 ( )H x 为 Heaviside 阶跃函数： 

1 0
( )

0 0

x
H x

x

>
=  <

 

算例中各参量取值为：杨氏模量 10000MPaE = ，材料密度 31.0kg/mρ = ，

杆长 10.0mL = 。这时弹性波波速理论值为 100m/sc = ，波从一端传至另一

端需要 0.1s 。冲击载荷 P 用图 3.2 表示的载荷情况模拟。载荷只作用 0.02s，

其中在 0.01s时出现应力峰值 100MPa 。 

计算过程中，采用均布 41 节点，时间步长固定： 0.00005st∆ = 。图

3.3 到图 3.8 给出了用 DCM、EFG 和 WLSM 进行数值计算的结果，其中

EFG 数值积分过程采用两点高斯积分,MLS 近似函数中节点间距乘以放

图 3.1  一维杆受冲击载荷模型 
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大系数 2.8 作为各点影响域半径，基函数阶次为二次，高斯截断权函数

参数取 1.0d = ， 0.2c = 。 
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图 3.3 表示 WLSM 计算位移场在五个不同时刻的情况。可以看到位

移波传播稳定，很好地满足了理论波速 100m/sc = 的要求。 

图 3.4 表示 WLSM 计算全场应力 xσ 在五个不同时刻的情况。可以看

到应力波传播稳定，基本满足理论波速 100m/sc = 的要求。在固定端 0x =

处，应力的反射系数为+1，这样该处应力 xσ 反射前的理论峰值为

100MPa ，反射时的理论峰值为 200MPa ，数值结果基本符合。不过在经

过一次反射后， 0.120st = 时的应力峰值较反射前出现了 13.2%的衰减，

这主要是因为罚函数引入力边界条件，使得反射前拉力波峰后出现本不

存在的弱压力波，反射后拉力波和这个弱压力波叠加导致的反射波幅值

受到削弱。 

图 3.5 表示三种方法计算固定端 0x = 处节点位移的结果曲线。可以

看到发生反射时刻的时段内，三种方法很好的满足了固支的位移边界条

件，但是相对 DCM，EFG 和 WLSM 的位移计算结果稍差，而且伴随振

荡。这是由于 EFG 和 WLSM 两种方法是通过罚函数引入位移边界条件，

并不是精确满足的。 

图 3.2  冲击载荷时程曲线 
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图 3.3  一维杆中位移场随时间的变化 

图 3.4  一维杆中全场应力 xσ 随时间的变化 
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图 3.5  固定端 0x = 处位移变化的时程曲线 

图 3.6  固定端 0x = 处 xσ 变化的时程曲线 
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图 3.7 中点 5x = 处位移变化的时程曲线 

图 3.8 中点 5x = 处 xσ 变化的时程曲线 
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图 3.6 表示三种方法计算固定端 0x = 处节点应力 xσ 的结果曲线。可

以看到第一次反射过程三种方法的结果一致，到第二次反射的时候 EFG

的应力衰减情况最小。 

图 3.7和图 3.8 分别表示三种方法计算杆中点 5x = 处位移和应力的结

果曲线。 

表 3.1 给出随布点数的变化，DCM、EFG 和 WLSM 三种方法计算固

定端节点应力峰值的结果情况。由表中的数据可以得到如下三点结论： 

（1）EFG 采用两点高斯积分和四点高斯积分对于结果精度的提高并

不是很明显。 

（2）EFG的精度在三种方法中为最高（除了节点数为 101时的情况）。 

（3）当节点数量足够密的时候，三种方法的精度都很高，且十分接

近。 

对于高速碰撞问题来说，一般实际计算时的布点数量非常多，所以

通过以上的考察可以预测 WLSM 的精度完全可以和 EFG 相当，甚至可

以更好。 

固定端节点应力峰值 /理想峰值× %100  

EFG 

 

节点数 DCM 

2GP 4GP 

WLSM 

101  92.07  95.46  96.00  96.31  

81  88.74  94.07  95.52  93.79  

51  87.08  90.86  93.15  90.20  

21  79.70  84.25  86.84  83.30  

11  55.37  63.52  66.43  63.57  

注：GP 表示高斯积分点数 

 

 

 

表 3.1 固定端节点应力峰值与理想峰值比较 
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正如前面的推导，算例分析中的时域离散使用显示时间积分，这种

方法是条件稳定的，存在允许的最大时间步长 ct∆ 。表 3.2 给出了均布

41 节点时考察时间步长对三种方法的影响情况。 

 DCM EFG  WLSM  

0.0015st∆ =  √  √  √  

0.0016st∆ =  √  × √  

0.0024st∆ =  √  × √  

0.0025st∆ =  × × × 

注：√表示计算可以进行；×表示计算失效 

 

从表 3.2 可以发现，DCM 和 WLSM 显示格式的最大允许时间步长明

显大于 EFG。2000 年 Patrick Smolinski曾经就一维热传导问题讨论了 EFG

和有限元法（Finite Element Method，简称 FEM）显示格式的最大允许时

间步长问题 [3 6]，最后得到的结果是： 

EFG max

2
e

c

L d
t∆ = ，

2
FEM

2
e

c
Lt∆ =              (3- 38) 

其中 EFG
ct∆ 表示 EFG 的最大允许时间步长， FEM

ct∆ 表示 FEM 的最大允许时

间步长， eL 表示网格（对 EFG 来说就是背景积分网格）的尺寸， maxd 表

示无网格法近似中节点影响域的最大尺寸。配点格式的 DCM 和基于配

点格式的 WLSM 中泛函形成的过程可以看作是以各节点影响域为背景

积分网格的单点高斯积分过程，如果按照 Smolinski的理论，与(3- 38)相

应的 DCM 和 WLSM 的最大允许时间步长为：  
2

DCM WLSM max

2c c

d
t t∆ = ∆ =                (3- 39) 

其中 DCM
ct∆ 表示 DCM 的最大允许时间步长， WLSM

ct∆ 表示 WLSM 的最大允

许时间步长。考虑到网格尺寸 eL 和节点间距相当，而节点影响域的最大

尺寸 maxd 显然大于节点间距，故： 

表 3.2 时间步长的影响 
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 max ed L>                    (3- 40) 

 所以不难得到以下结论： 

DCM WLSM EFG FEM
c c c ct t t t∆ = ∆ > ∆ > ∆            (3- 41) 

综合以上的结果分析， EFG 虽然精度较高，但是计算量相对较大，

DCM 精度不如 WLSM，所以 WLSM 相对 EFG 和 DCM 体现出在计算精

度和速度上的综合优势。 
 

3.1.4.2  Lamb问题 

y

x

P

L

L

 

 

Lamb 在 1904 年发表了对弹性半空间介质受力后弹性波传播问题的

研究结果，此后人们把振源位于半无限介质表面或内部所产生的弹性波

传播问题称为 Lamb 问题 [37 ]。 
 

 

图 3.9 Lamb问题模型 
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考虑二维情况中的对称性和弹性波速有限性，Lamb 问题模型可以表

示成图 3.9，其中 P 表示载荷线元： 
- ( ) ( )P Q x f tδ= ⋅ ⋅       (3- 42) 

式 (3- 42)中 ( )xδ 表示激振力作用

范围很小，在数值计算中，线载荷 P

通过静力等效原则转换为一个作用

于小范围区域的振源，如图 3.10。 

计算过程中，取杨氏模量

10000MPaE = ，材料密度 3100kg/mρ = ，

泊松比 0.3333ν = ，这样可以得理论弹

性波速为 10m/sc E ρ= = 。MLS 近似

函数中节点影响域为圆域，离计算点最近的第 12 点和计算点之间的距

离乘以放大系数 1.2 作为该计算点的影响域，基函数阶次为二次，高斯

截断权函数参数取 1.0d = ， 0.2c = 。 

由于准备考察 0.7s以内弹性波传播情况，所以模型尺寸定为

7.0mL = ，均布 21 21× 节点，取固定时间步长 0.0005st∆ = 。 

图 3.11 给出了在四个不同的时刻利用 WLSM对 ( ) sin(100 )f t t= 激振力

作用下全场应力 yσ 的计算结果。可以看到类似正弦波形的弹性波传播速

度很好地满足了理论波速。 

若 P 取为随时间线性增加的

载荷，如图 3.12。则存在理论解
[35 ]： 

( )
- [ ( , , - )

( ) ( , , - )

( )
( , , - ) ]

rL

tT

rT

TL

t

y Ls

t

Ts

s

TLt

df s
Q G r t s ds

ds
df s G r t s ds

ds
df s

G r t s ds
ds

σ θ

θ

θ

=

+

+

∫

∫

∫

   

        (3-43) 

 

图 3.10  分布式激振载荷 
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图 3.12 原点处载荷 0P 随时间的变化 
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图 3.13 给出对称线上 -2.0my = 处节点应力 xσ 和 yσ 的计算值和理论

值。可以看到 WLSM 的计算结果和理论解基本符合。应力 yσ 结果误差

图 3.11 ( ) sin(100 )f t t= 激振力作用下全场应力 yσ  
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相对较大主要原因是分布力作用范围内节点个数有限（4 点），不能完

全描述激振力总的效果。 

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7
-0.25

-0.20

-0.15

-0.10

-0.05

0.00

0.05

σ
y

σ 
 (

M
P

a)

t (s)

 Exact     
 WLSM

σ
x

 

 

3.2  大变形问题  

3.2.1 Lagrange描述 [38 ,39 ] 

借助于运动着的具体物质质点（它以基准状态的位置坐标为标记）

来考察运动和变形的方法叫做物质描述或 Lagrange 描述，物质坐标一般

用 iX 表示。 

物体的当前坐标 ix 相对于物质坐标 iX 的偏导数 i jx X∂ ∂ 为变形梯度，

它是一个非对称二阶张量。变形梯度实际上可以看成一个线性变换，它

把参考构形中质点 iX 的邻域映射到当前位形 ix 的一个邻域；或者说，它

把初始的线元 idX 变换到当前的线元 idx 。所以变形梯度刻划了整个变

形，它既包含了线元的伸缩，也包含了线元的转动，在大变形问题的分

析中起着重要的作用。 

 

 

图 3.13  对称线上 -2.0my = 处节点 xσ 和 yσ  
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3.2.2 应变、应力的度量和平衡方程的形式 

大变形问题中应变的度量通常采用 Green- Lagrange 应变张量 E ，分量

形式为： 

1
2

j i k k
ij

i j i j

u u u u
E

X X X X

 ∂ ∂ ∂ ∂= + + ⋅  ∂ ∂ ∂ ∂ 
       (3- 44) 

其中 iu 为变形后的位移，在这它是 Lagrange 坐标 iX 的函数。可以看到

Green 应变张量 E 是一个对称的二阶张量。在小变形情况下，忽略 (3- 44)

式中 ( ) ( )k i k ju X u X∂ ∂ ⋅ ∂ ∂ 项。  

iu 通过离散点的位移值近似以后，Green 应变张量 E 和离散点位移向

量 a之间以及他们变分之间的关系式推导如下 [38 ]。  

假设移动最小二乘近似可以表示为：  
h
i i= ⋅u F a                  (3- 45) 

将 Green 应变张量 E 表示成线性项和非线性项两个部分： 

 L N
ij ij ijE E E= +                 (3- 46) 

其中 L
ijE 为线性项， N

ijE 为非线性项： 

1
( )

2

1
2

jL i
ij

j i

N k k
ij

j i

uu
E

X X

u u
E

X X

∂∂
= +

∂ ∂

∂ ∂
= ⋅

∂ ∂

             (3- 47) 

为了便于推导，用列矢量表示以上三个张量： 

11 22 33 23 31 12

11 22 33 23 31 12

11 22 33 23 31 12

[ , , , 2 , 2 , 2 ]

[ , , ,2 , 2 , 2 ]

[ , , , 2 , 2 ,2 ]

T

L L L L L L T
L

N N N N N N T
N

E E E E E E

E E E E E E

E E E E E E

=

=

=

E

E

E

        (3- 48) 

将 (3- 45)代入 (3- 47)，这样 (3-48)可表示为： 
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1

2

3

3 2

3 1

2 1

0 0

0 0

0 0

0

0

0

L L

X

X

X

X X

X X

X X

∂ 
 ∂ 

∂ 
 ∂ 
 ∂
 ∂ = ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ = ⋅
 ∂ ∂
 ∂ ∂ 
 ∂ ∂
 
∂ ∂ 

 ∂ ∂
 
∂ ∂ 

E F a L F a B a       (3- 49) 

1

2 1 2

1 1 1

3 1 2

2 2 2

3 2 1 2

3 3 3

3 1

2 1

0 0

0 0

0 0
1 1
2 2

0

0

0

T

T

n
T

n
N T T

n

T T

T T

X

X

X X X
X

X X X
X X

X X X

X X

X X

 ∂
 ∂ 
 ∂
 

∂  ∂Φ∂Φ ∂Φ 
  ∂ ∂ ∂ ∂  
 ∂  ∂Φ∂Φ ∂Φ

= ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅   ∂ ∂ ∂∂ ∂   
  ∂ ∂ ∂Φ∂Φ ∂Φ
   ∂ ∂ ∂∂ ∂   

 ∂ ∂
 
 ∂ ∂
 ∂ ∂ 

u

u

I I I
u

E I I I a A G
u u

I I I
u u

u u

L

L

L

N= ⋅a B a%  

(3- 50) 

( )L N L N= + = + ⋅ = ⋅E E E B B a B a% %            (3- 51) 

由于 A 与 a有关，所以可以看出 Green 应变张量 E 和节点位移矢量 a

之间是非线性关系。 

由 (3- 49)有： 
 L Lδ δ= ⋅E B a                  (3- 52) 

由 (3- 50)得： 
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  ( ) ( )δ δ⋅ ⋅ ≡ ⋅ ⋅A G a A G a               (3- 53) 

这样由 (3-50)和 (3-53)得： 

 
1 1

( ) 2
2 2N Nδ δ δ δ δ= ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ = ⋅E A G a A G a A G a B a%     (3- 54) 

联立 (3- 52)和 (3- 54)得： 

 ( )2L Nδ δ δ= + ⋅ = ⋅E B B a B a%              (3- 55) 

对比 (3- 51)和 (3- 55)，发现联系 E 和 a 的转换矩阵 B% 与联系 δE 和 δ a的

转换矩阵 B 不同，这一点和小变形情况不同。 

大变形问题中相对于初始构形定义的且对称的应力张量为第二类

Piola -Kirchhoff 张量 S，对于线弹性材料，本构方程可以写成：  
 = ⋅S D E                    (3- 56) 

在 Lagrange 构形下无体力时的平衡方程形式为：  

 [ ] 0lk il
k

S F
X
∂

⋅ =
∂

                (3- 57) 

其中 ijF 为变形梯度张量的分量：  

i i
ij ij

j j

x u
F

X X
δ

∂ ∂
= = +

∂ ∂
              (3- 58) 

3.2.3 最小二乘法求解格式  

本节以一维、二维线弹性大变形问题为例，给出域内方程的建立、

边界条件的处理以及非线性方程的求解过程。 

3.2.3.1  域内方程的建立 

采用完全拉氏方法（ Total Lagrange）格式，考虑无体力时的情况。 

在一维问题中，第 i点平衡方程 

(1 ) 0i
i

dud
S

d d
 + = Χ Χ 

               (3- 59) 
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其中： 

1
2

i i

T
Ti i i

i

i i

u

d d d
E

d d d

S E E

= ⋅

    = + ⋅ ⋅ ⋅    Χ Χ Χ   
= ⋅

F a

F F F
a a            (3- 60) 

最小二乘意义下的泛函及其变分形式： 

1 1i i
i i

i

du dud dS S
d d d d

      Π = + ⋅ +      Χ Χ Χ Χ      
∑         (3- 61) 

2 2 2

2 2 2

2 1 1

2 1 1

i i
i i

i

i i i i i i i i i
i i

i

du dud dS S
d d d d

du dS d u d S du d u d u dS d u
S S S

d d d d d d d d d

δ δ

δ δ δ
δ

       Π = + ⋅ +       Χ Χ Χ Χ       

      = + + ⋅ + + + +      Χ Χ Χ Χ Χ Χ Χ Χ Χ      

∑

∑
 

(3- 62) 

其中：  

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2

2 2

2

2

, , ,

i i

T T
T Ti i i i i i i i

T T
T i i i

i

T
Ti i i i

T
Ti i

u

du d d u d d u d d u d
d d d d d d d d

d d d
S E

d d d

dS d d d
E

d d d d

d S d
E

d d

δ δ

δ δ
δ δ

δ δ

δ
δ

= ⋅

= ⋅ = ⋅ = ⋅ = ⋅
Χ Χ Χ Χ Χ Χ Χ Χ

    = ⋅ + ⋅ ⋅    Χ Χ Χ   
    

= + ⋅ ⋅ ⋅    Χ Χ Χ Χ    

= ⋅
Χ Χ

F a

F F F F
a a a a

F F F
a a

F F F
a a

F
a

2

22
T
i id d

d d

    
+ ⋅ ⋅    Χ Χ    

F F
a

   

       (3- 63) 

由 δ a的任意性，当 0δΠ = 时，得到方程：  

1 ( ) 0Ψ =a                      (3- 64) 

其中  
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2 2

1 2 2
1

2

2

2

2

( ) 1

1
2

11 2
2

N
I I I I

I

I I I I

T

I I I I

d d d d
dX dX dX dX

d d d d
dX dX dX dX

d d d d
dX dX dX dX

=

     Ψ = + ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅            
      + ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ ⋅             

      ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ ⋅      
     

∑ F F F F
a a a a a

F F F Fa a a a

F F F Fa a a

2

24 1
T

I I Id d d
dX dX dX

   
   

    + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅          

F F F
a a

   (3- 65) 

N 为节点总数。 

 在二维问题中，第 i点平衡方程： 

 1 1 1 1
11 21 12 22

1 1 2 2 1 2

(1 ) (1 ) 0
i i i i

i i i iu u u uS S S S
X X X X X X

   ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂⋅ + + ⋅ + ⋅ + + ⋅ =   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   
  (3-66a ) 

2 2 2 2
21 11 22 12

1 2 1 2 2 1

(1 ) (1 ) 0
i i i i

i i i iu u u u
S S S S

X X X X X X
   ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂

⋅ + + ⋅ + ⋅ + + ⋅ =   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   
  (3-66b) 

其中： 

2 2 2 2

1 1 2 2 1 2
11 22

1 1 1 2 2 2

1 2 1 1 2 2
12

2 1 1 2 1 2

11 11 22 22 22 12 2

1 1 1 1
,

2 2 2 2

1 1
2 2

,
1- 1-

i i
j j

i i i i i

u

u u u u u u
E E

X X X X X X

u u u u u uE
X X X X X X

E ES E E S E Eυ υ
υ υ

= ⋅

       ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + + = + +       ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂       

   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂= + + ⋅ + ⋅   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   

 = + ⋅ = + ⋅ 

F a

1

12 122
2(1 )

i

i iE
S E

υ

  

 =  +

   (3- 67) 

最小二乘意义下的泛函及其变分形式： 
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1 1 1 1
11 21 12 22

1 1 2 2 1 2

1 1 1 1
11 21 12 22

1 1 2 2 1 2

2
21

1

(1 ) (1 )

(1 ) (1 )

(1

i i i i
i i i i

i

i i i i
i i i i

i
i

u u u u
S S S S

X X X X X X

u u u u
S S S S

X X X X X X

u
S

X

    ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ Π = ⋅ + + ⋅ + ⋅ + + ⋅    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂     
    ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ⋅ ⋅ + + ⋅ + ⋅ + + ⋅    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂     

∂∂
+ ⋅ +

∂

∑

2 2 2
11 22 12

2 1 2 2 1

2 2 2 2
21 11 22 12

1 2 1 2 2 1

) (1 )

(1 ) (1 )

i i i
i i i

i

i i i i
i i i i

u u u
S S S

X X X X X

u u u u
S S S S

X X X X X X

    ∂ ∂ ∂∂ + ⋅ + ⋅ + + ⋅    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂     
    ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ⋅ ⋅ + + ⋅ + ⋅ + + ⋅    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂     

∑
 

          (3- 68) 

1 1 1 1
11 21 12 22

1 1 2 2 1 2

1 1 1 1
11 21 12 22

1 1 2 2 1 2

21
1

2 (1 ) (1 )

(1 ) (1 )

2 (

i i i i
i i i i

i

i i i i
i i i i

i

u u u u
S S S S

X X X X X X

u u u u
S S S S

X X X X X X

S
X

δ δ δ

δ

    ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ Π = ⋅ + + ⋅ + ⋅ + + ⋅    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂     
    ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ⋅ ⋅ + + ⋅ + ⋅ + + ⋅    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂     

∂
+ ⋅

∂

∑

2 2 2 2
11 22 12

2 1 2 2 1

2 2 2 2
21 11 22 12

1 2 1 2 2 1

1 ) (1 )

(1 ) (1 )

i i i i
i i i

i

i i i i
i i i i

u u u u
S S S

X X X X X

u u u u
S S S S

X X X X X X

δ
    ∂ ∂ ∂ ∂∂ + + ⋅ + ⋅ + + ⋅    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂     
    ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ⋅ ⋅ + + ⋅ + ⋅ + + ⋅    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂     

∑
 

(3- 69) 

其中： 

1 1 1 2 2
11

1 1 1 1 1

2 1 1 2 2
22

2 2 2 2 2

1 2 1 1 1 1 2 2 2 2
12

2 1 1 2 2 1 1 2 2 1

11

1
2

1

i i
j j

i

u

u u
E

X X X X X

u uE
X X X X X

u u u u
E

X X X X X X X X X X

E
S

δ δ

δ δ

δ δ

δ δ

δ

= ⋅

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + ⋅ + ⋅ ⋅ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂= + ⋅ + ⋅ ⋅ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= + + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

=

F a

F F F
a

F F F a

F F F F F F
a

11 22 22 22 11 12 122 2, , 2
- 1- 2(1 )

i i i i i i iE E
E E S E E S Eδ υ δ δ δ υ δ δ δ

υ υ υ
     + ⋅ = + ⋅ =     +

 (3- 70) 

由 δ a的任意性，当 0δΠ = 时，得到方程： 
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1 ( ) 0Ψ =a                     (3- 71) 

3.2.3.2 边界条件的处理 

在一维问题中，假设第 j个位移边界条件为： 

( )j ju uΧ =
)
                   (3- 72) 

对于所有位移边界条件代入移动最小二乘近似函数且考虑对称性要

求后有： 
T T
j j j j

j j

a uα α⋅ ⋅ = ⋅∑ ∑F F F )            (3- 73) 

其中 α 为罚数。 

假设第 m 个力边界条件为： 

m mS q=
)
                  (3- 74) 

代入移动最小二乘近似函数后： 

1
2

T
Tm m m

m

d d d
E q

d d d

    + ⋅ ⋅ ⋅ =    Χ Χ Χ   

F F F
a a )      (3- 75) 

考虑对称性的要求变化为： 

1 1
2 2

1
2

T T T
Tm m m m m m

T T
m m m

m

d d d d d d
E

d d d d d d

d d d
q

d d d

         + ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅         Χ Χ Χ Χ Χ Χ         

    = + ⋅ ⋅ ⋅    Χ Χ Χ   

F F F F F F
a a a

F F F
a )

 

 (3- 76) 

对于所有力边界条件整理得: 

1 1
2 2

1
2

T T T
Tm m m m m m

m

T T
m m m

m m
m

d d d d d d
E

d d d d d d

d d dq q
d d d

β

β

          + ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅         Χ Χ Χ Χ Χ Χ         

    − ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅    Χ Χ Χ     

∑

∑

F F F F F F
a a

F F Fa) )
 

(3- 77) 

其中 β 为罚数。 
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将 (3- 72)和 (3- 76)的左右端项分别加入 (3- 64)的两端，得到一维问题

最后的求解方程： 
( )Ψ =a Q                    (3- 78) 

在二维问题中，假设第 j 个位移边界节点在 k 方向上的给定位移为

jku
)

： 

( )k j jku uΧ =
)

                 (3- 79) 

对于所有位移边界条件代入移动最小二乘近似函数且考虑对称性要

求后有： 

( ) ( )T Tk k k
j j j jk

j k j k

uα α⋅ ⋅ = ⋅∑∑ ∑∑F F a F
)

       (3- 80) 

其中 α 为罚数。 

假设第 m 个力边界节点处给定应力 m
nlS 为 mnlq

) ： 
ˆm

nl mnlS q=                   (3- 81) 

代入移动最小二乘近似函数后： 

ˆ( , )nl m mnlA q=F a                 (3- 82) 

其中 nlA 表示关于空间坐标的微分算子。 

考虑对称性的要求变化为： 
ˆ( , ) ( , ) ( , )nl m nl m nl m mnlB A B q⋅ = ⋅F a F a F a       (3- 83) 

其中 [ ]( , ) ( , )nl m nl mA Bδ δ= ⋅F a F a a。 

对于所有力边界条件整理得: 

[ ] [ ]ˆ ˆ( , ) ( , ) - ( , ) ( )nl m nl m nl m mnl nl m mnl
m n l m n l

B A C q D qβ β⋅ ⋅ = ⋅∑∑∑ ∑∑∑F a F a F a F  

(3- 84) 

其中 ( , ) ( , ) ( )nl m nl m nl mB C D= +F a F a F ； β 为罚数。 

将 (3- 79)和 (3- 83)的左右端项分别加入 (3- 70)的两端，得到二维问题

最后的求解方程： 
( )Ψ =a Q                     (3- 85) 
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3.2.3.3  非线性方程组的求解 [40 ] 

最小二乘法的求解方程组是一个非线性方程组，本文采用增量法求

解，具体过程如下： 

给 ( )Ψ =a Q右端载荷项乘以系数 λ ，用以控制载荷步长： 
( ) λΨ =a Q                    (3- 86) 

在每一个载荷增量步中采用以下两种方法求解： 

1. Newton? Raphson? NR? 法 

对 1m + 个载荷增量步的第 1n + 次迭代形式为： 

( )1
1 1

n
m mλ+

+ +Ψ =a Q                 (3- 87) 

然后将 1
1( )n

m
+
+? a 表示成在 1

n
m+a 附近的仅保留线性项的 Taylor 展开式： 

( ) ( )1 1 11

nn T n
m m mm

λ+ + ++
Ψ + ⋅ ∆ =a K a Q           (3- 88) 

其中 ( )
1

nT

m+
K 表示 1m + 个载荷增量步的第 n次迭代后的切线刚度阵： 

( )
11

| n
m

nT

m

d
d +=+

Ψ=
a a

K
a

              (3- 89) 

整理 (3- 87)得： 

( ) ( )
-1

1 1 11
-

nn T n
m m mm

λ+ + ++
   ∆ = ⋅ Ψ   a K Q a          (3- 90) 

在本文中每个载荷步中的迭代次数是由 2
1|| ||n

m+∆a 控制的。 

一般情况下 NR 法具有良好的收敛性，但是它每次迭代需要重新形

成切线刚度阵 ( )
1

nT

m+
K 和求解关于 1

n
m+∆a 的方程组，计算量很大。 

2. 修正 Newton? Raphson? mNR? 法： 

为了减少 N R 法在迭代过程中由于重新生成切线刚度阵而增加的计

算量，mNR 法对 NR 法的迭代过程进行了简化，即对于同一载荷步中每

次迭代步使用相同的切线刚度阵，定义为： 

( ) ( ) ( )( )
0

1 1

nT T T
mm m+ +

= =K K K a            (3- 91) 

这样一来，求解 (3-89)时系数矩阵只需要分解一次，每次迭代只需回

代求解即可。显然计算量相对 NR 法大为减小，但付出的代价是较低的
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收敛速度。 

3.2.4 算例分析  

 先用一维、二维大变形静力分析作校核，然后再进行动态大变形算

例分析。 

3.2.4.1  一维杆拉伸问题 

L

x p
 

 

一维杆拉伸问题计算模型如图 3.14 所示，计算过程中取杨氏模量

100MPaE = ，杆长 10mL = ，端部拉应力 100MPap = ，均布 16 节点。在使

用载荷增量迭代过程中，分别采用 20 载荷步和 50 载荷步。EFG 数值积

分过程采用两点高斯积分,MLS 近似函数中节点间距乘以放大系数 2.5

作为各点影响域半径，基函数阶次为二次，高斯截断权函数参数取

1.0d = ， 0.3333c = 。 

三种方法对自由端 x L= 处节点位移的计算结果如图 3.15 和图 3.16。 

由于考虑了大变形的影响，自由端的位移小于相同载荷条件下小变

形解，也就是抗拉刚度增大了，而且由于杨氏模量取值较小，故大变形

效果显著。可以看出各种方法的结果都符合的很好， 

表 3.3 给出了两种载荷增量步情况下不同方法的迭代收敛情况。可以看

出在不同载荷步下的迭代收敛情况方面， EFG 最好，而 WLSM 优于

DCM，当载荷步较多时，三种方法趋于一致。 

 

 

 

 

 

图 3.14  一维杆拉伸模型 
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平均迭代次数 DCM（NR） WLSM（NR） WLSM（mNR） EFG（NR） 

20 载荷增量步 3.10 3.05 3.65 3.00 

50 载荷增量步 3.04 3.00 3.06 3.00 

注: 迭代阀值为 71.0 10−×  

0 20 40 60 80 100
0

2

4

6

U
x 

(m
)

P (Pa)

 LINEAR     
 DCM(mNR)   
 WLSM(NR)   
 WLSM(mNR)  
 EFG(NR)    

20 Steps

 

 

0 20 40 60 80 100
0

2

4

6

U
x (m

)

P (Pa)

 LINEAR     
 DCM(mNR)   
 WLSM(NR)   
 WLSM(mNR)  
 EFG(NR)    

50 Steps

 

图 3.15 20 载荷增量步 x L= 处位移计算结果 

图 3.16  50 载荷增量步 x L= 处位移计算结果 

表 3.3 两种载荷步情况下不同方法迭代收敛平均次数 
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3.2.4.2  二维梁弯曲问题 

p

p

L
W

x
y

 

 

二维梁上下表面受相同的均布载荷 p ，梁的尺寸为 L W× ,如图 3.17

所示。对于大变形问题，外载荷 p 可以分为跟随载荷（VL）和铅垂载荷

（FL）两种方式施加。 

（1）跟随载荷表示载荷 p 的作

用方向始终垂直于物面，这时上表

面载荷施加情况如图 3.18。由于跟

随载荷完全可以在 Lagrange 构形下

描述，所以用第二类 Piola- Kirchhoff

张量 S的分量定义相应的力边界条

件为： 

22 12- ,   0S p S= =     (3-92) 

（2）铅垂载荷表示无论物面如

何变形，载荷 p 的方向始终保持铅

垂, 这时上表面载荷施加情况如图

3.19。由于这时载荷定义需要涉及

Lagrange 构形和 Euler 构形，所以用

第一类 Piola- Kirchhoff 张量 t 定义相

应的力边界条件为： 
 2 1- ,   0II IIpτ τ= =      (3-93) 

其中 2IIτ 表示 Lagrange 构形中法线方向为 2X 向的表面（即上、下表面）

上沿 Euler 构形中 2x 向的应力分量， 1IIτ 表示 Lagrange 构形中法线方向为

图 3.17  二维梁上下表面受均布载荷模型 

图 3.18  跟随载荷 

Ω

p

图 3.19  铅垂载荷 

Ω

p
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2X 向的表面（即上、下表面）上沿 Euler 构形中 1x 向的应力分量。  

 由 t 和 S的关系，可以得到用 S表示的力边界条件：  

 2 1
2 2 1 1( ) - ,   ( ) 0II IIk k II IIk k

k k

u u
S p S

x x
τ δ τ δ

∂ ∂
= + = = + =

∂ ∂
      (3- 94) 

在计算过程中，取梁的尺寸为 10m, 1mL W= = ，杨氏模量

1200MPaE = ，泊松比 0.2υ = ，均布 41 5× 节点。MLS 近似函数中节点影

响域为圆域，离计算点最近的第 12 点和计算点之间的距离乘以放大系

数 1.2 作为该计算点的影响域，基函数阶次为二次，高斯截断权函数参

数取 1.0d = ， 0.2c = 。 

载荷增量步数设为 100 时，图 3.20 给出 WLSM 对于梁挠度的计算结

果，其中 HOLDEN 表示 Holden 解析解 [4 0]。 

可以看到计算结果显著地包含了线性部分和非线性部分，在小变形

范围内，计算结果和线性结果符合的很好，而在大变形范围内，结构呈

现出比线性分析结果刚硬的情况。另外依赖于变形的跟随载荷使得结构

表现得比不依赖于变形的铅垂载荷情况下更柔软一些。WLSM 的计算结

果和 Holden解析解符合得很好。 

0 1 2 3 4 5 6 7 8
0

1

2

3

4

5

6

7

8

w
 (

m
)

K=PL3/EI

   HOLDEN    
   LINEAR
   WLSM(VL)
   WLSM(FL) 

 图 3.20  大变形情况下梁挠度计算结果 
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3.2.4.3  二维杆受冲击载荷问题 

L

W

p(t)x

y

 

 

二维杆右端表面受均布冲击拉伸载荷 ( )p t 的作用，如图 3.21 所示，

这里考虑载荷 ( )p t 始终垂直与物面的情况。杆的长度为 L、宽度为 W 。

( )p t 采用图 3.2 所示的载荷模型，不过峰值设为 1000MPa 。 

计算过程中，取杆的尺寸为 10mL = ， 2mW = ，杨氏模量为

10000MPaE = ，材料密度为 31.0kg/mρ = ，泊松比为 0.1υ = ，均布 21 5× 节

点，时间步长取 0.0005st∆ = 。MLS 近似函数中节点影响域为圆域，离计

算点最近的第 12 点和计算点之间的距离乘以放大系数 1.2 作为该计算

点的影响域，基函数阶次为二次，高斯截断权函数参数取 1.0d = ， 0.2c = 。 

图 3.22 表示 ( , ) (0,0)x y = 处节点应力 11S 和 22S 的计算结果。图 3.23 表示

全场应力 11S 随时间变化的情况。 

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4
-1500

-1000

-500

0

500

1000

1500

S
 (

M
P

a)

t (s)

 WLSM-s
11
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22

 

 

 

图3.21  受冲击载荷作用二维杆模型 

     图3.22  ( , ) (0,0)x y = 处节点应力 11S 和 22S  
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可以看出 11S 和 22S 计算结果的比值基本等于泊松比，而且应变最大值

的量级已经达到了 0.1，变形程度比较大，但是弹性波速的计算结果仍

然基本符合理论波速 100m/sc E ρ= = 。 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 图 3.23  全场应力 11S 随时间变化情况 
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前面一直是在线弹性本构关系范围内讨论最小二乘法的应用，这一

章引入了非线性本构关系——超弹性材料的本构关系。本文选取了经典

的 Mooney- Rivlin 材料，由应变能密度形式的本构关系推导了应力和应变

分量的关系，并且将其引入最小二乘无网格法的求解过程，给出了若干

算例分析的结果。  

接触问题是研究碰撞过程中不可避免的问题，它需要满足包括不等

式关系在内的各种接触条件，这些条件不能简单地通过前面讨论过的方

法引入到求解方程中。本章列出了弹性光滑接触条件的表达形式，并且

说明了如何将其作为一种边界条件引入到最小二乘法求解方程中，最后

给出了超弹性体与光滑刚性墙正碰的算例分析结果。  

4.1  超弹性体问题  

4.1.1 超弹性体本构关系 

Mooney-Rivlin 材料的本构方程有很多种表达方式，(4-1)是用应变能

密度 W 表示的具有三个参数的形式 [41 ]： 

( ) ( ) ( ) ( )2
1 2 3 10 1 01 2

1
, , - 3 - 3 -1W I I I C I C I J

d
= + +C C C C C         (4-1) 

其中 10C 、 01C 和 d 为常数，它们由材料的材料剪切模量 µ 、泊松比υ 和初

始体积模量（ Initial bulk modulus） K来确定： 

 ( )
10 01

10 01

2

(1- ) -

2

C C

d C C

K d

µ

υ

+ =

=

=

                (4-2) 

泊松比 υ一般取 0.490~0.495。 

式 (4- 1)中 1I
C 和 2I C 为 Cauchy 应变张量 C的第一、第二不变量， J 为变

形梯度张量 F 的行列式值： 
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1 1 2 3

2 1 2 2 3 3 1

det( )

I

I
J

λ λ λ

λ λ λ λ λ λ

= + +

= + +
=

C C C C

C C C C C C C

F
              (4-3) 

其中 1λC 、 2λC 和 3λC 为 Cauchy 应变张量 C的三个特征值。 

由于第三章的推导过程中一直使用的应变度量是 Green 应变张量 E ，

所以接下来将 (4- 1)变化成用 Green 应变张量 E 的不变量表示的应变能密

度形式。 

Cauchy 应变张量 C、Green 应变张量 E 以及变形梯度张量 F 之间有如

下关系 [4 2 ]： 

 
1

( - )
2

=E C I                    (4-4) 

 T= ⋅C F F                     (4-5) 

假设正交阵 Q满足： 

 
1

2

3

T

λ

λ
λ

 
 ⋅ ⋅ =  
  

C

C

C

Q C Q            (4-6) 

则 (4- 4)式可以变换成： 

1

2

3

-1
1

-1
2

-1

T

λ

λ
λ

 
 ⋅ ⋅ =  
  

C

C

C

Q E Q        (4-7) 

 由 (4- 7)式可以得：  

1 1

2 2

3 3

2 1

2 1

2 1

λ λ

λ λ

λ λ

= +

= +

= +

C E

C E

C E

                (4-8) 

其中 1λE 、 2λE 和 3λE 为 Green 应变张量 E 的三个特征值。 

这样就可以得到 Cauchy 应变张量 C的不变量和 Green 应变张量 E 的

不变量之间的关系： 

  1 1

2 2 1

2 3

4 4 3

I I

I I I

= +

= + +

C E

C E E
                  (4-9) 
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其中 1I
E 和 2I E 为 Green 应变张量 E 的第一、第二不变量。 

将 (4- 5)代入(4-4)： 

( )1
-

2
T= ⋅E F F I                 (4- 10) 

( )
1

2

3

1
-

2
T T

λ

λ
λ

 
  = ⋅ ⋅ ⋅ 
  

E

E

E

Q F F I Q          (4- 11) 

整理 (4- 11)式得： 

1
2 2

2

3

2 1
2 1 det( )

2 1

J
λ

λ
λ

+
+ = =

+

E

E

E

F         (4- 12) 

由 (4- 12)就得到了 J 和 Green 应变张量 E 三个不变量的关系： 

( )
1
2

3 2 18 4 2 1J I I I= + + +E E E                (4- 13) 

其中 3 1 2 3I λ λ λ=E E E E 为 Green 应变张量 E 的第三不变量。 

将 (4- 9)和 (4-13)代入(4-1)得到： 

( ) ( ) ( )2

1 2 3 10 1 01 1 2 3 2 1

1
, , 2 4 8 4 2 1-1W I I I C I C I I I I I

d
= + + + + + +E E E E E E E E E   (4- 14) 

第二类 Piola- Kirchhoff 张量 S和 Green 应变张量 E 为共轭张量，它们

满足如下关系： 
W∂

=
∂

S
E

                   (4- 15) 

Green 应变张量 E 的三个不变量 1I
E 、 2I

E 和 3I
E 对 E 的导数 [4 3 ]： 

1I∂ =
∂

E

I
E

， 2
1 - TI I∂ = ⋅

∂

E
E I E

E
， -3

3
TI I∂ = ⋅

∂

E
E E

E
       (4- 16) 

将 (4- 14)和 (4- 16)代入 (4- 15)整理可得： 

( )

( ) ( ) ( )

1 2 3

-
3 1

10 01 01 1

3 2 1

, ,

8 4 - 2 12 4 4 - 1 -
8 4 2 1

T T
E T

W I I I

I I
C C C I

d I I I

∂
=

∂
 ⋅ + ⋅ +
 = + + ⋅ + ⋅
 + + + 

E E E

E E

E E E

S
E

E I E I
I I E
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(4- 17) 

对于一维问题来说，有： 

11

0
0

E 
 =  
  

E                  (4- 18) 

相应有： 

 1 11I E=E ， 2 3 0I I= =E E                (4- 19) 

将 (4- 19)代入 (4- 17)得： 

 11 10 01
11

1 12 4 1-
1 2

S C C
d E

 
= + +   + 

          (4- 20) 

为了保证初始应力为零，同时考虑 (4- 2)式，取 10C µ= ， 01 - 2C µ= 和

2(1- ) 3d υ µ= ： 

11
11

3 1
1-

2(1- ) 1 2
S

E

µ
υ

 
=   + 

         

   (4-21) 

当 1000MPaµ = , 0.490υ = 时，

10 1000MPaC = , 01 -500MPaC = ,

-10.00034MPad = ，这时应力应变关系

曲线如图 4.1。 

对于二维问题来说，有： 

11 12

21 22

0

E E

E E
 
 =  
  

E        (4-22) 

相应有： 

 1 11 22I E E= +E ， 2
2 11 22 12-I E E E=E ， 3 0I =E          (4- 23) 

将 (4- 23)代入 (4- 17)，且取 10C µ= ， 01 - 2C µ= 和 2(1- ) 3d υ µ= 得： 

 

图4.1 一维情况的本构曲线 
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[ ]

[ ]

11 22

11 222
11 22 12 11 22

2 - ( )

3 1
1- 4( ) - 4 2

2(1- ) 4( - ) 2( ) 1

E E

E E
E E E E E

µ

µ
υ

= +

 
 + + +
 + + + 

S E I

I E I
 

 (4- 24) 

 将 (4- 21)式或 (4- 24)式的非线性本构关系取代第三章的 (3- 56)式的线

弹性本构关系，就可以在大变形问题的最小二乘无网格法求解方程中引

入以上 Mooney-Rivlin 材料本构。  
 

4.1.2 算例分析  

4.1.2.1  一维杆拉伸问题 

计算模型见第三章的图 3.14，材料为一维 Mooney-Rivlin 超弹性材料，

本构曲线如图 4.1。 

计算过程中考虑了大变形的影响，杆尺寸为 10mL = ，均布 16 点，

10mx = 处拉应力为 1000MPap = ，采用增量法迭代求解方程，分 80 载荷

步。MLS 近似函数中节点间距乘以放大系数 2.5 作为各点影响域半径，

基函数阶次为二次，高斯截断权函数参数取 1.0d = ， 0.3333c = 。 

利用 WLSM 计算右端 10mx = 处节点位移结果如图 4.2。 

可以看到， 10mx = 处节点最大位移值超过了 5m，几何大变形影响显

著。对比第三章图 3.15,结果曲线凹凸方向完全相反，这是由于图 4.1

所示的本构曲线中，材料抗拉刚度（曲线的斜率）随应变的增大而减小，

不仅抵消了大变形的影响，而且使得材料呈现出比线性情况更为柔软的

结果。 
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4.1.2.2  二维杆受冲击载荷问题 

计算模型见第三章的图 3.21，材料为二维 Mooney-Rivlin 超弹性材料，

密度 31.0kg/mρ = 。计算过程中考虑了大变形的影响，仍然考虑端部载荷

( )P t 的作用方向始终垂直于材料表面的情况。杆的长度 10mL = 、宽度

2mW = 。 ( )P t 采用图 3.2 所示的载荷模型，不过峰值设为100MPa 。均布

521× 个节点，时间步长 0.0001st∆ = 。MLS 近似函数中节点影响域为圆域，

离计算点最近的第 12 点和计算点之间的距离乘以放大系数 1.2 作为该

计算点的影响域，基函数阶次为二次，高斯截断权函数参数取 1.0d = ，

0.2c = 。 

图 4.3 给出了固定边界和下表面交界处 ( , ) (0,0)x y = 节点应力 11S 和 22S

的计算结果。可以看出应力 11S 和 22S 时程曲线形状基本一致。另外通过

对比图 3.22 也可以发现，由于采用超弹性材料，杆中宽度方向应力波

对长度方向应力波的影响显著，在 ( , ) (0,0)x y = 节点处发生应力波反射的

时间段内，出现两个应力波峰和一个应力波谷，且随后出现的应力波传

播情况也更为复杂。 

图 4.2  10mx = 处节点位移 
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利用 WLSM 计算全场在两个不同时刻应力 11S 的结果如图 4.4。对比

图 3.23,同样可以发现应力波传播的行为更加复杂。 

如果单考察波速这个指标，简单考虑各质点初始杨氏模量 0E 和初始

剪切模量 µ 之间仍然存在如下近似关系： 

0

2(1 )
E

µ
υ

≈
+

                  (4- 25) 

这样可以估算出 0 2980MPaE ≈ ，初始波前的移动速度

0 0 54.59m/sc E ρ= ≈ ，可以看到计算结果很好地符合了预测的波速。 

 

 

 

 

 

 

 
 

图 4.3 固定边界和下表面交界处 ( , ) (0,0)x y = 节点应力 11S 和 22S  
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4.2  接触问题 

接触物体的控制方程与非接触物体的相同，但在接触面处需要施加

运动学和动力学接触条件，最重要的是非嵌入条件（Condition of 

Impenetrability），即接触物体不能相互嵌透 [39 ]。 

4.2.1 弹性光滑接触条件  

基本假定：  

（1） 物体的材料特性是弹性的  

（2） 接触表面是连续且光滑的  

在接触问题中，区分不同的接触

区域是非常重要的。在两个和多个物

体接触的地方，有一些联系物体接触

表面之间的位移和力条件，称为接触

条件。我们可以通过判断出两个或多

图4.4 全场应力
11S 在 0.1st = 和 0.183st = 时的计算结果 

B

A
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yx

图 4.5 接触面的局部坐标系 
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个物体之间是以什么状态接触来确定需要满足的接触条件。以下将接触

状态分为三类：连续边界、滑动边界和自由边界。  

假设物体 A 和 B 发生接触，以 jiU 和 jiR 分别表示在接触面的局部坐标

系（如图 4.5）下接触物体 ( , )j j A B= 在 ( , , )i i x y z= 方向的位移和接触力。 

（1） 连续边界条件  
-Ai BiR R=   ( , , )i x y z=              (4- 26) 

( , )Ai Bi

Az Bz z

U U i x y

U U δ

= =

= +
            (4- 27) 

其中 zδ 表示接触面在 z 方向的初始间隙。  

（2） 自由边界条件  
- 0Ai BiR R= =   ( , , )i x y z=            (4- 28) 

Az Bz zU U δ< +                   (4- 29) 

（3） 滑动边界条件  

-Ai BiR R=   ( , , )i x y z=             (4- 30) 

Az Bz zU U δ= +                   (4- 31) 

上述接触条件表达式中出现的接触面上相对接触体的位移和反力

jiU 和 jiR 通常都是未知的。因此在接触问题求解的每一个时间步，我们

必须先假定出它的接触状态，由此求出接触面上的物体的位移和反力，

然后再根据解出的结果来判断和修正原来的接触状态，这样不断循环，

直到最后的接触状态稳定为止，这实际上是一个通过迭代才能求解的局

部几何非线性问题。  

4.2.2 刚体位移的处理  

很多接触问题中，单提以上的接触条件，不足以给接触物体以足够

的约束，因为往往接触物体可能出现刚体位移，导致刚度阵奇异，无法

求解。  

假设接触物体 A 的求解方程为：  

A A A⋅ =K u Q                  (4- 32) 
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其中 AK 为刚度矩阵， AQ 为等效载荷向量。  

为了消除刚度阵 AK 的奇异性，需要在接触物体的实际情况中引入附

加约束。假设给定第 i点 x向位移为 Âeu 作为附加约束，(4- 32)可以写成： 

( ) ( ) ˆ
T Tx x x

A A i i A A i Aeuα α⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ = + ⋅ ⋅K u F F u Q F     (4- 33) 

其中 α 为罚数。  

对于所有附加约束， (4- 33)整理得：  
ˆ

Â A A⋅ =K u Q                 (4- 34) 

引入附加约束后的求解方程的刚度阵 ÂK 成为非奇异的。  

4.2.3 接触条件引入最小二乘法 

本文后面的算例主要讨论超弹性体与光滑刚性墙的接触碰撞问题，

所以可以将前面讨论的弹性光滑接触条件做进一步简化。  

在超弹性体连续接触面上（本文算例中只存在于附加约束点处），

对超弹性体上第 i个接触点有：  
0

0

i
x

i
y

u

u

=

=
                     (4- 35) 

条件 (4- 35)式引入最小二乘法的求解方程时的形式为：  

      
0

0

i i
x x

i i
y y

u

u

α

α

⋅ ⋅ =

⋅ ⋅ =

F

F
                  (4- 36) 

其中 α 为罚数。 i
xF 为 i点在 x方向上的移动最小二乘近似函数， i

yF 为 i 点

在 y 方向上的移动最小二乘近似函数。  

在超弹性体自由接触面上，对超弹性体上第 i个接触点有： 

11

12

0

0

i

i

S

S

=

=
 或  22

12

0

0

i

i

S

S

=

=
                (4- 37) 

条件 (4- 37)式引入最小二乘法的求解方程时的形式为：  
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11
11

12
12

0

0

i
i

i
i

dS
S

d
dS S
d

β

β

⋅ ⋅ =

⋅ ⋅ =

a

a

 或  

22
22

12
12

0

0

i
i

i
i

dS
S

d
dS S
d

β

β

⋅ ⋅ =

⋅ ⋅ =

a

a

           (4- 38) 

其中 β 为罚数。 a为节点位移向量。  

在超弹性体滑动接触面上，对第 i 个接触点有：  

12 0

0

i

i
x

S

u

=

=
 或  12 0

0

i

i
y

S

u

=

=
                (4- 39) 

条件 (4- 39)式引入最小二乘法的求解方程时的形式为：  

12
12 0

0

i
i

i i
x x

dS
S

d
u

β

α

⋅ ⋅ =

⋅ ⋅ =
a

F

 或  
12

12 0

0

i
i

i i
y y

dS S
d

u

β

α

⋅ ⋅ =

⋅ ⋅ =
a

F

          (4- 40) 

 

4.2.4 算例分析  

4.2.4.1  一维杆和光滑刚性墙正碰问题 

 

L

V0

x

 

 

  

长为 L的一维杆以初速度 0V 与表面光滑的刚性墙壁发生碰撞，如图

4.6 所示，以发生碰撞的时刻作为零时刻。 

计算过程中：考虑了大变形的影响，材料采用 Mooney-Rivlin 超弹性

材料。杆长 1.0mL = ，材料初始剪切模量 100MPaµ = 、泊松比 0.2υ = 、密

度 31.0kg/mρ = ，初始速度 0 1m/sV = 。均布 101 节点，时间步长为

0.0001st∆ = 。MLS 近似函数中节点间距乘以放大系数 4.0 作为各点影响

图 4.6  一维杆和光滑刚性墙正碰计算模型 
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域半径，基函数阶次为二次，高斯截断权函数参数取 1.0d = ， 0.2c = 。 

采用 WLSM 计算出杆在 0.1455st = 时脱离墙面回弹。图 4.7 显示出接

触点应力 S 的变化情况，图 4.8 给出全场应力 S 在碰撞过程中六个不同

的时刻的计算结果。 
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通过观察计算结果，可以明显看到弹性波在碰撞过程中的传播情况，

而且在碰撞结束以后，仍然有能量以弹性波的形式存在。和 J.Campbell

等人的计算结果（见图 1.3，考察单个钢棒应力分布曲线，所用材料不

同）十分相似。  
 

 

 

 

 

 

 

图 4.7 接触点碰撞过程中应力 S 变化曲线 
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图 4.8 碰撞过程中全场应力S 的变化 
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4.2.4.2  正方形板和光滑刚性墙正碰问题 

 

y

x

L

L

V0

 

 

 

边长为 L的正方形板以初速度 0V 与表面光滑的刚性墙壁发生碰撞，

如图 4.9 所示，以发生碰撞的时刻作为零时刻。 

计算过程中考虑了大变形的影响。材料采用超弹性 Mooney-Rivlin 材

料。材料初始剪切模量 100MPaµ = 、泊松比 0.49υ = 、材料密度
31.0kg/mρ = 。正方板边长 1mL = ，初始速度为 0 2.5m/sV = 。计算时间步长

为 0.0001st∆ = 。均布 1717 × 点方案，共 289 个节点。MLS 近似函数中节

点影响域为圆域，离计算点最近的第 12 点和计算点之间的距离乘以放

大系数 1.2 作为该计算点的影响域，基函数阶次为二次，高斯截断权函

数参数取 1.0d = ， 0.2c = 。 

因为墙面光滑，碰撞过程中正方形板存在 y 向刚体位移，所以由对

称性在碰撞过程中引入了附加约束： 
0yu =    (在接触边的中点处)       (4- 41) 

采用 WLSM 计算出杆在 0.1230st = 时脱离墙面回弹。图 4.10 显示出

接触边中点应力 11S 的变化情况，图 4.11 至图 4.14 分别给出在碰撞过程

中四个不同的时刻全场应力 11S 及节点位置的计算结果。 

图 4.10 中 0.09st = 附近时段应力 11S 突然等于零，表示这一段时间内

图 4.9 正方形板和光滑刚性墙正碰计算模型 
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接触边中点附近区域暂时脱离接触，成为自由边界。 
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图 4.10 接触边中点碰撞过程中应力 11S 变化曲线 
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图 4.11  0.0045st = 时各节点位置及全场应力 11S 等高线图（单位：MPa ） 
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图 4.12  0.06st = 时各节点位置及全场应力 11S 等高线图（单位：MPa ） 
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图 4.13  0.1035st = 时各节点位置及全场应力 11S 等高线图（单位：MPa ） 
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图 4.14  0.1230st = 时各节点位置及全场应力 11S 等高线图（单位：MPa ） 
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结   论 
 

 

1.  引入了一种新的完全无网格方法——加权最小二乘无网格法。它采

用移动最小二乘法构造近似函数，在加权最小二乘意义下消除控制

方程残差，利用罚函数法施加边界条件，并且最后得到的系数矩阵

具备对称稀疏的特点。通过对悬臂梁和带孔方板算例的分析发现，

新方法具有许多优势，比如高精度、高效率等。  

2.  通过引入显示时间积分格式，将加权最小二乘法的求解格式由静态

发展为动态。一维杆受冲击载荷问题及二维 Lamb 问题的算例分析表

明，和 DCM、EFG 比较，新方法在精度和效率上具有综合的优势。 

3.  由于加权最小二乘法是完全的无网格方法，可以很方便的在 Lagrange

坐标下讨论大变形问题。本文推导了一维和二维线弹性大变形的

WLSM 求解格式，讨论了对于非线性方程的求解方法，并且对一维

静态和二维动态算例进行了结果分析，其中前者和精确解比较，精

度令人满意，后者的波速计算结果也符合了理论预期。 

4.  超弹性材料是一种非线性弹性材料，本文推导了某一特殊模型的本

构分量关系，并将其引入到加权最小二乘的求解方程中。算例分析

表明在同时具备材料非线性和几何非线性的情况下，WLSM 对静态

和动态问题的求解结果基本符合理论预期。  

5.  接触问题在碰撞过程中是不可避免的，本文列举了判断弹性光滑接

触的方法和接触条件的提法，并且根据加权最小二乘法的特点，采

用罚函数引入接触条件，通过引入附加约束的方法消除刚度矩阵的

奇异性。最后对简单弹性正碰的算例进行了分析，结果符合已有的

类似算例结果。  
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附录 I  MLS 近似形函数关于空间坐标的导数形式  

  

 MLS 近似形函数形式为：  

-1( ) ( ) ( ) ( )T= ⋅ ⋅F x P x A x B x                (A -1) 

为了在形函数导数式中只出现矩阵 A 的逆，不出现矩阵 A 导数的

逆，利用：  

 -1 -1 -1
, ,-i i= ⋅ ⋅A A A A                  (A -2) 

 由 (A- 1)得 ( )F x 对空间坐标 ix 的一阶导数为：  

-1 -1 -1
, , , ,( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )T T
i i i ix  = ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ F P x A x B x P x A x B x A x B x  (A -3) 

综合 (A -2)和 (A- 3)得到形函数的一阶导数表达式： 

-1 -1 -1
, , , ,( ) -T T
i i i i = ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ F x P A B P A B A A B       (A -4) 

对于二阶导数，同样有： 

( )-1 -1 -1 -1 -1 -1
, , , , , ,-ij j i ij i j

 = ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ A A A A A A A A A     (A -5) 

( ) ( )
( ){ }

( )

-1 -1 -1 -1 -1 -1
, , , , , , ,

-1 -1 -1 -1 -1 -1 -1
, , , , ,

-1 -1 -1 -1 -1
, , , , ,

- -

- -

- -

T T
ij i j j j i i

T
j i ij i j

T
i j j i ij

= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

 + ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ 

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

F P A B A A A B P A B A A A B

P A A A A A A A A A A A A B

P A A A B A A A B A B

 

(A -6) 

将 (A -5)代入 (A- 6)可得形函数的二阶导数。（具体形式略） 
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读取输入文件  

在 Lagrange 坐标下计算各
点 MLS 近似函数及其导数  

接触状态 
判断 

结果处理 脱离 

接触 

前一迭代步结果 
和假定接触状态

是否符合 

符合 

根据前一迭代步结果  

假定新的接触状态 

当前时间步迭代 

 

计算等效载荷向量 Q̂  

本构关系 

边界条件 

接触条件 

附加约束 

不符合 

各迭代量恢复为
前一时间步迭代

之前的值 

重新假定接触状态 

增量迭代 
是否满足阀值  

计算当前增量步

( )1
n
m+Ψ a  

切线刚度阵 ( )
1

nT

m+
K  

增量法求解方程 

增量法 

各迭代量更新  

否 

是 

时间步迭代量更新 中间结果输出 

附录 II  超弹性体接触碰撞问题程序流程图 * 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                 
*编程环境：Microsoft Visual C++ 6.0  &  Matlab 6.5 

核心部分：时间步迭代 

非线性方程求解：增量步迭代 
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