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摘 要

摘 要

开展冲击侵彻问题的数值计算方法研究是计算力学领域的一项重要课题，在

国防军事和公共安全中有广泛而重要的应用。由于涉及应力波传播、高应变率、

大变形、摩擦和磨损等多种物理现象，冲击侵彻问题往往非常复杂。相比于拉格

朗日和欧拉算法，近年来发展的无网格法在处理该类问题时更具有优势。物质点

法(MPM)是一种无网格法，采用质点均匀离散材料区域，用背景网格计算动量方

程和空间导数，解决了有限元法的网格畸变问题，也避免了欧拉法的缺点。本文

主要针对冲击侵彻问题，基于MPM，研究高效稳定的数值计算方法。

针对MPM在模拟钢筋混凝土结构时离散规模庞大的问题，本文提出了杂交物

质点有限元法(HFEMP)。在 HFEMP中，将有限元法的杆单元引入物质点法中，

构造了离散钢筋的杆单元，很好地解决了这一问题。 HFEMP采用质点离散混凝

土，用杆单元离散钢筋，避免了在钢筋直径方向上的离散，降低了MPM的离散规

模。采用该算法模拟了弹体侵彻钢筋混凝土的问题，结果表明钢筋可以提高混凝

土靶体的抗侵彻性能。

在冲击侵彻问题中，大部分材料区域始终处于小变形阶段，而物质点法在计

算材料小变形时的精度和效率均低于有限元法。针对该问题，本文提出了耦合

物质点有限元法(CFEMP)。在CFEMP中，采用有限元离散仅涉及材料小变形的物

体，用质点离散涉及材料特大变形的物体，通过接触算法实现两个离散体之间的

相互作用。数值计算表明该算法的计算精度和效率高于物质点法，适合模拟冲击

侵彻和流固耦合等问题。

考虑到材料从小变形到特大变形的时间历程，为了充分发挥有限元法计算材

料小变形时效率和精度的优势以及物质点法模拟材料特大变形的优势，本文进一

步提出了自适应物质点有限元法(AFEMP)。在 AFEMP中，采用有限元离散所有

物体，在计算过程中将发生畸变或破坏的单元自动转化为质点，通过背景网格实

现同一个物体内不同离散区域之间的相互作用，采用CFEMP计算各物体之间的接

触问题，实现了有限元法到物质点法求解的自适应转化。数值计算表明，在计算

精度一致的情况下，AFEMP的计算效率显著高于物质点法。

最终，本文为冲击侵彻及其他涉及材料特大变形的问题建立了一类高效稳定

的自适应物质点有限元法。

关键词：冲击侵彻；无网格法；物质点法；有限元法；接触算法
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Abstract

Abstract

The numerical method for impact and penetration problems is an important research

project in computational mechanics, which has broad and significant applications in the

national defense, military and public security affairs. However, the impact and pene-

tration problems are often very complicated, due to covering a broad range of physical

phenomena, such as stress wave propagation, high strain rate, large strain, friction and

abrasion. Compared with the Lagrangian and Eulerian mesh methods, meshless meth-

ods developed in recent decades have some advantages to solve such problems. Material

point method (MPM) is a meshless method, which discretizes material domain by a set

of uniform particles, and uses background grid to solve the momentum equations and

calculate spatial derivatives. Therefore, MPM not only eliminates the mesh distortion

difficulties in finite element method (FEM), but also avoids the shortcomings of Eulerian

methods. In this study, the new efficient and stable numerical methods are researched

based on MPM with the aim of solving impact and penetration problems.

When apply MPM for reinforced concrete (RC) structures simulation, the discretiza-

tion model is large-scale. To solve this problem, a hybrid finite element material point

(HFEMP) method is developed by introducing the bar element into MPM for the steel

bars in RC. In HFEMP, the concrete is discretiezed by MPM particles, while the steel

bars by bar elements in the length direction without discretization in the diameter direc-

tion, which can decrease the scale of the RC discretization model significantly. The RC

slab subjected to projectile penetration is studied by HFEMP, which indicates that steel

bars can increase the capability of concrete resisting penetration.

In fact, the most part of the material domain is still with the mild deformation in

the impact and penetration problems. But for material with mild deformation, both the

efficiency and accuracy of MPM are lower than those of FEM. A coupled finite element

material point (CFEMP) method is proposed for such problems in this study. CFEMP

uses FEM for body with mild deformations and MPM for body with extreme deforma-

tions, the interaction between two different discretization bodies is handled by the contact

method. The numerical results indicate that CFEMP is more accurate and efficient than

MPM, and suitable for impact/penetration and fluid solid interaction problems.
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Abstract

Considering the mild deformation always before extreme deformation, an adaptive

finite element material point (AFEMP) method is proposed based on CFEMP to take full

advantages of FEM for material mild deformation and MPM for material extreme defor-

mation. In AFEMP, all of the bodies are firstly discretized by finite elements, then the

distorted elements are automatically converted into MPM particles during the calcula-

tion process, the interaction between finite elements domain and MPM particles domain

within the same body is implemented based on the background grid, and the contact be-

tween bodies is handled by CFEMP. So the conversion from FEM solver to MPM solver is

adaptive by conversion scheme in AFEMP. Numerical results indicate that the efficiency

of AFEMP is significantly higher than that of MPM.

Finally, a class of adaptive material point finite element methods is developed for

impact/penetration problems and problems involving material extreme deformation in

this study.

Key words: impact/penetration; meshless methods; material point method; finite ele-

ment method; contact method
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第 1章 引言

1.1 研究背景及意义

目前，数值计算方法在工程应用和科学研究中得到了广泛应用 [1,2]，与理论

研究和实验研究组成了现代科学技术的三大支柱 [3]，并具有快捷、安全和低成本

的优势。但是，对于工程中涉及材料特大变形、破碎甚至发生相变的问题，目前

还没有完美无缺的数值计算方法，例如：

1. 冲击侵彻问题，如穿甲弹侵彻装甲及钢筋混凝土防护结构；

2. 流固耦合问题，如溃坝问题；

3. 岩土动力学问题，如边坡失效问题；

4. 爆炸问题，如爆轰驱动飞片问题。

这类问题包含了一系列复杂的物理过程，涉及材料非线性、几何非线性和边

界条件非线性，给数值计算方法带来了巨大的挑战。采用基于网格的传统数值

计算方法，诸如有限元法(finite element method, FEM)、边界元法(boundary element

method)和欧拉算法，处理这类问题时常遇到网格畸变、界面追踪、对流项处理等

困扰 [4–6]，导致这类问题的求解难度大、精度差。近年来发展的无网格法非常适

合处理涉及材料特大变形的问题，受到了计算力学领域学者的高度重视 [7–9]。目

前，无网格法还处在发展和完善阶段，在算法稳定性、计算效率上仍有待提高，

将其应用于工程问题还需进一步深入研究。

本文以物质点无网格法 [10]为研究基础，针对此类涉及材料特大变形的问题开

展高效稳定的数值计算方法研究。

1.2 无网格法研究现状

无网格法的发展最早可追溯到Lucy [11]和Gingold等人 [12]在1977年的工作，他

们提出了光滑质点流体动力学方法(Smoothed Particle Hybrodynamics，SPH)以求解

天体物理问题。由于当时的有限元法研究方兴未艾，该方法未引起广泛而持续的

关注。直到20世纪90年代初期，有限元法在基础理论和方法上发展较为成熟 [13]，

遇到了网格畸变问题等导致的发展瓶颈，国际计算力学界兴起了对无网格法的研

究热潮 [7]。无网格法与有限元法的主要区别在于采用无拓扑关系的点离散材料区

域，并基于离散点构造近似函数，可以彻底或部分地消除对网格的依赖。

1
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目前，无网格方法种类繁多，已达30余种。从偏微分方程数值方法角度来审

视，各种无网格法均可通过加权余量法建立。偏微分方程数值方法分为两大类：

一类是以有限差分法(finite difference method)为代表，其特点是直接求解微分方程

和相应定解条件的近似解，该类方法主要采用欧拉坐标系，在流体力学领域内应

用较多；另一类则是以加权余量法(weighted residual methods)为代表，其特点是先

建立和原微分方程及定解条件相等效的积分弱形式，然后在此基础上建立近似

解法，该类方法主要采用拉格朗日坐标系，在固体力学领域内应用较多。加权

余量法分别采用权函数(test function)和试探函数(trial function)建立余量方程和构

造待求变量的近似形式。因此，各种无网格法的主要区别在于采用了何种权函

数和试探函数。无网格法采用的加权余量法主要有伽辽金法、配点法、彼得罗

夫-伽辽金法、加权最小二乘法和边界积分方程，采用的试探函数主要有移动最小

二乘近似、核近似、重构核近似、单位分解、径向基函数、点插值、Sibson插值

和NURBS法等 [14]。

下面以加权余量法为主线，结合几种典型的无网格法给出目前无网格法的研

究现状和应用范围。由于物质点法(material point method, MPM)与其他的无网格法

不尽相同，因此单独列出一节进行综述。

1.2.1 配点型无网格法

配点型无网格法采用配点法作为权函数，要求微分方程的余量在域内一组离

散点上等于零，并强迫边界条件余量在边界上的离散点处等于零。该类无网格法

包括SPH、hp云团法 [15]、有限点法(finite point method) [16]和最小二乘配点无网格

法 [17]等。下面以SPH为主介绍此类无网格法。

SPH将物体剖分成n个面元或体元并称为质点p，采用核近似函数作为试探函

数。因此，待求函数u(x)可以局部近似为

u(x) ≈ uh(x) =

∫︁
Ω

w(x − x*)u(x*)dΩx* (1-1)

其中，函数w(x − x*)为核函数(kernel function)，又称光滑函数。x*为计算点x邻域

内各点的空间坐标。在数值计算中，需采用数值积分方案建立式(1-1)的离散形

式，可写为

uh(x) =

np∑︁
p=1

wp(x − xp)up△Vp =

np∑︁
p=1

Np(x)up (1-2)

其中，△Vp为质点p所对应的面积或体积，xp为质点p所代表的面元或体元的质

心。

2
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在配点型无网格法中，解具有不稳定性，由于余量仅在配点处等于零，

各点之间可能存在较大的振荡。采用的核近似函数在边界处一般不满足零阶

一致性要求，而在非均匀布点的情况下也不满足一阶一致性要求，因此不

能保证收敛 [9]。配点法的特性和核近似函数的缺陷限制了SPH的广泛应用。

为此，Swegle [18]、Balsare [19]、 Dyka [20]、Chen [21]和Monaghan [22]等人对SPH的拉

伸不稳定性进行分析，提出了具体的稳定化方案，改善了SPH的不稳定

性；Johnson等 [23]提出了可以通过分片试验的归一化光滑函数算法，使 SPH满

足零阶一致性要求，可以正确模拟常应变状态，提高了其收敛性；由于SPH并

不能保证速度场单值，在模拟多个物体之间碰撞接触问题时会发生界面穿

透，Campbell等 [24]和Vignjevic等 [25]分别建立了基于罚函数法的接触算法和不需单

独建立接触面的接触算法；Vignjevic等 [26]针对SPH的零能模态提出了具体的解决

方案。

此外，为了避免SPH的一些缺陷，许多学者将其与有限元法耦

合。Attaway等 [27]首次基于主从算法将SPH 与FEM进行耦合，在每一个时间步

内，一旦监测到从属质点与主单元片发生穿透，通过接触算法施加相应的

约束条件将从属质点拉回到主片表面上。此外，Johnson等 [28,29]也采用主从

算法对SPH与FEM进行耦合，以解决高速侵彻问题。 Johnson和Stryk [30]在该耦

合算法的基础上，进一步提出了单元到质点的转化算法，即将畸变或失效

的单元自动转化为质点，从而避免了SPH处理材料拉伸阶段时的不稳定性问

题。Vignjevic等 [31]通过将界面处有限元结点处理成质点，建立了SPH与FEM的耦

合算法，模拟了侵彻和流固耦合问题。Xiao等 [32]将SPH与FEM进行耦合并将发生

畸变的单元转化为质点，开展了冲击问题的数值模拟研究。

在应用层面上，Johnson、Beissel等 [29,30,33]将SPH应用于超高速碰撞以及冲

击侵彻问题；Rabczuk和Eibl [34]采用SPH模拟了冲击爆炸载荷下混凝土的破坏问

题；Liu等 [8,35,36] 基于SPH开展了一系列爆炸问题的研究。目前，SPH已经成为高

速冲击、爆炸等问题中的重要方法，已被加入到AUTODYN和LS-DYNA等商用软

件中。

1.2.2 伽辽金型无网格法

伽辽金型无网格法采用取自同一函数空间的权函数和试探函数，建立的

刚度矩阵具有对称性。该类无网格法包括无单元伽辽金法(element free Galerkin

method, EFGM) [37]、重构核质点法(reproducing kernel particle method, RKPM) [38]、

单位分解法(partition unit method, PUM) [39,40]和点插值法(point interpolation method,

3
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PIM) [41,42]等。下面以EFGM和RKPM两种代表性的无网格法为主介绍此类方法。

在Nayroles等 [43]提出散射元法(diffuse element method, DEM)后，Belytschko对

其进行改进，在计算形函数导数时保留了被Nayroles忽略掉的所有项，并通过拉

格朗日乘子法施加本质边界条件，建立了EFGM。与配点型无网格法相比，该方

法具有较好的稳定性，同时其计算精度和收敛速度高于FEM，但计算效率显著低

于FEM。EFGM采用移动最小二乘近似(moving least square, MLS)作为试探函数。

因此，待求函数u(x)可以局部近似为

u(x) ≈ uh(x, x*) =

n∑︁
i=1

pi(x*)ui(x) (1-3)

其中，pi(x*)表示基函数，n为基函数的个数，ui(x)是待定系数。根据最小二乘原

则，ui(x)的选取应保证函数的局部误差最小，有

L =

np∑︁
p=1

wp(x)
[︁
uh(x, x*) − u(xp)

]︁2
(1-4)

其中，p表示节点，np表示节点总数，wp(x)为节点p的权函数。该权函数仅在节

点支撑域Ωx中大于零，在该支撑域外取零。令L取最小值，由式(1-4)可得待定系

数ui(x)，再代入式(1-3)可得uh(x, x*)的求解表达式。MLS近似具有高阶连续性，

可精确重构包含在基底内的任何函数，因此可依据不同的问题和需求选择不同的

函数形式，如单项式、奇异函数和三角函数等，以提高解的精度和收敛率。此

外，Atluri等 [44]在MLS基础上增加了近似函数导数在各点处误差平方和最小的条

件，进一步提高了近似函数的求解精度，提出了广义移动最小二乘近似，但同时

也增加了计算量。虽然试探函数中基函数形式的多样性提高了解的精度和连续

性，但是导致了数值积分困难和本质边界条件施加的复杂性。

伽辽金型无网格法与FEM相似，需要积分。由于此类无网格法采用

的基函数一般不再是多项式，因此高斯积分不能保证积分的精度。为

此，Belytschko等 [37]采用背景网格积分，即在计算区域布置规则的背景网格并将

积分转化为对各规则网格的高斯积分之和。但在计算与材料边界相交的网格积分

时，背景网格积分方案可能产生较大的误差，并且计算效率低。Beissel等 [45]提出

了节点积分方案，但是节点积分存在零能模态，具有不稳定性。Chen等 [46]研究表

明用光滑应变稳定化的方法可消除节点积分方案的不稳定性。Kucherov等 [47]针对

节点积分方案中的零能模态，也提出了具体的解决方法。潘小飞等 [48]建立了质点

积分方案，即在原来节点的基础上引入一组遵循一定规则的辅助点辅助积分，提

高了积分的稳定性。此外，还有单位分解积分方法 [49]等。

4
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采用伽辽金法建立等效积分弱形式时，要求试探函数预先满足位移边界条

件。但是无网格法的近似函数一般不具有插值特性，施加本质边界条件比较困

难。Belytschko对DEM的改进之一就是通过拉格朗日乘子法施加本质边界条件。

此外，施加本质边界条件的方法主要有边界配点法、罚函数法、奇异权函数法和

边界变换法、达朗贝尔(d’Alembert)原理和边界通量配点法等 [9]。总之目前伽辽金

型无网格法施加本质边界条件不如有限元法方便。

此外，许多学者将EFGM与FEM进行耦合，既可以采用有限元离散材料边界

区域以避免在EFGM中处理边界条件，又可以借助有限元法的求解效率提高整体

求解的效率。Belytschko等 [50] 通过在界面处采用一种融合了EFGM和FEM两种形

函数的过渡形函数将EFGM与FEM进行耦合。另外，Hegen [51]通过拉格朗日乘子

法将EFGM和FEM进行耦合，Rabczuk等 [52]进一步将该耦合算法扩展应用到非线

性问题和接触表面可变形的问题中。

在应用层面上，Belytschko等 [53,54]采用 EFGM模拟了二维和三维动态断裂问

题；Sukumar等 [55]拓展了EFGM在三维线弹性断裂问题中的应用；Tiago等 [56]基

于EFGM计算了钢筋混凝土梁的断裂问题；Rabczuk等 [57]基于阶跃函数建立了

粒子断裂法(cracking particles)，采用一组携带裂纹信息的粒子描述裂纹，模拟

了裂纹的产生和分岔过程；Rao和Rahman [58]采用 EFGM求解了功能梯度材料的

断裂问题。此外，Ren和Liew [59,60]采用EFGM研究了形状记忆合金在热力耦合作

用下的超弹性响应；Guan等 [61]采用EFGM分析了金属成形问题；周维垣等 [62]基

于EFGM对某地边坡应力进行了弹性分析；庞作会等 [63]在 EFGM中引入界面单元

模拟了弹性材料的接触问题；张雄等 [64]采用EFGM对节理岩石进行了研究；杨海

天等 [65]基于并行的EFGM研究了热传导问题；龙述尧等人采用EFGM计算了弹塑

性 [66]和几何非线性问题 [67]。

伽辽金型无网格法另一代表性方法为RKPM [38]。Liu等 [38]在核近似函数中引

入了校正函数C(x, x*)，使得修正后的核函数满足一致性条件，提出了重构核近似

函数(reproducing kernel approximation, RK)。 RKPM的试探函数采用重构核函数，

待求函数u(x)可以局部近似为

u(x) ≈ uh(x) =

∫︁
Ω

C(x, x*)w(x − x*)u(x*)dΩx* (1-5)

C(x, x*)若取为n阶完备多项式基函数pi的线性组合，则式(1-5)可满足n阶一致

性条件，相应可得形如式(1-2)的离散形式。其中，形函数为

Np(x) = C(x, xp)w(x − xp)△Vp (1-6)

5
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文献 [68]表明重构核函数等价于MLS。因此，RK也可重构任何函数，具有高

阶连续性，如在C(x, x*)中引入描述待定问题本质特征的解析函数可提高解的精

度。Liu等 [69]将小波分析引入RK中，构造了一系列多尺度重构核近似法(multiple

scale reproducing kernel method)，实现了RKPM的自适应分析。此外，Liu等 [70]通

过修改过渡区的形函数将重构核质点方法(RKPM)和FEM耦合，以吸收FEM的优

点；Liu和Li等 [71–73]进一步提出了一种吸收FEM和RKPM算法优势的新算法–重构

核单元法(RKEM)。

在应用层面上，RKPM在超大变形问题中得到了广泛应用。Chen等在

RKPM中采用直接变换法施加位移边界条件，通过罚函数法引入摩擦接触边

界条件，详细分析了橡胶结构体的大转动、超大变形、膨胀问题 [74–76]和金属冲

击、锻造、墩粗等典型的金属成形问题 [77,78]。Lu等 [79]提出了自适应RKPM，分

析了金属成形过程中的屈曲问题。Grindeanu等 [80,81]拓展了 RKPM在结构优化问

题中的应用。崔青玲等 [82]采用RKPM模拟了三维稳定状态板轧制过程。王东东

等 [83]建立了界面加强的RKPM法(interface-enriched RKPM)，求解了基体材料与夹

杂界面处的不连续性问题。

1.2.3 其它无网格法

其它的无网格法类型还有彼得洛夫-伽辽金型、加权最小二乘型和边界型等方

法。

彼得洛夫-伽辽金法与伽辽金法的主要区别是其检验函数和试探函数取自

不同的函数空间。Atluri等 [84,85] 基于彼得洛夫-伽辽金法，建立了局部子域内的

微分方程等效积分弱形式，提出了无网格局部彼得洛夫-伽辽金法(meshless local

Petrov-Galerkin, MLPG)。与伽辽金型无网格法积分不同，MLPG方法中积分是在

每个子域内进行，不需借助背景网格。该方法建立了一个无网格法框架，在该

框架下可以采用不同的近似函数和检验函数。因此，Atluri等人 [86–88]进一步采用

了六种检验函数和五种近似函数组合给出了多种类型的MLPG方法。在应用层面

上，MLPG主要用于大变形问题的模拟。

加权最小二乘型无网格法采用加权最小二乘法建立，需要在求解域内积分，

但是积分的目的是为了消除控制方程的残差。因此，最小二乘法中解的精度对积

分方法的要求不如伽辽金型无网格法高。张雄等 [89]采用MLS构造近似函数，使用

节点积分方案，建立了一种加权最小二乘无网格法，并进一步结合伽辽金法和最

小二乘法的优势提出了伽辽金–最小二乘无网格法 [90]。

边界元法将问题的控制方程转换成边界上的积分方程，然后在边界上进行

6
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离散求解，因此也有网格依赖性。目前，提出的边界型无网格法有局部边界积

分方程法 [91,92]、边界点插值法 [93]、杂交边界点无网格法 [94]和奇异边界无网格

法 [95]等。

此外，Fahrenthold等 [96–98]研究超高速碰撞和侵彻问题时，提出了杂交质点单

元法，该方法采用质点离散材料区域并将相邻的质点连成单元。其中，质点用于

计算惯性物理量，单元用于计算材料本构物理量。Idelsohn等 [99,100]基于Voronoi图

提出了无网格有限元法，模拟了一系列流固耦合问题。

1.2.4 无网格法小结

作为FEM的扩展，无网格法在近二十年来受到了国际计算力学界的广泛关

注，得到了持续发展，在超高速碰撞、冲击侵彻、爆炸、动态断裂、超大变形、

流固耦合等问题中展现了其独特的优势：

(1)在离散方式上，无网格法采用一组无拓扑关系的点离散材料区域，既便于

建立三维复杂结构的离散模型，又便于进行前后处理。某些算法需要背景网格，

但是背景网格布置相对简单仅是用来积分；

(2)在近似函数上，无网格法摆脱了FEM对网格协调性的要求，可以采用高

阶函数作为基函数，易构造具有高阶连续性的近似函数，既可以方便求解高阶偏

微分方程，诸如板壳问题等，也可以将描述待求问题的基本解引入基函数，适用

于分析具有高梯度、奇异性的特殊问题，如裂纹扩展问题；

(3)由于不依赖于网格，无网格法没有网格畸变问题，更不需网格重构；

(4) 由于离散点不具有拓扑关系，可非常方便地增减离散点实现h自适应分

析；由于近似函数中基函数的多样性选择，可以非常方便地增加自由度实现p自

适应分析；

虽然无网格法在有限元法解决不好或无法解决的问题上展现了潜在的优势，

但还存在着如下的问题或缺陷需要解决：

(1)由于无网格法的研究时间不如FEM长，目前还缺乏严格的数学论证；

(2)由于采用的近似函数不具有插值特性，导致本质边界条件施加比较困难；

(3)计算效率较低，如MLS和RKPM等建立近似函数时涉及矩阵求逆，此外由

于许多需要积分的无网格法采用的近似函数不再是多项式，需要特殊的积分方案

以保证积分精度，增加了计算量；

(4)计算稳定性较差，对于一些配点型无网格法，虽然提出了多种稳定性方

案，但是在算法本质上还是存在着诸如拉伸不稳定的缺陷。
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1.3 物质点法研究现状

物质点法是Sulsky等人 [10]于1994年提出的一种无网格法，而其渊源可追溯

到20世纪50年代末提出的 PIC(particle-in-cell)方法。为了求解复杂的流体力学问

题，Las Alamos National实验室的Harlow及其工作组提出了PIC方法。PIC采用拉

格朗日和欧拉双重描述材料区域，即采用一组质点离散材料区域，但质点仅携

带质量和位置信息以便于跟踪材料界面，用欧拉背景网格计算相应的物理量，

通过插值函数完成质点信息与欧拉背景网格信息的交互。由于其独特的优点，

该方法得到了充分的发展和广泛的应用。但是，由于质点仅携带质量和位置信

息，PIC方法具有较高的数值耗散。为此，Brackbill等人 [101,102]在PIC基础上发展

了FLIP(fluid implicit PIC)方法。在FLIP中，质点携带了更多的物理量，如动量和

能量等，而本构方程仍然在背景网格上计算。Sulsky为了将FLIP应用于固体力学

问题，对FLIP方法进行了如下改进：1. 质点携带所有的物理量，并在质点上计算

本构方程以方便处理与历史相关的物理量；2. 通过等效积分弱形式，采用质点离

散方案重新推导了动量方程的离散格式； 3. 采用显式时间积分。Sulsky将改进后

的FLIP命名为物质点法(material point method)。因此，本文将物质点法中的质点

称为物质点。此外，PIC还衍生出了其它各类方法，如FLIC、MAC等 [8]。

从加权余量法角度审视，物质点法是一种伽辽金型无网格法，采用的试探函

数与有限元法类似。但是，MPM采用物质点离散材料区域。这些物质点在覆盖材

料区域的欧拉背景网格内流动，并携带材料的所有物质信息，包括位置、速度、

能量、应力应变状态和其他的历史变量等。因此，物质点的位置和携带的物理量

表征了材料区域的运动和变形状态，而欧拉背景网格用来计算空间导数并更新物

质点信息，从而实现相邻物质点之间的相互作用与联系。

物质点法的计算流程大致为：在每一个时间步开始时，布置规则的背景网格

并将物质点与其固连；通过背景网格形函数将物质点的信息映射到背景网格上；

在背景网格上求解动量方程，并将计算结果映射回物质点以更新其位置和速度，

得到下一时刻物质点所携带的物质信息；最后丢弃已经发生变形的背景网格。由

此可知，物质点法不需要处理对流项，同时也没有网格畸变问题，发挥了拉格朗

日法和欧拉法各自的优势，避免了其缺点。Sulsky首先采用该方法计算了刚体的

大转动和弹性体的碰撞问题，展现了MPM潜在的优势。此后，MPM受到广泛关

注并得到了不断研究和发展，下面分别从算法和应用两个层面对物质点法进行综

述。

Sulsky在提出MPM时采用的是显式积分算法。针对准静态和结构动力学问

题， Cummins [103]、Sulsky等人 [104]又给出了MPM的隐式积分算法，采用迭代方

8



第 1章 引言

法求解动量方程，并且不需显式组装切线刚度矩阵； Guilkey等 [105]则将有限元法

中成熟的隐式积分算法引入到物质点法中，提出了需显式组装切线刚度矩阵的迭

代方法。

Sulsky在提出MPM之初，采用的背景网格形函数为FEM的标准形函数以实现

物质点与背景网格之间的信息交互。Bardenhagen等 [106]通过分析认为，由于此类

形函数的导数在背景网格结点处不连续，导致物质点穿越背景网格单元边界时产

生数值噪音。为此，他们采用彼得洛夫-伽辽金法对MPM进行推广，提出了广义

插值物质点法(generalized interpolation material point method, GIMP) [106]，建立了一

族具有C1连续性的形函数，有效减弱了数值噪音。在GIMP中，物质点的影响范

围由其特征函数表示，在此称为物质点的形状。一般，物质点不仅影响其所在的

背景网格单元的结点，还对相邻的单元结点有影响，增加了计算量。在具体计算

过程中，需要实时计算该物质点的形状以判断其影响范围。为了避免实时计算物

质点形状，一般假定物质点的形状不变，通过其现时位置和初始形状大小判断其

具体影响范围，该方法称为uGIMP [107]。最近，Zhang等 [108]建立了一种新的形函

数导数计算方式，避免了物质点穿越网格引起的噪音。该方法不需要跟踪计算物

质点的形状，并且物质点仅影响其所在的单元结点，因此便于非结构化背景网格

的计算。Htike和Chen等 [109]则采用径向基函数(radial basis function, RBF)建立了高

度光滑的MPM形函数，丰富了MPM的形函数类型。

在MPM中，动量方程在背景网格上求解。因此，需要建立背景网格单元的质

量阵，类似于有限元法既可采用集中质量阵，也可采用协调质量阵。Tan等 [110]指

出协调质量阵能够获得更好的能量守恒性质；Love等 [111]则分析了质量阵形式对

能量和动量守恒性的影响，结果表明协调质量阵有较好的能量守恒性。但在具体

应用时，MPM主要采用集中质量阵以提高计算效率。

在MPM中，物质点和背景网格之间采用单值映射函数，因此自然地满足了

物体间非穿透条件。对于无滑移粘着接触，MPM自动满足，不需采取额外的处

理；对于需要考虑滑移接触的问题，则需要建立相应的接触算法。York等 [112]首

先提出了一种简单的接触算法：在物体发生接触分离前按正常单值速度场计

算，当检测到物体发生接触分离时采用物体各自独立的速度场进行计算，从

而实现了接触物体之间的正确分离，但该算法未考虑接触物体之间的摩擦作

用。Bardenhagen等 [113]借鉴FEM中接触算法的思想，建立了考虑摩擦的物质点接

触算法，实现了物体间的接触、滑移和分离过程的模拟，随后又对接触判断条件

进行了改进 [114]。针对Bardenhagen等 [113]给出的界面法向量计算方法无法满足共

线条件问题， Huang和Zhang等 [5,115]提出了一种新的接触界面法向量计算方法，
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并将其用于中低速冲击侵彻问题，保证了计算过程中的动量守恒，解决了物质点

法中粘着接触条件导致的侵彻阻力过大的问题。Chen等 [116]则从多重背景网格的

思路建立了物质点法的接触算法，通过公共背景网格更新接触界面上的法向速

度，在物体各自的背景网格上计算其他物理量。Ma和Zhang等 [117]在此基础上建

立了局部多重背景网格接触算法，降低了内存使用量，提高了接触算法效率。由

于物质点接触算法在背景网格结点上实施，Ma和Zhang等 [117]指出仅利用非穿透

条件判断接触易导致接触的提前发生，并给出了一种计算物体之间相邻最近点距

离的公式，改进了物质点法中接触判断方法。

物质点法采用物质点离散，各物质点之间无拓扑关系，因此易开展h自适应

分析。Tan等 [110]建立了物质点和背景网格的层级结构化自适应分析算法，通过局

部加密物质点和背景网格计算了裂纹尖端的能量释放率。针对冲击爆炸问题中易

出现的数值断裂非物理现象，Ma和Zhang等 [118]提出了物质点自适应分裂的物质

点法，有效避免了数值断裂问题。

在与其他算法耦合方面，Zhang等 [119]提出了显式物质点有限元法，该算法

采用有限元离散所有材料区域，并在可能发生材料大变形的空间区域布置背景

网格，一旦物体进入该网格，则强制将有限元结点转化为物质点求解，以避免

网格畸变问题。Guilkey等 [120]建立了多物质欧拉法和MPM的耦合方法，分别采用

多物质欧拉法模拟流体区域，用物质点法模拟固体结构。Anvar和Sumanta [121]将

MPM与浸没边界法(immersed boundary method)进行耦合，采用MPM求解固体结

构，用浸没边界法求解具有复杂流动边界的流体区域。此外， Ayton等 [122]通过

界面层信息交互机制将物质点法与分子动力学方法(molecular dynamics, MD)耦

合，开展了类脂混合双层膜多尺度模拟；Guo和Yang [123]采用握手区方法建立

了MD和MPM的耦合算法，模拟了Cu-Cu和Si-Si的群簇高能碰撞问题。Lu等 [124]通

过将MPM背景网格结点间距逐步细化到分子尺度，并在过渡区建立物质点和分子

的一一对应关系，提出了MPM与MD的无缝耦合方法，分析了硅在纳米尺度下的

拉伸过程。Chen等 [125]采用耦合的MD/MPM进行了纳米尺度的切削和薄膜生产过

程的多尺度分析。

在并行算法方面，Parker等 [126,127]基于消息传递模型(MPI)研究了MPM的

并行算法，开发了Uintah程序。黄鹏和张雄等 [128,129]提出了基于信息共享模

型(OpenMP)的 MPM并行算法，Zhang等 [130]则近一步建立了基于OpenMP的区域

信息交错更新的MPM并行算法，精巧地避免了数据竞争问题。Ma和Lu等 [131]基于

并行程序开发平台SAMRAI [132]建立了GIMP的并行算法。至此，已经建立了基于

两种并行机制的MPM并行算法。
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在物质点法中，本构方程在物质点上计算，而物质点的应变增量通过背景网

格的速度场计算。目前，既有在背景网格动量方程更新前计算应变的计算格式，

也有在动量方程更新后计算应变的计算格式。Bardenhagen分析了两种次序对能量

守恒性的影响，结果表明前者能量守恒性优于后者 [133]。Wallstedt和Guilkey [134]具

体分析了物质点速度到背景网格映射过程中的精度问题，并提出了一种改进方

案。Steffen等 [135]对MPM进行了误差分析。

物质点法经过不断的发展和开发，已经在超高速碰撞、冲击侵彻、爆炸、裂

纹扩展、材料破坏、颗粒材料流动和岩土冲击失效等一系列涉及材料特大变形的

问题中展现了优势。目前已开展的应用具体如下：

在超高速碰撞问题方面，Ma和Zhang等 [136,137]以空间碎片防护问题为背景采

用MPM研究了弹丸超高速碰撞薄板和厚板等问题，Huang和Zhang等 [128]则进一步

采用并行的MPM方法精细模拟了超高速碰撞问题中的碎片云问题。

在冲击侵彻问题方面，Sulsky等 [138,139]模拟了Taylor杆问题、金属成形问题和

钢球侵彻铝靶体的问题。Huang和Zhang等 [115]采用物质点接触算法模拟了中低速

的冲击侵彻问题，所得计算结果与实验结果吻合。Zhang等 [108,140]采用物质点法模

拟了弹体侵彻金属靶体的问题。

在爆炸问题方面，Hu和Chen [141]基于物质点法模拟了爆炸对混凝土墙的破坏

作用。Ma和 Zhang等 [118,142]将MPM应用于高能炸药爆轰问题；王宇新等 [143–145]采

用 MPM系统研究了爆炸焊接问题。张忠等 [146]基于MPM分析了非均质固体炸药

的爆轰过程及其对金属材料的破坏作用。

在裂纹扩展问题方面，Nairn的研究组采用MPM做了大量工作，模拟了二

维、三维的裂纹扩展问题，通过多重速度场描述裂纹面以避免裂纹面之间的

穿透 [147]，并在物质点法中建立相关算法计算了裂纹尖端处的各种参数，如动

态J积分、I、II和III型裂纹的应力强度因子 [148,149]，模拟了脆性材料的断裂问题

并计算了材料断裂过程中的能量释放率 [150]。此外，Gilabert等 [151]采用MPM模拟

了陶瓷材料中裂纹萌生和扩展的过程；Daphalapurkar等 [152]在GIMP中实现了内

聚力模型(cohesive zone model)，模拟了延性和脆性材料中II型裂纹动态扩展的问

题；Wang等 [153]采用非规则的背景网格计算了二维混合型裂纹动态扩展的问题。

在模拟材料失效问题方面，Chen的研究组做了大量工作，采用MPM模拟了

冲击载荷下脆性材料的动态失效问题 [154,155]、薄膜受压状态下的脱层问题 [156]和

材料在局部加热情况下的失效问题 [157]等。Shen [158]采用MPM模拟了玻璃在冲

击载荷作用下的失效破碎问题。Schreyer和Sulsky等 [159,160]在 MPM中采用脱粘

本构模型(constitutive equation for decohesion)研究了复合材料中的脱层失效模
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式。Ionescu等 [161]采用MPM模拟了各项异性软组织的失效问题。Li和Pan等 [162]基

于MPM研究了脆性材料在冲击载荷作用下的失效问题。

在岩土冲击动力学问题方面，Coetzee等 [163]采用二维物质点法模拟了岩土中

锚墩受力问题。Andersen等 [164]基于GIMP分析了边坡失效问题。黄鹏 [5]采用MPM

模拟了半球壳体侵彻岩土和边坡失效问题。

在颗粒材料流动问题方面，Wieckowski等 [165]采用MPM模拟了贮料垛内的

颗粒流动过程。Bardenhagen等 [113]基于MPM接触算法模拟了颗粒物受剪作用下

的流动过程。Coetzee等 [166]采用MPM模拟了挖斗铲玉米颗粒堆的过程；王津龙

等 [167]基于MPM模拟了柱状堆石成型过程。

此外，MPM在泡沫铝材料压缩问题 [168]、海冰动力学问题 [169]、切削问

题 [165,170]、碳纳米管增强型复合材料问题 [171,172]、薄膜流固耦合问题 [112,173]和

多孔介质的动力学响应分析 [174–178]等问题中也有应用。

综上，物质点法采用拉格朗日物质点离散材料区域避免了对流项处理，易

于跟踪材料界面，适合对复杂几何体的离散；采用欧拉背景网格计算空间导

数和动量方程积分避免了网格畸变问题，适合模拟涉及材料大变形和破碎的问

题。Ma和Zhang等 [179]从形函数特性、影响点搜索、接触算法、稳定性和边界条

件等方面对MPM和SPH进行了详细比较，研究表明物质点法具有较高的计算效率

和稳定性。但是，在模拟仅涉及材料小变形问题时，MPM的计算效率和精度不如

有限元法。针对冲击侵彻、流固耦合等问题中存在大量材料区域仅涉及小变形的

情况，需要进一步研究高效的数值计算方法。

1.4 本文主要内容

本文的主要工作基于以下问题：

(1)钢筋混凝土是一类应用广泛的建筑材料，研究钢筋混凝土在冲击侵彻下的

动力学行为有着重要的理论和工程意义。为考虑钢筋的承载作用，需单独建立钢

筋的离散模型。但是，采用MPM建立混凝土和钢筋的离散模型时，由于钢筋的直

径尺寸相比于混凝土结构的尺寸太小导致离散模型规模过于庞大，计算耗时。因

此，需要建立一种既可考虑钢筋承载作用，又可不显著增加离散模型规模的数值

计算方法。

(2)采用MPM模拟冲击侵彻和流固耦合类问题时，侵彻体和非流体材料往往

仅涉及小变形，而物质点法在模拟小变形物体时的精度和效率不如有限元法。因

此，可以采用有限元法离散小变形物体。为此，需要建立物质点离散体和有限元

12
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离散体之间相互作用的耦合算法，从而结合MPM和FEM的优势计算此类问题。

(3)材料在变形过程中，首先是发生小变形，进而发生大变形；此外，在超

高速碰撞、边坡失效问题中，涉及特大变形的材料区域范围较小。如果直接采

用MPM模拟材料的变形全过程及整个材料区域，计算将是耗时的，并没有充分发

挥MPM的优势。因此，需要进一步研究针对此类问题的数值计算方法。

基于以上问题，本文将有限元法中的杆单元引入物质点法中，提出了杂交物

质点有限元法，解决了MPM在模拟钢筋混凝土侵彻问题时的难题。针对冲击侵彻

和流固耦合类问题，建立了耦合物质点有限元法，并进一步提出了自适应物质点

有限元法，充分吸收了物质点法和有限元法在各自适用范围内的优势。本文共分

六章，各章内容如下：

第一章即本章，介绍了本文的研究背景及内容，同时介绍了无网格法的研究

现状，重点综述了物质点法的研究现状和应用范围。

第二章详细介绍了物质点法的基本理论、算法格式和具体实现等问题，并

将MPM与FEM进行了比较，最后基于物质点法开展了爆轰驱动飞片的应用研究。

第三章针对钢筋混凝土结构侵彻问题建立了杂交物质点有限元法。将有限元

法的杆单元引入到物质点法中，在物质点法中构造了模拟钢筋的杆单元，避免了

在钢筋直径方向上的离散，降低了计算规模，并有效地考虑了钢筋在混凝土中的

承载作用。采用杆拉伸和单摆问题验证了该算法的有效性，最后采用该方法模拟

了卵形弹侵彻钢筋混凝土靶体的问题。

第四章内容为耦合物质点有限元法研究。在侵彻和流固耦合问题中，采用有

限元法离散仅涉及材料小变形的物体，用物质点法离散涉及材料特大变形的物

体，通过接触算法实现两个离散体之间的接触作用。采用杆共轴撞击和斜坡上球

体滚动问题验证了该算法的精度和高效性，最后采用该算法模拟了侵彻问题和流

固耦合问题。

第五章内容为自适应物质点有限元法研究，建立了单元到物质点的自适应转

化算法和未转化的有限元离散区域与物质点离散区域相互作用的耦合算法。采用

杆共轴撞击和Taylor杆碰撞问题验证了该方法的精度，最后采用该方法模拟了超

高速侵彻问题和边坡失效问题，结果表明其计算效率明显高于物质点法。

第六章内容为全文总结并展望需进一步开展的工作。
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第 2章 物质点法基本理论和应用

物质点法采用具有拉格朗日属性的物质点和具有欧拉属性的背景网格双重离

散材料区域。物质点携带其所代表材料区域的所有物质信息，包括位置、速度、

应力、应变和其它历史变量等，描述了材料区域的运动与变形；背景网格则用于

动量方程和空间导数的求解，实现了各物质点之间的相互作用和联系。因此，物

质点法具有拉格朗日算法和欧拉算法的优势，可描述材料的大变形甚至破碎。相

比于一般的无网格法，物质点法基于背景网格构造近似函数而非离散质点，类似

于有限元法。

本章将基于更新拉格朗日格式的控制方程推导物质点法的求解格式，进而介

绍物质点法中一些细节问题并将其与显式有限元法进行比较。本章最后给出了基

于物质点法开展的爆轰驱动飞片的应用研究。除非特殊说明，本文涉及到的物理

量和方程均采用笛卡尔直角坐标系。

2.1 控制方程

依据连续介质力学的连续性基本假设，物体可以看做质点的连续集合。各质

点在不同时刻占有不同的空间位置，在一定时刻所占据的空间区域集合称为构

形。物体在t = 0时刻的构形称为初始构形，记为V0，在当前时刻的构形称为现时

构形，记为V，如图2.1所示。为了度量物体的运动和变形，需要选取一个特定时

刻的构形作为参照，称为参考构形。

质点的运动方程为

x = x(X, t) (2-1)

X
x

0 u Γ

tΓ

Γ
0

V

V
V

图 2.1 初始构形和现时构形
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其中，X表示质点，称为物质坐标或拉格朗日坐标，x表示质点X在空间所占的位

置，又称欧拉坐标。在研究物体运动时，主要有两种方法：拉格朗日方法和欧拉

方法。在拉格朗日方法中，通过物体中固定的点来定义和描述其运动和变形，所

研究的是在给定质点上各物理量随时间的变化，以及这些物理量在相邻质点之间

的变化。因此，物理量ψ是质点X和时间t的函数，有

ψ = F(X, t) (2-2)

令X保持不变，物理量对时间的导数称为物质导数，也称全导数，有

dψ
dt

=
∂F(X, t)

∂t

⃒⃒⃒⃒⃒
X

(2-3)

在欧拉法中，通过固定空间点来定义和描述物体的运动与变形，所研究的是

在给定空间点上以不同时刻到达该点的不同质点物理量随时间的变化，以及这些

物理量在相邻空间点之间的变化。因此，物理量ψ是空间点x和时间t的函数，有

ψ = f (x, t) (2-4)

将式(2-1)代入式(2-4)中，利用复合函数求导法则可得 f (x, t)的物质导数，有

d f
dt

=
∂ f (x, t)
∂t

+
∂ f (x, t)
∂xi

vi (2-5)

其中，偏导数∂ f (x, t)
∂t 表示空间点x处物理量的变化率，称为空间时间导数，vi为质

点的速度。

在采用拉格朗日法建立控制方程时，选取不同的参考构形分别有更新拉格朗

日格式和完全更新拉格朗日格式。此处仅介绍更新拉格朗日格式。在更新拉格朗

日格式中，取现时构形为参考构形：虚功方程的积分在现时构形上计算；物理量

均是对空间坐标求导数；应力应变度量则分别选用相对于现时构形定义的柯西应

力张量σ和变形率张量D，并且两者在功率上是共轭的。其中，σ既是对称张量，

又是与变形相关的真实应力，由本构方程计算，即

σ = S (D, ...) (2-6)

D是真实应变的速率ε̇，通过速度梯度计算，即

Di j = ε̇i j =
1
2

(vi, j + v j,i) (2-7)

更新拉格朗日格式的控制方程主要由质量、动量和能量守恒方程组成，具体

为：

ρ(X, t)J(X, t) = ρ0(X) (2-8)
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σi j, j + ρbi = ρüi (2-9)

ρẇint = Di jσi j (2-10)

本构关系为：

σ∇ = σ∇(Di j, σi j, etc.) (2-11)

边界条件为：

n jσ ji |Γt = ti (2-12)

u̇i |Γv = vi (2-13)

在 t = 0时刻，现时构形与初始构形重合，因此材料区域的速度和位移初始条件

可以分别表示为：

u̇(X, 0) = u̇0(X) (2-14)

u(X, 0) = u(X) (2-15)

其中，下标i和 j表示空间坐标分量，并遵守Einstein求和约定，下标0表示初始时

刻的值，· 表示对时间的导数。ρ表示当前时刻的密度，J表示变形梯度的行列

式， fi表示体力，u表示位移，wint表示单位质量的内能。Γt和Γv分别表示现时构形

中的指定面力边界和速度边界，ti和vi分别表示面力边界和速度边界上面力和速

度。n j表示材料边界的单位外法线方向。

在冲击侵彻问题中，柯西应力一般分解为偏应力si j和压力p，有

σi j = si j − pδi j (2-16)

其中，δi j为Kronecker符号，p = −1
3σii。因此，能量方程(2-10)可改写为

ρẇint = ε̇i jsi j − ε̇kk p (2-17)

2.2 控制方程的离散

物质点法采用物质点和背景网格离散材料区域，如图2.2所示。其中，每个物

质点代表一块材料区域并携带该材料区域的所有物质信息，如质量、速度、应力

和应变等，所有物质点的集合代表了整个材料区域；背景网格则用来积分动量

方程和计算空间导数。在物质点法中，采用伽辽金法建立方程(2-9)的等效积分形
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Vp

V

(b) (c)

Г

(a)

图 2.2 物质点法示意图：(a)材料区域；(b)物质点代表区域；(c)物质点离散

式。取虚位移δui作为权函数，利用加权余量法，得∫︁
V
δui(σi j, j + ρbi − ρüi)dV = 0 (2-18)

利用分部积分和边界条件(2-12)和(2-13)，并考虑到δui |Γv= 0 (Γv处位移已知，

故其变分为0)，有 ∫︁
V
δuiσi j, jdV =

∫︁
V

[(δuiσi j), j − δui, jσi j]dV

=

∫︁
Γ

δuiσi jn jdΓ −

∫︁
V
δui, jσi jdV (2-19)

=

∫︁
Γt

δuiσi jn jdΓ −

∫︁
V
δui, jσi jdV

将上式代入式(2-18)，得∫︁
V
δuiρüidV +

∫︁
V
δui, jσi jdV −

∫︁
V
δuiρbidV −

∫︁
Γt

δuitidΓ = 0 (2-20)

式(2-20)即为式(2-9)和边界条件的等效积分弱形式，所包含的位移函数ui对坐

标的导数最高阶次为1，比式(2-9)降低了一阶。因此，位移函数ui仅需满足C0阶连

续性。式(2-20)也称虚功方程，可改写为

δw = δwint − δwext + δwkin = 0 (2-21)

其中

δwint =

∫︁
V
δui, jσi jdV (2-22)

δwext =

∫︁
V
δuiρbidV +

∫︁
Γt

δuiti (2-23)
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δwkin =

∫︁
V
δuiρüidV (2-24)

分别是内力系的虚功、外力系的虚功和惯性力系的虚功。

在物质点法中，位移函数ui采用的近似函数与有限元法一致，即多项式，并

通过背景网格单元构造。背景网格结点I在现时构形中坐标为xiI，在参考构形中坐

标记为XiI。因此，物质点p在任一时刻的空间坐标xip(t)可以近似表示为

xip(t) =

ng∑︁
I=1

NI(xp)xiI(t) (2-25)

其中，ng表示背景网格结点总数，NI(xp)为背景网格结点I在物质点p处的形函数

值。背景网格结点I的位移为

uiI = xiI(t) − XiI (2-26)

因此，背景网格中物质点p的位移可以用背景网格单元结点位移近似表示，有

uip =

ng∑︁
I=1

NI puiI (2-27)

将式(2-27)分别对时间求二阶导和对坐标求偏导，得

üip =

ng∑︁
I=1

NI püiI (2-28)

uip, j =

ng∑︁
I=1

NI p, juiI (2-29)

因此，虚位移也可近似表示为

δui =

ng∑︁
I=1

NI p, jδuiI (2-30)

其中，δuiI表示背景网格结点I的虚位移。将式(2-28)、(2-29)和(2-30)代入式(2-

20)，得

δuiI(
∫︁

V
NI pρNJüiJdV +

∫︁
V

NI p, jσi jdV −
∫︁

V
NI pρbidV −

∫︁
Γt

NI ptidΓ) = 0 (2-31)

在给定的速度边界上δuiI = 0，而在其它所有结点上δuiI是任意的，因此有∫︁
V

NI pρNJüiJdV +

∫︁
V

NI p, jσi jdV −
∫︁

V
NI pρbidV −

∫︁
Γt

NI ptidΓ = 0 (2-32)
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式(2-32)等号左端的第一项为惯性力 f kin
iI ，第二项为结点内力 f int

iI ，第三项和第

四项为结点外力 f ext
iI ，有

f kin
iI = MIJüiJ (2-33)

f int
iI = −

∫︁
V

NI p, jσi jdV (2-34)

f ext
iI =

∫︁
V

NI pρbidV +

∫︁
Γt

NI ptidΓ (2-35)

其中

MIJ =

∫︁
V

NI pρNJpdV (2-36)

为系统的质量阵。将式(2-33)、(2-34)和(2-35)代入式(2-32)中，得

MIJüiJ = f ext
iI + f int

iI (2-37)

在物质点法中，本构方程在代表材料区域的物质点上计算。为将积分式(2-

34)和(2-35)转化为各个分区域的积分之和，定义σ?i j =
σi j

ρ
为比应力，t?i = ti

ρ
为比边

界面力。因此，式(2-34)和(2-35)可分别改写为：

f int
iI = −

∫︁
V
ρNI p, jσ

?
i jdV (2-38)

f ext
iI =

∫︁
V

NI pρbidV +

∫︁
Γt

ρNI pt?i dΓ (2-39)

由于物质点携带了材料区域的质量并集中在物质点位置处，所以材料区域的

密度ρ可近似为

ρ(xi) =

np∑︁
p=1

mpδ(xi − xip) (2-40)

其中，np表示物质点总数，mp表示物质点所代表区域的质量，δ为Dirac-delta函

数。将式(2-40)代入式(2-36)、(2-38)和(2-39)，即可将在材料域和边界上的积分转

换为对物质点代表的材料区域积分求和的形式，有

f int
iI = −

np∑︁
p=1

mpNI p, jσ
?
i jp = −

np∑︁
p=1

NI p, jσi jp
mp

ρp
(2-41)

f ext
iI =

np∑︁
p=1

mpNI pbi +

np∑︁
p=1

mpNI ph−1t?i

=

np∑︁
p=1

mpNI pbi +

np∑︁
p=1

NI ph−1ti
mp

ρp
(2-42)
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其中，h是为了将式(2-39)中第二项边界积分转化为体积分而引入的假想边界层

厚度。在具体计算中，可定义边界物质点，施加边界面力。由式(2-41)和(2-42)可

知，物质点法中的积分方案为物质点积分，而非有限元法中采用的高斯点积分。

在物质点法中，背景网格在空间中固定不动，因此MIJ和时间相关，在每一

个时间步中都需要重新计算。为了减少计算量，一般采用集中质量阵，即

MI =

ng∑︁
J=1

np∑︁
p=1

mpNI pNJp =

np∑︁
p=1

mpNI p (2-43)

因此，式(2-37)可改写为

ṗiI = f ext
iI + f int

iI (2-44)

其中，piI = MI u̇iI = MIviI为背景网格结点I的动量。背景网格结点I速度viI由质点

映射到背景网格上的动量获得，即

viI =

np∑︀
p=1

mpvipNI p

MI
(2-45)

在背景网格结点上完成动量方程(2-44)式计算后，通过背景网格形函数将积

分结果映射回物质点以更新物质点信息，具体参见第2.3节的介绍。物质点应力更

新时的应变增量通过背景网格速度场计算，具体参见第2.4节，如物质点p的应变

率张量Di jp为

Di jp =
1
2

ng∑︁
I=1

(NI p, jviI + NI p,iv jI) (2-46)

综上可知，物质点法的离散方程与有限元法一致，均采用网格构造近似函

数。当采用多项式近似函数时，有限元法采用高斯点积分可精确积分多项式，但

是物质点法采用的物质点积分不如高斯积分精度高。因此，物质点法一般通过加

密背景网格单元内的物质点来提高精度，但增加了计算量。在物质点法中，物质

点携带物质信息，背景网格并不存储任何信息，因此不存在网格畸变问题。但

是，需要通过背景网格形函数将物质点携带的物质信息映射到背景网格上以得到

背景网格结点所需的信息，相比于有限元法增加了额外的计算量。

2.3 时间积分

在分析冲击侵彻和爆炸类问题时，应力波效应在材料的变形与破坏中起主导

作用，一般宜采用显式积分求解。因此，通常采用变步长的中心差分法求解动量
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∆ ∆
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图 2.3 显式时间积分

方程(2-44)式，如图2.3所示。其中，tn+1/2 = (tn+1 + tn)/2，∆tn+1/2 = tn+1 − tn，∆tn =

tn+1/2 − tn−1/2。

在物质点法中，时间积分包括两部分：背景网格结点的动量方程计算和物质

点的运动学量更新。首先求解背景网格结点的动量方程，tn+1/2时刻背景网格结

点I的动量为

pn+1/2
iI = pn−1/2

iI + ( f n,int
iI + f n,ext

iI )∆tn (2-47)

其次，分别利用背景网格的加速度场和速度场更新物质点的速度和位置，有

vn+1/2
ip = vn−1/2

ip +

ng∑︁
J=1

NI p( f n,int
iI − f n,ext

iI )∆tn/MI (2-48)

xn+1
ip = xn

ip +

ng∑︁
J=1

NI p pn+1/2
iI ∆tn+1/2/MI (2-49)

由于中心差分法是条件稳定算法，其时间步长∆t必须小于临界时间步

长∆tcr，即必须满足CFL(Courant-Friedrichs-Lewy)条件，有

∆t = α∆tcr (2-50)

其中，α是一个常数。α的取值应保证整个计算过程中能量守恒，建议取为0.5 ≤

α ≤ 0.9。∆tcr的物理含义为，波在一个时间步内的传播距离不能超过一个背景网

格单元的特征长度，以保证足够的求解精度。因此，临界时间步长取为

∆tcr = min
le
c

(2-51)

其中，le为背景网格单元的特征尺寸，c表示材料当前声速。在物质点法中，一般

采用规则的背景网格，因此le为背景网格结点间距。

2.4 应力更新

在物质点法中，物质点p的应力更新方式为

σi jp(t + dt) = σi jp(t) + σ̇i jpdt (2-52)
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由于柯西应力张量σi jp不是客观张量，因此在本构方程计算中采用客观张量焦曼

应力率σ∇i j，而焦曼应力率σ
∇
i j与柯西应力率σ̇i jp之间的关系为

σ̇i jp = σ∇i jp + σikpΩ jkp + σ jkpΩikp (2-53)

其中，Ωikp表示物质点p的旋率张量，是速度梯度的反对称部分，表征了物质

点p邻域内材料的刚体转动，有

Ωi j =
1
2

(vi, j − v j,i) (2-54)

参考式(2-46)，有

Ωi jp =
1
2

ng∑︁
I=1

(NI p, jviI − NI p,iv jI) (2-55)

σ∇i jp可根据本构关系由变形率张量ε̇i jp求得，即

σ∇i jp = S i jklε̇klp (2-56)

其中S i jkl表示材料的本构张量。

采用中心差分法时，程序仅存储tn+1/2时刻的旋率张量Ω
n+1/2
ik 和tn时刻的柯西应

力σn
i jp。因此，tn+1/2时刻柯西应力率的求解式为

σ̇n+1/2
i jp = σ∇n+1/2

i jp + σn
ikpΩ

n+1/2
jkp + σn

jkpΩ
n+1/2
ikp (2-57)

将式(2-57)代入式(2-52)，得

σn+1
i jp = σn

i jp + σ̇n+1/2
i jp ∆tn+1/2 = σn

i jp + rn
i jp + ∆σn+1/2

i jp (2-58)

其中

rn
i jp = (σn

ikpΩ
n+1/2
jkp + σn

jkpΩ
n+1/2
ikp )∆tn+1/2 (2-59)

∆σn+1/2
i jp = S i jklε̇

n+1/2
klp ∆tn+1/2 (2-60)

柯西应力分解为偏应力和压力，各自根据强度模型和状态方程更新。相应的

应变率张量分解成偏应变率张量ε̇′i j和体积应变率两部分，有

Di j = ε̇′i j +
1
3

Dkkδi j (2-61)

对照式(2-58)，偏应力张量si j的更新格式为

sn+1
i jp = (σn

i jp + pn
pδi j) + rn

i jp + S i jklε̇
′n+1/2
kl ∆tn+1/2 (2-62)
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压力由状态方程更新。在状态方程中，压力一般由体积V、能量e和温度T来

计算，即

p = p(V, e) = p(V,T ) (2-63)

因此，计算pn+1前先对能量方程(2-17)积分。tn+1时刻的物质点内能为

en+1 = en + mpẇn+1/2∆tn+1/2

= en + Vn+1/2sn+1/2
i j Dn+1/2

i j ∆tn+1/2 − Vn+1/2 pn+1/2Dn+1/2
kk ∆tn+1/2 (2-64)

考虑到

Vn+1/2 =
1
2

(Vn + Vn+1) (2-65)

sn+1/2
i j =

1
2

(sn
i j + sn+1

i j ) (2-66)

pn+1/2 =
1
2

(pn + pn+1) (2-67)

Vn+1/2ε̇n+1/2
i j ∆tn+1/2 = Vn+1 − Vn = ∆V (2-68)

式(2-64)可改写为

en+1 = e*n+1 −
1
2

pn+1∆V (2-69)

其中，e*n+1为物质点的内能估计值，有

e*n+1 = en + Vn+1/2sn+1/2
i j Dn+1/2

i j ∆tn+1/2 −
1
2

∆V pnDn+1/2
kk (2-70)

若状态方程是线性的，则有

pn+1 = An+1 + Bn+1en+1 (2-71)

联立式(5.6)和(2-69)，可解得物质点tn+1时刻的压力，有

pn+1 = (An+1 + Bn+1e*n+1)/[1 + Bn+1∆V/(2V0)] (2-72)

将压力代入式(2-69)，可得tn+1时刻物质点的内能。

若状态方程是非线性的，对状态方程进行一次迭代求得压力的近似解，

并代入到式(2-69)中更新物质点tn+1时刻的内能。物质点tn+1时刻的压力最终可

由pn+1 = p(Vn+1, en+1)求得。
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2.5 人工体积粘性

在求解涉及冲击波问题时，波阵面前后压力、密度、速度和能量等将发生突

变(跳跃)，导致物理量在波阵面上的导数存在强间断，给运动微分方程的求解带

来了很大的困难。为此，借鉴 FEM中冲击波的处理方式，在物质点法中采用Von

Neumann和Richtmyer提出的人工体积粘性来处理该问题，即在压力项中加入一项

人工体积粘性力项q，把冲击波的强间断面模糊成在一个在相当狭窄的过渡区域

内急剧变化但连续的波阵面，如图2.4所示。

p

p+q

p

q

x

图 2.4 人工体积粘性力

人工体积粘性项有两种形式，分别是线性形式和二次形式。线性形式为

q =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
−c1ρlecε̇ii

0

ε̇ii < 0

ε̇ii ≥ 0
(2-73)

二次形式为

q =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
c0ρl2e(ε̇ii)2

0

ε̇ii < 0

ε̇ii ≥ 0
(2-74)

其中，c0和c1为无量纲常数，分别建议取值1.5和0.06，le为背景网格单元特征长

度，即背景网格结点间距。在物质点法中，通常采用线性和二次形式的组合形

式，即

q =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
c0ρl2e(ε̇ii)2 − c1ρlecε̇ii

0

ε̇ii < 0

ε̇ii ≥ 0
(2-75)

在引入人工体积粘性项后，压力的求解公式应改为

p = −
1
3
σii − q (2-76)
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人工体积粘性项本质上是一种阻尼项，在压力中添加q后，相当于在系统中

引入了阻尼，等效阻尼比为

ξ = −
q

ρlecε̇kk
=

Q
c

(2-77)

其中

Q =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
c0c − c1ρlecε̇kk

0

ε̇kk < 0

ε̇kk ≥ 0
(2-78)

因此，单元的临界时间步长应改写为

∆te =
le

Q + (Q + c2)1/2 (2-79)

通过在压力项中添加人工体积粘性项，光滑了冲击波间断面，基本上不影响

过渡区外的计算结果。

2.6 形函数与边界条件

在物质点法中，背景网格一般采用规则的形式，如在二维问题中，背景

网格由规则的四边形单元组成，而在三维问题中，背景网格由规则的六面体

单元组成。由于物质点携带所有的材料信息，在每一个时间步计算中，需要

将物质点携带的物理量通过背景网格形函数映射到背景网格结点上，详见

第2.2节。Bardenhagen等 [106]采用Petrov-Galerkin离散方案建立了广义插值物质点

法(GIMP)，给出了物质点法统一的背景网格形函数形式。不同的形函数决定了物

质点影响的背景网格结点范围不同，因此可依据物质点的影响域来划分物质点法

中的背景网格形函数，主要分两类。第一类背景网格形函数是直接采用有限元法

 

Vp

(b)

图 2.5 物质点的影响域：(a)其所在单元，(b)其所在及相邻单元

中四边形单元和六面体单元的形函数，物质点仅影响其所在背景网格单元相连的
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结点，如图2.5(a)所示。因此，在二维问题中，背景网格形函数为

NI =
1
4

(1 + ξξI)(1 + ηηI), I = 1，2，3，4 (2-80)

其中，(ξ, η)表示物质点在四边形母单元中的自然坐标，取值[ − 1, 1]，(ξI , ηI)表示

单元结点I的自然坐标，取值为±1。因此，NI取值范围为0 ∼ 1。当质点位于结

点I处时，NI = 1；当质点位于单元外时，NI = 0。在三维问题中，背景网格形函

数为

NI =
1
8

(1 + ξξI)(1 + ηηI)(1 + ζζI), I = 1，2 · · ·，8 (2-81)

该类形函数具有插值特性，本质边界条件可在单元结点上直接施加，类似于

有限元法。但是，该类形函数的导数在背景网格结点处具有不连续性，导致物质

点跨越背景网格单元边界时产生数值噪音，造成应力振荡。此时，一般在背景网

格单元内多布置物质点以降低数值噪音的影响。

第二类背景网格形函数形式与物质点的变形相关，物质点对其代表的材料区

域涵盖的背景网格单元相连的结点均有影响，如图2.5(b)所示。该类形函数一般可

写为

S I p =
1

Vp

∫︁
Ωp∩Ω

Ψp(x)NI(x)dΩ (2-82)

其中，Ψp(x)定义了物质点所占据的空间区域体积分数，是物质点当前位置和变形

状态的函数，称为物质点的特征函数。该特征函数满足单位分界条件，有

np∑︁
p

Ψp(x) = 1 (2-83)

以一维问题为例，取

Ψp(x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
1

0

x ∈ Ωp

x < Ωp

(2-84)

NI(x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0

1 + (x − xI)/L

1 − (x − xI)/L

0

x − xI ≤ −L

−L < x − xI ≤ 0

0 < x − xI ≤ L

L < x − xI

(2-85)

其中，L为背景网格结点间距。
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将式(2-85)和(2-84)代入式(2-82)，得

S I p =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0
(L+lp+(xp−xI)2)

4Llp

1 +
xp−xI

L

1 −
(xp−xI)2+l2p

2Llp

1 − xp−xI

L

(L+lp(xp−xI)2)
4Llp

0

xp − xI ≤ −L − lp

−L − lp < xp − xI ≤ −L + lp

−L + lp < xp − xI ≤ −lp

−lp < xp − xI ≤ lp

lp < xp − xI ≤ L − lp

L − lp < xp − xI ≤ L + lp

L + lp < xp − xI

(2-86)

其中，lp为物质点p特征长度的一半。对于三维问题，则有

S I p(x) = S I p(ξ)S I p(η)S I p(ζ) (2-87)

该类形函数具有C1连续性，与有第一类形函数相比更光滑，可有效控制数值

噪音。但是需要实时计算物质点的lp以确定该物质点的影响范围，并且形函数形

式比较复杂，显著增加了计算量。此外，该类形函数不再具有插值特性，给本质

边界条件的施加带来了一定的影响。

2.7 计算格式和算法实现

综上，物质点法的求解步骤大致为：

(1)定义背景网格，将所有物质点的质量、动量映射到背景网格上；

(2)在物质点上进行应力更新，并利用物质点积分获得背景网格结点的结点

力；

(3)在背景网格上积分动量方程；

(4)利用背景网格结点的速度更新物质点的位置，利用背景网格结点的加速度

更新物质点的速度。

其中，应力更新时采用的速度场既可以是动量方程更新前的背景网格速度

场，也可以是动量方程更新后的背景网格速度场，即(2)和(3)可以互换。目前，物

质点法在进行应力更新时采用的背景网格速度主要有以下三种格式：

(1)利用更新前的结点动量pn−1/2
iI 来计算结点速度，即

vn−1/2
iI = pn−1/2

iI /mn
I =

np∑︁
p=1

mpvn−1/2
ip Nn

I p/m
n
I (2-88)
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此格式称为USF(update stress first)格式。

(2)利用更新后的结点动量pn+1/2
iI 来计算结点速度，即vn+1/2

iI = pn+1/2
iI /mn

I，此格

式称为USL(update stress last)格式。

(3)将更新后的物质点动量pn+1/2
ip 映射到背景网格上，利用再次计算的背景网

格结点速度，即

vn+1/2
iI =

np∑︁
p=1

pn+1/2
ip Nn

I p/m
n
I (2-89)

此格式称为MUSL(modified update stress last)格式，是对USL格式的一种改进。它

不直接利用更新的结点动量来计算结点速度，而是用将更新的物质点动量映射回

背景网格后的结点速度。因此MUSL比USL和USF的计算量大。

Bardenhagen [133]和Nairn [147]的研究表明，USL具有较强的数值耗散和不稳定

性，而USF和MUSL具有较好的能量守恒性。以第n时间步为例，下面仅给出物质

点法USF和MUSL两种格式的具体计算流程：

1. 重新定义背景网格

将各物质点的质量和动量映射到背景网格上，计算背景网格结点的质量和

动量，有

mn
I =

np∑︁
p=1

mpNn
I p (2-90)

pn−1/2
iI =

np∑︁
p=1

mpvn−1/2
ip Nn

I p (2-91)

2. 施加边界条件

依据具体边界条件，将位于材料边界上的背景网格结点动量进行置零操

作。如，对于固定边界条件，令pn−1/2
I = 0。

3. 应力和密度更新，该步仅适用于USF格式

(a) 由背景网格结点的速度vn−1/2
iI 计算各物质点的变形率张量和旋率张量，

有

Dn−1/2
i jp =

1
2

ng∑︁
I=1

(Nn
I p, jv

n−1/2
iI + Nn

I p,iv
n−1/2
jI ) (2-92)

Ω
n−1/2
i jp =

1
2

ng∑︁
I=1

(Nn
I p, jv

n−1/2
iI − Nn

I p,iv
n−1/2
jI ) (2-93)

(b) 由体积应变增量更新物质点密度，有

ρn
p = ρn−1

p /(1 + Dn−1/2
iip ∆tn) (2-94)
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(c) 利用Dn−1/2
i jp 和Ω

n−1/2
i jp 依据具体的本构关系和状态方程更新物质点的偏应

力和压力。

4. 计算背景网格结点力并施加边界条件

背景网格结点的结点内力为

f int,n
iI = −

np∑︁
p=1

mp

ρp
σi jpNn

I p, j (2-95)

背景网格结点的结点外力为

f ext,n
iI =

np∑︁
p=1

mp f n
ipNn

I p +

np∑︁
p=1

mp

ρp
tn
iph−1Nn

I p (2-96)

对于USF格式，此处的σi jp = σn
i jp，ρp = ρn

p，为第3步计算结果；对

于MUSL格式，σi jp，ρp为上一个时间步中的计算结果。再次施加边界条

件，如对于固定边界条件，则相应结点力应置零。

5. 积分动量方程

在背景网格上对所有结点遍历循环，更新结点动量，有

pn+1/2
iI = pn−1/2

iI + ( f ext,n
iI + f int,n

iI )∆tn (2-97)

6. 更新物质点

分别利用背景网格结点速度场和加速度场更新物质点的位置和速度，有

xn+1
ip = xn

ip +

ng∑︁
I=1

Nn
I p

pn+1/2
iI

mn
I

∆tn+1/2 (2-98)

vn+1/2
ip = vn−1/2

ip +

ng∑︁
I=1

Nn
I p

f n
iI

mn
I
∆tn (2-99)

7. 应力和密度更新，该步仅适用于MUSL格式

(a) 利用更新后的物质点速度重新计算背景网格的结点速度

vn+1/2
iI =

np∑︁
p=1

pn+1/2
ip Nn

I p/m
n
I (2-100)

(b) 由背景网格结点的速度vn+1/2
iI 计算各物质点的变形率张量和旋率张量，

有

Dn+1/2
i jp =

1
2

ng∑︁
I=1

(Nn
I p, jv

n+1/2
iI + Nn

I p,iv
n+1/2
jI ) (2-101)

Ω
n+1/2
i jp =

1
2

ng∑︁
I=1

(Nn
I p, jv

n+1/2
iI − Nn

I p,iv
n+1/2
jI ) (2-102)
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(c) 由体积应变增量更新物质点密度，有

ρn+1
p = ρn

p/(1 + Dn+1/2
iip ∆t) (2-103)

(d) 利用Dn+1/2
i jp 和Ω

n+1/2
i jp 依据具体的本构关系和状态方程更新物质点的偏应

力和压力。

8. 至此物体的所有物质信息均已存储在物质点上，因此可以丢弃已经变形的

背景网格，并在一下个时间步中采用新的规则背景网格。

以三维问题为例，如果采用六面体单元的形函数，在上式中ng = 8；如果采

用第二类形函数，则ng = 8 ∼ 27，具体值依据其影响范围确定。

2.8 MPM与FEM的比较

由第2.7节可知，在单步计算内物质点法的计算过程类似于显式有限元法。下

面分别从计算效率和计算精度对物质点法和有限元法进行比较，其中有限元法是

指采用显式积分的有限元法。

2.8.1 计算精度

MPM和FEM均采用中心差分法积分动量方程，用网格离散材料区域。当背景

网格结点间距和单元尺寸一致时，两者在精度上的差异取决于采用的积分方案

和对材料大变形的处理方式。MPM和FEM均采用多项式近似函数，但FEM采用

高斯积分可以保证积分精度，而MPM采用的是物质点积分。因此，MPM的积分

方案精度低于FEM的高斯积分。但是，在处理材料大变形时，FEM存在网格畸变

问题。一旦单元发生畸变，网格的Jacobian矩阵的行列式值趋近于零，导致计算

精度显著下降。此时，FEM的精度将低于MPM，并且网格畸变到一定程度将导

致FEM计算意外终止。为解决该问题，FEM采用侵蚀算法，即将变形较大的单元

删除。但是，删除单元将导致系统的质量不守恒，同时也对压力计算带来扰动。

另外一种解决方法为网格重划分，但网格重划分需要对历史变量重分配将导致历

史信息的丢失，同时计算代价很大。因此，对于小变形问题，MPM的计算精度不

如FEM；对于涉及材料特大变形的问题，MPM的精度高于FEM。

2.8.2 计算效率

算法的计算效率取决于单步内的计算量和时间步长。图2.6比较

了MPM和FEM的计算流程。对比图2.6可知，MPM的USF格式比FEM多两个计
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USF MUSL FEM

图 2.6 MPM与FEM显式积分算法流程图的比较

算步骤，即将物质点信息映射到背景网格上和将背景网格结点信息映射回物质

点两步，而MPM的MUSL计算格式则多三个计算步骤。此外，物质点法采用物

质点积分，平均每个背景网格内具有4个(二维问题)或者8个(三维问题)物质点，

而FEM采用单点高斯积分。由于在应力更新和结点力计算时涉及到对物质点和

高斯点操作，MPM在这两个计算步内的计算量大于FEM。因此，在单个时间步

内，MPM的计算量远大于FEM，效率低于FEM。

MPM和FEM均采用中心差分法，时间步长取决于单元的特征长度和材料

声速。物质点法的特征长度为背景网格结点间距，在计算过程中不会改变；

而FEM的单元特征长度随着单元的变形发生改变，通常是变小。在声速计算

上，两者没有差异。因此，如果MPM的背景网格结点间距等于FEM中单元的初

始特征长度，则在计算过程中，FEM的时间步长将小于MPM，总的计算步数多

于MPM。在小变形问题中，FEM的单元特征长度的变化不会导致时间步长过小，

且FEM的单步计算量小于MPM，因此 FEM的整体计算效率将高于MPM；在涉及

材料特大变形的问题中，FEM单元特征长度急剧减少，将导致时间步长过小，大

幅度地增加计算步数，因此FEM整体计算效率低于MPM。

综上，在计算小变形问题时，MPM的计算效率和精度不如FEM，但在计算

涉及材料特大变形问题时，MPM的计算效率和精度高于FEM。此外，物质点法
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的USF计算格式与FEM的计算流程相似。

2.9 爆轰驱动飞片的物质点法研究

爆轰驱动飞片是测量炸药做功能力常用的实验方法，也是获得高速物体

常用的加载方式。在预测飞片终态速度的方法中，Gurney公式是最简单和应用

最广泛的工程经验公式。Gurney [180]通过实验测量，指出飞片的速度取决于飞

片(M)和炸药(C)之间的质量比。假设炸药的化学能全部转化为爆轰产物与飞片的

动能，Gurney基于动量守恒和能量守恒得到了飞片速度的估计式。Roth [181]通过

系统的调查，认为简单的Gurney理论与更加复杂的理论同样可靠，不过其局限

性在于不能处理到达终态前以及M/C趋于零时的情形。此外，爆轰驱动飞片过

程涉及到爆轰波、冲击波、爆轰产物膨胀及其与飞片之间的相互作用等问题，

一般仅能得到其一维的几何结构和解析解。对于板形装药来说，基于一维假设

的Gurney公式预测值将偏高。为此，本文基于物质点法研究了开口非对称板型装

药和对称板型装药加速飞片的过程，并基于 MPM的计算结果提出了对称板型装

药结构的Gurney公式修正方案。在本问题中，炸药采用TNT，飞片采用金属钢，

模拟时间设置足够长以保证加速充分。

2.9.1 材料模型

为模拟TNT炸药爆轰过程，本文基于CJ理论采用JWL(Jones-Wilkins-Lee)状态

方程 [182]描述爆轰产物。JWL状态方程是一种不显含化学反应的经验状态方程，

可较好地描述爆轰产物膨胀做功的过程，压力表达式为

p = A(1 −
ω

R1V
)e−R1V + B(1 −

ω

R2V
)e−R2V +

ωE
V

(2-104)

其中，A, B, R1, R2 和 ω 是炸药的材料参数，由实验确定。V = v/v0 是相对体

积，E = ρ0e 是初始单位体积的内能。在数值模拟中，该状态方程结合空材料

模型可模拟炸药的爆轰过程。TNT炸药的密度为 ρ=1.63 × 10−3g/mm3，爆轰速度

为D=6930m/s，Gurney特征速度为
√

2E=2370m/s，JWL状态方程的材料参数列于

表2.1。

表 2.1 TNT炸药JWL状态方程材料参数

A(MPa) B(MPa) R1 R2 ω E0(mJ/mm3)

371200 3210 4.15 0.95 3 6.993

32



第 2章 物质点法基本理论和应用

表 2.2 飞片Johnson-Cook模型材料参数

ρ(g/mm3) E(MPa) υ A(MPa) B(MPa) n

0.0078 200000 0.3 300 200 0.5

本文采用Johnson-Cook材料模型 [183]计算飞片在爆炸载荷下的应变率强化效

应。在Johnson-Cook模型中，材料的动态屈服应力为

σy = (A + Bεpn
)(1 + C ln ε̇*)(1 − T *m) (2-105)

其中，A，B，n和m是材料参数，εp表示等效塑性应变，ε̇* = ε̇p/ε̇0 表示无量纲的

塑性应变率，且ε̇0 = 1s−1。T * = (T − Troom)/(Tmelt − Troom)为无量纲温度， Tmelt表

示材料的融化温度，Troom表示室温。由于爆轰过程极短，此处采用简化形式

的Johnson-Cook模型，通过令式(2-105)中m=0，得

σy = (A + Bεpn
)(1 + C ln ε̇*) (2-106)

飞片材料参数见表2.2。

2.9.2 开口非对称板型装药

开口非对称板型装药结构如图2.7所示。其中，左侧为TNT炸药，右侧为飞

片。两者具有相同的横向尺寸w，各自厚度分别为eM和eE。针对该类构型，预测

飞片终态速度的Gurney公式 [184]为

v =
√

2E
[︃

3
1 + 5(M/C) + 4(M/C)2

]︃ 1
2

(2-107)

C M

Y

X

O

e
ME

e

w

图 2.7 开口非对称板型装药结构示意图
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2.9.2.1 一维模型

首先采用一维离散模型计算该类装药构型下飞片的速度，如图2.8所示，固

定TNT炸药的厚度为eE=20mm。背景网格仅采用一排单元，质点则布置在背景网

格X向的中心线上。背景网格除其左侧和右侧为自由边界条件外，其余边界条件

均设为对称边界条件。在炸药左侧定义点起爆，起爆时间为0时。

OO

Y

X

图 2.8 一维离散模型：空心点表示离散炸药的物质点，实心点表示离散飞片的物质点

给定飞片厚度为eM=12mm，采用不同的背景网格结点间距进行收敛性分

析。表2.3给出了各种离散间距下飞片速度MPM的计算结果。对比表2.3可知，

随着背景网格和物质点的加密，飞片速度的计算结果收敛于Gurney公式预测

值(M/C=2.8712)。

表 2.3 飞片终态速度数值解收敛性分析

工况1 工况2 工况3 工况4 工况5 Gurney值

物质点间距 (mm) 0.8 0.4 0.2 0.1 0.04 -
背景网格结点间距 (mm) 4 2 1 0.5 0.2 -

V(mm/ms) 575 581 589 592 592 590.5

此外，依据工况5的计算结果，图2.9给出了 0 ∼8µs内以1µs为时间间隔的压力

曲线。由爆轰速度可知，TNT炸药的爆燃过程在2.886µs完成。因此，在爆燃完成

前(曲线2和3)，爆轰波的压力峰值趋近于C-J压力1.957 × 104MPa [36]。在爆轰产物

与飞片的接触界面处，产生透射波(进入飞片)和反射波。对比图2.9可知，飞片区

域内的透射波(第4、5和6条曲线)峰值大于入射波，这是由于钢的波阻抗大于爆轰

产物的波阻抗(透射系数大于1)所致。随后，由自由面反射回的拉伸波削弱了爆轰

产物内的压缩波。

固定TNT炸药的厚度，改变飞片的厚度，采用物质点法计算飞片速度随

质量比变化的曲线。在计算中，背景网格结点间距取为0.5mm，质点间距取

为0.1mm。图2.10比较了飞片速度MPM的计算结果与Gurney公式的预测值，整体

结果吻合。但当M/C较小时，Gurney公式的预测值偏低，这是由于Gurney模型

过于简化所致。Aziz等 [185]假设飞片为刚体，采用理想气体状态方程描述爆轰产
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图 2.9 在爆轰驱动飞片过程中沿着x向的压力曲线

物，推导了该类构型下飞片速度的解析解，有

V
D

= 1 −
27
16

M
C

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣(︃1 +
32
27

C
M

)︃1/2

− 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ (2-108)

该解析式可以描述M/C趋于零时的情形。因此，图2.10比较了式(2-108)的解

与MPM的计算结果，表明MPM可以很好地预测开口非对称板型装药一维问题中

飞片的速度。

0 0. 5 1 1. 5 2 2. 5 3
0.05

0.  1

0.15

0.  2

0.25

0.  3

0.35

0.  4

0.45

M/C

v/
D

 

 

Gurney 

MPM: 
Aziz 

图 2.10 开口非对称板型装药一维问题飞片无量纲终态速度曲线

2.9.2.2 二维模型

为了研究横向效应 [186]的影响，此处考虑开口非对称板型装药的二维问

题。在该问题中，炸药和飞片在横向为有限尺寸，固定炸药和飞片横向尺寸
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为20mm，炸药厚度为10mm，而飞片的厚度依据质量比确定。考虑到对称性，

建立1/2离散模型，如图2.11所示。同时采用一层背景网格，背景网格结点间距

为0.5mm，质点间距为0.1mm，各物质点均位于背景网格Z向的中心面上。其中，

离散炸药的质点数为10000个，离散飞片的质点数依据不同质量比而不同，范围

为400∼3400。在背景网格X向两侧及Y向上侧设置自由边界条件，其它边界设置

对称边界条件。在炸药左侧定义线起爆，起爆时间为0时。

Y

OO

X

图 2.11 二维离散模型：空心点表示离散炸药的物质点，实心点表示离散飞片的物质点

图2.12给出了不同质量比下的飞片速度的MPM计算结果和Gurney公式预测结

果。对比图2.12可知，在M/C值较小时，两者吻合；当M/C较大时，两者相差较

大。这是因为在炸药爆燃过程中，爆轰波在横向的自由面不断产生稀疏波(即拉伸

波)抵消了爆轰产物中持续做功的压缩波，此即横向效应。当M/C比值较大时，

炸药加速飞片的时间越长，横向效应越明显，必须予以考虑 [186]。这时炸药的

化学能已不能完全转化为飞片和爆轰产物的动能，因此Gurney公式的预测值偏

高。Kennedy [187]推荐采用如图2.13所示的方法，将炸药的横向效应从C中扣除，

以此对Gurney公式进行修正。由图2.12可知，MPM计算结果与修正后的Gurney公

式预测值吻合，说明 Kennedy修正可以很好地引入非对称板型装药横向效应的影

响。

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

0.05
0.10
0.15
0.20
0.25
0.30
0.35
0.40

M/C

v/
D

Gurney 
MPM

Gurney

图 2.12 开口非对称板型装药二维问题飞片无量纲终态速度曲线
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30

30

图 2.13 炸药压力的侧向飞散使得炸药侧面质量要扣除的示意图，不计算阴影部分的炸

药质量

2.9.3 对称板型装药

对于开口非对称板型装药，MPM的一维计算结果与Gurney公式吻合，二维

计算结果与修正后的Gurney公式吻合。此处，研究金属-炸药-金属装置的对称

板型装药下驱动飞片的过程，如图2.14所示。该类构形下，预测飞片终态速度

的Gurney公式 [184]为

v =
√

2E(M/C + 1/2)−
1
2 (2-109)

C M/2

Y

E
e

w

e
M

M/2

X

O

/2e
M /2

图 2.14 对称板型装药结构示意图

2.9.3.1 一维模型

首先采用一维离散模型计算该类装药构型下飞片的速度。考虑到对称性，

建立1/2离散模型，如图2.8 所示。固定TNT炸药厚度为20mm，改变飞片厚度以

计算飞片速度随质量比变化的曲线。在计算中，背景网格结点间距取为0.5mm，

质点间距取为0.1mm，离散炸药的物质点数为200个，离散飞片的物质点数范围

为8 ∼ 68。在背景网格左侧设置对称边界条件，其它同一维开口非对称板型装药

中的设置。在炸药左侧定义点起爆，起爆时间为0时。
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图2.15给出了飞片速度的MPM计算结果和Gurney公式预测值。对比图2.15可

知，MPM计算结果与Gurney预测值在整体上吻合。

0 0. 5 1 1. 5 2 2. 5 3
0.15

0.20

0.25

0.30

0.35

0.40

0.45

0.50

0.55

M/C

 

 

Gurney 
 MPM: 

v/
D

图 2.15 对称板型装药一维问题飞片无量纲终态速度曲线

0 0. 5 1 1. 5 2 2. 5 3
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0. 1

0. 2
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0.  5
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D

 

 
Gurney 
MPM: 

Gurney 
Gurney 

图 2.16 对称板型装药二维问题飞片无量纲终态速度曲线

2.9.3.2 二维模型

采用二维离散模型分析横向效应的影响。考虑到对称性，建立1/4模型，如

图2.11 所示。此处，固定TNT炸药和飞片的横向尺寸为20mm，TNT炸药的厚度

为10mm，改变飞片的厚度以计算飞片速度随质量比变化的曲线。背景网格、质

点位置设置均同开口非对称板型装药的二维离散模型，背景网格的左侧设置为对

称边界条件。此处采用线起爆，起爆时间为0时。
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CM/2

ө

ө

ө

ө

M/2

图 2.17 炸药压力的侧向飞散使得炸药侧面质量要扣除的示意图，不计算阴影部分的炸

药质量

图2.16给出了飞片速度的MPM计算结果与Gurney公式预测值。对比图2.16可

知，横向效应影响很明显。因此，依据图2.13中30∘角的质量扣除方式对式(2-

109)进行修正。图2.16比较了修正后的Gurney预测值和MPM的计算结果，表明该

方式并未充分考虑对称板型装药构形中的横向效应影响。为此，从质量扣除的

思路，我们提出了如图2.17所示的质量扣除方式，改变初始位置并提高扣除角度

到45∘，修正后的Gurney预测值与MPM计算结果吻合较好，见图2.16。

2.10 小结

本章详细阐述了物质点法的基本理论和具体实现步骤，并将其与有限元法进

行了对比，表明物质点法在求解小变形物体时的精度和效率不如有限元法，但在

求解涉及材料特大变形问题时的计算精度和效率高于有限元法。最后，基于物质

点法开展了爆轰驱动飞片的应用研究，模拟了板型装药下爆轰驱动飞片的过程，

飞片速度MPM计算结果与经验公式和解析解吻合，并针对对称板型装药二维问题

中Gurney公式预测值偏高的缺点提出了一种简单有效的修正方案。
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第 3章 杂交物质点有限元法

钢筋混凝土是一类重要的建筑材料，在民用建筑和军事防护工程中有着广泛

应用。目前，针对钢筋混凝土结构开展了大量数值模拟工作 [188–194]，采用的方法

以有限元法和欧拉算法为主，离散模型以等效模型为主 [190,191,194,195]。在冲击爆炸

载荷作用下，钢筋混凝土结构将涉及材料的大变形和破碎，如图3.1所示。采用

有限元法将遇到网格畸变问题，而欧拉法并非模拟固体力学问题的最佳方法。因

此，本文采用物质点无网格法模拟此类问题。

(a) (b)

图 3.1 (a)弹体侵彻后的钢筋混凝土靶体，(b)杂交物质点有限元法示意图

为了考虑钢筋在混凝土中的承载作用，需分别建立钢筋和混凝土的离散模

型。如图3.1(a)所示，钢筋直径的尺寸与混凝土结构尺寸相差悬殊。如果采用等

间距的物质点离散钢筋和混凝土将导致离散模型规模过于庞大，计算耗时。考虑

到钢筋在混凝土中以承受拉伸载荷为主，本文将FEM中杆单元引入物质点法，在

物质点法中构造了一种离散钢筋的杆单元，提出了杂交物质点有限元法(Hybrid

Finite Element Material Point Method,简称为HFEMP)。如图3.1(b)所示，HFEMP采

用物质点离散混凝土，用杆单元离散钢筋，避免了在钢筋直径方向上的离散，降

低了计算规模，而钢筋与混凝土的相互作用则通过物质点法的背景网格实现。

3.1 杂交物质点有限元法

本算法主要包括物质点法和构造的杆单元法两部分。其中，杆单元的应力更

新通过单元两端结点计算，而单元结点的动量方程同物质点一起在背景网格上计
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算。因此，杆单元的动量方程求解格式及能量积分与物质点法相同，在此不再推

导，可参考第2章相关内容。

3.1.1 物质点法

在本文中，采用物质点离散混凝土。为方便与构造的杆单元计算格式对比，

此处列出物质点法求解tn+1/2和tn+1时刻物理量的公式。以三维问题为例，背景网

格形函数采用有限元六面体单元形函数，并采用MPM的USF计算格式。

tn−1/2时刻物质点p的变形率张量和旋率张量分别为

Dn−1/2
i jp = ε̇n−1/2

i jp =
1
2

8∑︁
I=1

[Nn
I p, jv

n−1/2
iI + Nn

I p,iv
n−1/2
jI ], (3-1)

Ω
n−1/2
i jp =

1
2

8∑︁
I=1

[Nn
I p, jv

n−1/2
iI − Nn

I p,iv
n−1/2
jI ], (3-2)

其中vn−1/2
iI = pn−1/2

iI /mn
I 表示背景网格结点I的速度。柯西应力计算格式为

σn
i jp = σn−1

i jp + σ̇n−1/2
i jp ∆tn (3-3)

σ̇i j表示柯西应力率，由焦曼应力率 σ∇i j依据相应的本构方程和状态方程计算，有

σ̇i j = σ∇i j + σikΩ jk + σ jkΩik (3-4)

背景网格结点I在tn+1/2时刻的动量为

pn+1/2
iI = pn−1/2

iI + ( f n,int
iI + f n,ext

iI )∆tn (3-5)

其中

pn−1/2
iI =

np∑︁
p=1

mpvn−1/2
ip Nn

I p (3-6)

f n,int
iI = −

np∑︁
p=1

Nn
I p, jσ

n
i jpmp/ρ

n
p (3-7)

f n,ext
iI =

np∑︁
p=1

Nn
I pt̄iph−1mp/ρ

n
p +

np∑︁
p=1

mpNn
I p f n

ip (3-8)

物质点p在tn+1/2时刻的速度和tn+1时刻的位置分别为：

vn+1/2
ip = vn−1/2

ip + ∆tn
ng∑︁

I=1

f n
iI N

n
I p/m

n
I (3-9)
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xn+1
ip = xn

ip + ∆tn+1/2
ng∑︁

I=1

pn+1/2
iI Nn

I p/m
n
I (3-10)

3.1.2 杆单元

本文中的杆单元同FEM的杆单元不尽相同，区别是杆单元结点动量方程同物

质点一起在背景网格上求解，与物质点法相同；杆单元又与物质点不尽相同，对

比第3.1.1节，区别是杆单元的应力更新通过杆长的变化率计算，与FEM的杆单元

相同。这也是杂交物质点有限元法名称的由来。除非特殊说明，下文中的杆单元

是指本文中构造的杆单元。

如图3.2所示，采用杆单元离散钢筋，用物质点离散混凝土。杆单元结点和物

质点在同一背景网格中运动，保证了杆单元和物质点位移场和速度场的一致性。

为了体现钢筋在混凝土中的承载作用，在每一个时间步开始时，将杆单元结点和

物质点的质量和动量映射到同一背景网格上，在背景网格上求解杆单元结点和物

质点的混合动量方程。

图 3.2 钢筋混凝土离散示意图

e

(a) (b)

l  ,  A

r+1rr-1

图 3.3 (a)钢筋，(b)钢筋的离散模型

为方便起见，以一条钢筋的离散为例介绍杆单元算法。钢筋长L，横截面积

为A，采用4个杆单元离散，如图3.3所示。tn时刻杆单元e的应变增量为

∆εn
e = (lne − ln−1

e )/ln−1
e (3-11)
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其中 lne 表示杆单元e在tn时刻的长度。tn+1时刻该单元的应力σn+1
e 为

σn+1
e = σn

e + ∆σn
e (3-12)

其中∆σn
e表示杆单元的应力增量，可通过相应的本构模型由单元的应变增量∆εn

e计

算得到。由应力σe可得单元的轴力，有

Fe = Aσe (3-13)

注意，此时的应变增量、应力和轴力计算均是在杆长方向上计算。该方向在

全局坐标系下的方向余弦为cosθie，有

cosθie = (xn
i,r+1 − xn

i,r)/l
n
e (3-14)

由轴力和方向余弦可得杆单元结点r的内力在全局坐标系下的表达式，有

f int
ir =

ne∑︁
e=1

ΛreFe cos θie (3-15)

在式(3-15)中, Λre = ±1，当结点位于相应单元的起始端时取1，否则取−1。

为实现杆单元结点的动量方程同物质点一起在背景网格上求解，将杆单元结

点的质量、动量和结点力通过背景网格形函数映射到背景网格上。因此，背景网

格节点I各物理量(结点质量mI、结点动量piI、结点内力 f int
iI 和结点外力 f ext

iI )的公式

可改写为：

mI =

np∑︁
p=1

mpNI p +

nr∑︁
r=1

mrNIr (3-16)

piI =

np∑︁
p=1

mpvipNI p +

nr∑︁
r=1

mrvirNIr (3-17)

f int
iI = −

np∑︁
p=1

NI p, jσi jpmp/ρp +

nr∑︁
r=1

NIr f int
ir (3-18)

f ext
iI =

np∑︁
p=1

mpNI p fip +

np∑︁
p=1

NI pt̄iph−1mp/ρp +

nr∑︁
r=1

mrNIr f ext
ir (3-19)

其中，nr表示杆单元的结点总数，mr和vir分别表示杆单元结点r的质量和速

度， f ext
ir 表示杆单元的结点外力。

在背景网格上积分动量方程后，采用背景网格的速度场和加速度场更新杆单

元结点r的位置和速度，有

vn+1/2
ir = vn−1/2

ir + ∆tn
ng∑︁

I=1

f n
iI N

n
Ir/m

n
I (3-20)
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xn+1
ir = xn

ir + ∆tn+1/2
ng∑︁

I=1

pn+1/2
iI Nn

Ir/m
n
I (3-21)

综上可知，通过引入有限元的杆单元应力更新方式考虑了钢筋的拉伸过程；

通过背景网格实现了钢筋与其周围混凝土的相互作用，在式(3-16)∼(3-19)中等号

右端最后一项均是杆单元对背景网格结点的贡献项。另外，通过引入失效模型，

可模拟钢筋的断裂过程，即将满足失效准则的杆单元删除并保留相应的杆单元结

点。对于不与任何单元相连的杆单元结点，通过背景网格的速度场和加速度场分

别更新其位置和速度，以考虑其惯性效应。

3.1.3 背景网格结点间距的影响分析

由第3.1.2节可知，在杂交物质点有限元法中有两种离散尺寸，背景网格结点

间距和杆单元尺寸。假定杆单元尺寸不变，不同的背景网格结点间距设置对杆单

元计算结果有影响。下面以一条钢筋的离散给出分析。

如图3.4所示，一条钢筋用一组杆单元离散。杆单元编号为er，杆单元结点

编号为r。对于结点r来讲，通过杆单元er计算的轴力为Fr，方向如图3.4所示，通

过杆单元er−1计算的轴力为Fr−1。此处，考虑两种典型的背景网格结点间距，编

号为工况1和工况2，且杆单元位于背景网格的中心线上，如图3.4所示。为了定

量分析背景网格结点间距导致的影响，考查杆单元结点r通过背景网格求解的加

速度ar。因此，首先将杆单元结点r的质量和轴力映射到其所影响的背景网格结

点1、2、3和4上，然后将背景网格结点1、2、3和4的加速度映射回杆单元结点r即

可。

x

y

o

21

r-2 r-1 r r+1 r+2

r r r r r
r r r r r

21

2 1

ererer e r

Fr

r r r

FrFr Fr Fr Fr+1

34
34

图 3.4 背景网格结点间距对杆单元计算结果的影响分析
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3.1.3.1 工况1

在工况1中，背景网格结点间距为杆单元尺寸的1/2。因此，背景网格的每个

结点最多仅受1个杆单元结点的影响。背景网格结点1、2、3和4的结点力为：

f1 = f4 = N1r(Fr − Fr−1)

f2 = f3 = N2r(Fr − Fr−1)
(3-22)

结点质量为：

m1 = m4 = N1rmr

m2 = m3 = N2rmr

(3-23)

其中，mr表示杆单元结点r的集中质量, NIr表示背景网格结点I的形函数在杆单元

结点r处的值。

杆单元结点r的加速度为

ar =

4∑︁
I=1

NIr fI/mI = (Fr − Fr−1)/mr (3-24)

式 (3-24)等价于FEM的杆单元计算结果。因此，如果每个背景网格结点最多

受一个杆单元结点影响，则杆单元的计算结果等价于FEM的杆单元。

3.1.3.2 工况2

在工况2中，背景网格结点间距与杆单元尺寸相等。因此，背景网格每个结

点至少受2个杆单元结点的影响。背景网格结点1、2、3和4的结点力为：

f1 = f4 = N1n(Fn − Fn−1) + N1(n−1)(Fn−1 − Fn−2)

f2 = f3 = N2n(Fn − Fn−1) + N2(n+1)(Fn+1 − Fn)
(3-25)

结点质量为：

m1 = m4 = N1nmn + N1(n−1)mn−1

m2 = m3 = N2nmn + N2(n+1)mn+1

(3-26)

通过对比式(3-25、3-26)和式(3-22、3-23)可知，工况2中杆单元不完全等价

于FEM的杆单元。由于同一个背景网格结点受到两个杆单元结点的影响，平

均了相应的物理量，等价于引入了一种阻尼机制，见第3.3节。

综上，对比工况1和工况2可知，杆单元尺寸与背景网格结点间距的相对比值

影响杆单元的计算结果。当该比值大于等于2时，杆单元完全等价于FEM的杆单
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元；当比值小于2时，杆单元等价于在FEM的杆单元基础上引入了一种阻尼，该

阻尼有益于求解涉及冲击波的问题。

3.2 算法实现

程序中实现了针对杆单元的本构方程，包括线弹性、弹塑性模型等。下面给

出单步内的计算流程，与物质点法大致相同。

1. 重新定义背景网格

将各物质点和杆单元结点的质量和动量映射到背景网格上，即分别由

式(3-16)和(3-17)计算背景网格结点I的质量mn
I和动量pn−1/2

iI 。

2. 施加边界条件

对位于材料边界上的背景网格结点，依据相应的边界条件调整其动量。

3. 应力和密度更新

(a) 对所有的物质点进行遍历循环，分别由式(3-1)和(3-2)计算物质点的应

变率和旋率张量，密度采用下式更新

ρn
p = ρn−1

p /(1 + ∆εn−1/2
iip ) (3-27)

通过式(3-3)依据具体的本构模型和状态方程更新物质点的应力；

(b) 对所有的杆单元进行遍历循环，由式((3-11))计算应变增量 ∆εn
e ,密度采

用用下式更新

ρn+1
e = ρn

e/(1 + ∆εn
e) (3-28)

通过式(3-12)更新杆单元的应力(此时的应力仍是在杆单元的随体系上计

算)。

4. 计算背景网格的结点力

(a) 采用式(3-13)计算杆单元轴力，进而通过式(3-15)计算杆单元结点力；

(b) 分别通过式(3-18)和(3-19)计算背景网格的结点内力和结点外力；

(c) 对位于材料边界上的背景网格结点遍历循环，依据具体的边界条件重

置其结点力。

5. 对所有的背景网格结点遍历循环，依据式(3-5)计算动量方程。

6. 更新各物质点和杆单元结点：

分别通过式(3-9)和(3-10)更新质点的位置和速度，杆单元结点的更新方式与

物质点相同。

7. 丢弃已经变形的背景网格，并重新定义规则的背景网格用于下一步计算。
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3.3 算法验证

3.3.1 杆拉伸问题

为了考查本文提出的HFEMP法计算精度，考虑一端固定另一端受拉伸

载荷的弹性杆动力响应问题，如图3.5(a)所示。其中，弹性杆的初始长度

为L=0.4m，初始横截面积为A=0.785m2，拉力F=10000N。杆材料的各项参数

为ρ=8.9 × 103kg/m3，E=1.17 × 1011Pa。

F

x

y

o

F

(a) (b)

(c)

ρ, A, L, E m m

k m

2m

2m k

l l

ee1

u
2

u
1

图 3.5 (a)物理模型，(b)离散模型， (c)等效模型

采用2个杆单元离散，如图3.5(b)所示。其中，l=L/2，m=ρAL/4。由于仅考

虑轴向的拉伸压缩，该离散模型等价于一弹簧质量系统，如图3.5(c)所示，其

中k=EA/l。由哈密顿原理可建立该系统的运动方程，通过振型叠加法可求得该问

题的位移响应解析解，有

u1 =
√

2F
4m {[1 − cos(ω1t)]/ω2

1 − [1 − cos(ω2t)]/ω2
2}

u2 = F
2m {[1 − cos(ω1t)]/ω2

1 − [1 − cos(ω2t)]/ω2
2}

(3-29)

其中ω1 =

√︁
(2−
√

2)k
2m ，ω2 =

√︁
(2+
√

2)k
2m 。因此，两单元的轴力变化解析解为：

F1 = u1
l EA

F2 = u2−u1
l EA

(3-30)

本算例分别考虑背景网格结点间距为0.1m和0.2m两种工况，如图3.6所示。

在两种工况中，仅在z方向上布置一层背景网格，杆单元沿着背景网格中心线布

置，并固定单元e1的左端结点。

图3.7给出了工况1中两个杆单元轴力的时程曲线。由第3.1.3节中的讨论可

知，工况1中杆单元等价于FEM的杆单元，没有阻尼。对比图3.7可知，两单元的

轴力数值解与弹簧质量系统解析解吻合。

图3.8比较了工况2中杆单元的轴力数值解和解析解。对比图3.8可知，轴力数

值解逐渐衰减到稳态解F。由第3.1.3节中的分析可知，这是由于背景网格结点受
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图 3.6 各工况的背景网格设置
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图 3.7 工况1中的各单元轴力时程曲线

到至少2个杆单元结点影响而引入的阻尼所致。
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图 3.8 工况2中各单元轴力时程曲线：左图为杆单元1，右图为杆单元2

3.3.2 单摆问题

进一步采用重力作用下单摆问题考查该算法的精度。此处，采用无量纲参

数。质量为m=3.3的摆球上端连接在墙壁上的球铰上。单摆的摆长为L=0.73，初
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始倾角为θ0=19.8∘，如图3.9所示。为了采用杆单元离散求解，假定单摆的横截面

积为A=0.01，摆材料的参数为ρ=1.0，E=106。

m

ρ,  L,  E,  A

θ g

图 3.9 单摆的力学模型

在计算中，考虑了不同杆单元尺寸与背景网格结点间距的离散模型，共分四

种，如图3.10所示，其中仅给出杆单元结点。在离散模型(a)和(b)中，杆单元尺寸

均为0.2433，背景网格结点间距则分别为0.2和0.1；在离散模型(c)和(d)中，杆单

元尺寸均为0.104286，背景网格结点间距则分别为 0.1和0.05。
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图 3.10 四种工况的离散模型
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图3.11给出了摆角θ时程曲线在四种离散模型中的计算结果，并与有限元计

算结果 [173]进行了比较。依据第3.1.3节的分析，离散模型(b)和(d)的解与有限元解

等价，见图3.11。在离散模型(a)和(c)中，由于背景网格部分结点受到两个杆单元

结点的影响，相比于有限元数值解存在着一定的阻尼。但是对比图3.11中离散模

型(a)和(c)的数值解可知，该阻尼会随着网格的细化而削弱。

0 0.4 0.8 1.2 1.6
−20

−10

0

10

20

 

 

(s)

 a

 b

 c

 d

FEM

图 3.11 摆角 θ的时程曲线

3.4 算法应用

通过第3.3节的算例，验证了杂交物质点有限元法的精度，同时也分析了背景

网格结点间距对杆单元计算结果的影响。下面，进一步将该算法用于计算弹体侵

彻钢筋混凝土结构的问题。由于混凝土本构模型参数较多，在此之前先介绍本文

采用的混凝土本构模型。

3.4.1 混凝土本构模型

目 前 ， 混 凝 土 的 本 构 模 型 有 多 种 类 型 ， 如Holmquist-Johnson-

Cook(HJC) [196]、RHT [197]和“混凝土损伤模型” [188]等。其中，HJC模型是一种率式

本构，可模拟混凝土在大变形、高压和高应变率下的力学行为，并考虑了混凝

土内的孔洞坍塌效应，在混凝土侵彻问题中得到了广泛应用 [33,198,199]。Polanco-

Loria等 [200]研究表明，HJC模型很好地折衷了在模拟大尺度模型上的精度和公式

上的易理解性。因此，本文采用HJC模型模拟混凝土。

HJC模型包括三部分，分别是强度模型、状态方程和损伤模型，如图3.12所

示，下面分别简要介绍。

50



第 3章 杂交物质点有限元法

p*

D = 1.0 ( )

D = 0.0 ( )

Smax

> 1.0*ε
.

= 1.0*ε
.A

T  ( D)*
ε

p

f
ε

+

ε
fmin

T  *

µ

T(1 − D)  

p
lock

p
crush

µcrush µlock

= + +
2 3

1 2 3
p K K Kµ µ µ

(a)

(b) (c)

p

µplock

p

f

  
  
  
  
  
 σ

*

p*

图 3.12 HJC本构模型：(a)强度模型，(b)损伤模型，(c)状态方程

3.4.1.1 HJC强度模型

为便于引入混凝土的抗压强度，HJC强度模型采用了归一化等效应力，有

σ* = σ/ f ′c (3-31)

其中，σ表示等效应力， f ′c 表示准静态单轴抗压强度。在HJC模型中，归一化屈

服应力为

σ* = [A(1 − D) + Bp*N](1 + Clnε̇*) (3-32)

其中，σ*表示无量纲的等效屈服应力，p* = p/ f ′c表示归一化的无量纲压力，p表

示当前压力，ε̇* = ε̇/ε̇0表示无量纲的应变率，ε̇表示当前应变率，ε̇0 = 1.0s−1为参

考应变率。A，B，N，C分别表示内聚力强度，压力强化系数，压力硬化系数和

应变率系数。D为损伤因子，由HJC损伤模型确定。

由式(3-32)可知，σ*随着p*的增长而无穷增长。实际上，σ*存在一个极限

值，因此引入归一化的最大强度S max，并令σ
* ≤ S max。另外，考虑到混凝土

所能够承受的最大静水拉应力T，引入归一化最大静水拉应力T * = T/ f ′c，如

图3.12(a)所示。

3.4.1.2 HJC损伤模型

混凝土材料的内聚强度将随着孔洞的坍塌而削弱，而孔洞坍塌将产生塑性体
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积应变。因此，为考虑孔洞坍塌产生的损伤，HJC损伤模型结合了塑性体积应变

和等效塑性应变对损伤的影响，如图3.12(b)所示。损伤因子表达式为

D =
∑︁

(∆εp + ∆µp)/(εp
f + µ

p
f ) (3-33)

其中，D的取值范围为0 ∼ 1，∆εp和∆µp分别为当前时间步的等效塑性应变增量和

塑性体积应变增量。同时，有

ε
p
f + µ

p
f = D1(p* + T *)D2 (3-34)

其中D1和D2为材料损伤参数。由式(3-34)可知，当p* + T * = 0时，混凝土材料不

能承受任何塑性应变；当p* + T * > 0时，εp
f + µ

p
f之和随p*的增长而增长。为了

避免混凝土在小幅拉伸载荷作用下发生损伤失效，引入最小塑性应变ε f min，如

图3.12(b)所示。

3.4.1.3 HJC状态方程

考虑到高压和混凝土中的空隙，HJC模型中的状态方程 (EOS)包括三个不同

的响应区域，分线弹性区、过渡区和压实区，如图3.12(c)所示。

(1)线弹性区

当压力p低于孔洞坍塌时的压力pcrush时，材料的压力响应处于弹性阶段，压

力表达式为

p = Kelasticµ, p ≤ pcrush (3-35)

其中，µ表示体积应变，Kelastic = pcrush/µcrush 表示弹性体积模量，µcrush表示材料压

碎时对应的弹性极限体积应变。

(2)过渡区

当混凝土开始破碎直至完全压实前为弹性区到压实区的过渡阶段，在该阶段

内孔洞被逐渐排除，塑性体积开始累积。

(a)处于加载时，压力表达式为

p = pcrush + Ktran(µ − µcrush), pcrush ≤ p ≤ plock (3-36)

其中，Ktran = (plock − pcrush)/(µplock − µcrush)为过渡区的体积模量，plock和µplock =

plock(1 + µlock)/K1 + µlock分别表示所有孔洞全部坍塌压实时的压力和对应的体积应

变，K1是材料参数。µlock = ρgrain/ρ0 − 1表示压缩孔洞产生的体积应变，ρgrain表示

混凝土中颗粒物的密度。
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(b)处于卸载时，压力表达式为：

p = pcrush + Ktran(µmax − µcrush) + [(1 − F)Kelastic + FK1](µ − µmax) (3-37)

其中，F = (µmax − µcrush)/(µplock − µcrush)表示一种内插的系数，µmax为卸载前所达

到的最大体积应变。

(3)压实区

在该阶段内，混凝土材料处于完全压实状态，压力-体积关系取为三次多项

式。

(a)处于加载时，压力表达式为

p = K1µ + K2µ
2

+ K3µ
3 (3-38)

其中，µ = (µ − µlock)/(1 + µlock)表示修正的体积应变，K1, K2和 K3为材料参数。

(b)处于卸载时，压力表达式为

p = K1µmax + K2µ
2
max + K3µ

3
max + K1(µ − µmax) (3-39)

混凝土材料在各阶段受拉伸时服从的规律与所在阶段类似，但须满足静水拉

应力不能超过T (1 − D)的限制。

综上所述，HJC模型中需要测定材料参数较多，详见文献 [196]中的介绍。

2
5
.4

m
m

101.6mm 42.1mm

3 CRH

图 3.13 弹体的几何尺寸(0.5kg)

3.4.2 钢筋混凝土侵彻问题

在本算例中，考虑了Hanchak等 [201]开展的卵形钢弹侵彻钢筋混凝土靶体的

实验。在实验中，卵形钢弹以301∼1058m/s的速度正侵彻钢筋混凝土靶体，并

避开钢筋网络，实测弹体剩余速度为0∼947m/s。弹体的端部曲径比为3，直径

为25.4mm，几何结构如图3.13所示；钢筋混凝土靶体的尺寸为610mm × 610mm ×

178mm(厚度)，含有三层正交布置的钢筋网络，钢筋直径为5.59 mm，如图3.14所

示。
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图 3.14 钢筋混凝土的几何尺寸以及钢筋的位置

表 3.1 混凝土HJC强度和损伤模型材料参数

A B N C f ′c (MPa ) S max G(GPa) T (GPa) D1 D2 ε f min

0.79 1.60 0.61 0.007 48 7.0 14.86 4 0.04 1.0 0.01

侵彻后的卵形钢弹仅在弹尖处有少量的磨蚀，并没有发生明显的塑性应

变 [201]。因此，在计算中采用弹性本构模型计算弹体，弹体材料的各项参数

为ρ=8.147 × 10−3g/mm3，E=2.124 × 105MPa，ν=0.3；采用HJC模型模拟混凝土

材料，靶体混凝土材料密度为ρ=2.44 × 10−3g/mm3，其它材料参数值取自文

献 [196]，列于表3.1和3.2；采用理想弹塑性本构模型模拟钢筋，钢筋材料的各项

参数为ρ=7.5×10−3g/mm3，E=2.10×105MPa，σy=235MPa；采用塑性应变失效模

型模拟钢筋的断裂，塑性应变失效值为0.26。

首先，考虑初速为749m/s的弹体侵彻靶体实验，实测剩余弹速615m/s。考虑

到对称性，建立1/4离散模型，如图3.15所示。为考察钢筋的作用，此处设置三种

工况：工况1，靶体仅由混凝土构成，称为素混凝土靶体；工况2，靶体为钢筋

混凝土，且弹体未打中钢筋，该工况与实验设置相同；工况3，靶体为钢筋混凝

土，且弹体打中三层钢筋。同时，进行收敛性分析：每种工况均采用三种不同的

背景网格结点间距，分别为∆=0.4mm，0.5mm和 0.6mm，相应的物质点间距为背

景网格结点间距的1/2，杆单元的尺寸取为背景网格结点间距。

表 3.2 混凝土HJC状态方程材料参数

Pcrush(MPa) µcrush K1 (GPa) K2 (GPa) K3(GPa) Plock (GPa) µlock

16 0.001 85 -171 208 0.8 0.10
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图 3.15 弹体侵彻钢筋混凝土靶体和钢筋的离散模型

表 3.3 各种工况下的弹体剩余速度计算结果(m/s)

∆ = 0.4mm ∆ = 0.5mm ∆ = 0.6mm

工况 1 585 572 563
工况 2 585 571 561
工况 3 556 542 534

表3.3给出了各种工况下弹体剩余速度的计算结果。对比表3.3中纵向数据可

知：在工况1和工况2中，弹体侵彻钢筋混凝土靶体和素混凝土靶体后的剩余速

度没有显著差异；工况3中的剩余弹速明显低于另外两种工况。结果表明：在

该问题中，当弹体打中钢筋时，钢筋可以起到降低剩余弹速的作用，提高钢筋

混凝土结构的抗侵彻能力。这是因为，在高速侵彻问题中，材料仅发生局部的

损伤破坏，此时只有打中钢筋，才有可能通过钢筋网络将载荷传递到更大范围

的材料区域，进而提高整体的抗侵彻性能。对比表3.3横向数据可知：背景网格

结点间距为∆=0.4mm时，工况2中的弹体剩余速度计算结果为585m/s，与实验结

果615m/s的相对误差为4.9%。此外，图3.16比较了∆=0.4mm时，三种工况中靶体

被弹体贯穿后的前后表面损伤结果。对比图3.16可知，钢筋有效抑制了靶体的损

伤破坏面范围。另外，图3.17给出了工况3中0.5ms时刻的钢筋混凝土靶体的损伤

破坏形状和钢筋的断裂状况。
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图 3.16 靶体贯穿口损伤云图的比较
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图 3.17 0.5ms时刻工况3中靶体计算结果：(a)混凝土的损伤云图, (b)钢筋的断裂状况和
轴力云图

最后，将背景网格结点间距取为∆=0.4mm，针对工况2和工况3中的设置，模

拟了不同初始速度下弹体侵彻实验，剩余弹速计算结果见图3.18。对比图3.18可

知，工况2的计算结果与实验结果吻合，但在高速侵彻时略有差别。对比工况2和

工况3的计算结果可知，工况3中的剩余弹速始终位于工况2计算结果的下面，表

明弹体打中钢筋后剩余弹速有所降低。
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图 3.18 弹体剩余速度计算结果与实验结果的比较(∆=0.4mm)

3.4.3 钢筋脱层效应研究

为了进一步研究钢筋在混凝土中起到的作用，本节设计了一个弹体侵彻钢

筋混凝土靶体的二维问题，如图3.19所示。其中，弹体的尺寸为50mm × 20mm，

靶体尺寸为400mm × 100mm。弹体的初始速度为749m/s，并考虑两类靶体：工

况1，靶体为素混凝土；工况2，靶体为钢筋混凝土并含三层钢筋，钢筋直径等效

为2mm，如图3.19中虚线所示。
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20mm

10
0m

m

400 mm

40mm

40mm

10mm

10mm
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图 3.19 弹体侵彻靶体的示意图及几何尺寸(钢筋的直径为2mm)

材料模型和相应的参数值同第3.4.2节中的设置。考虑到对称性，建立1/2离散

模型，背景网格结点间距取为∆=0.4mm，物质点间距取为0.2mm，杆单元尺寸取

为0.4 mm。

图 3.20 弹体在侵彻过程中0.02ms时靶体内的压力波形：左图为素混凝土靶体，右图为
钢筋混凝土靶体

图 3.21 弹体在侵彻过程中0.04ms时靶体内的压力波形：左图为素混凝土靶体，右图为
钢筋混凝土靶体
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首先分析弹体侵彻过程中靶体内的应力分布。图3.20给出了0.02ms时刻素混

凝土靶体和钢筋混凝土靶体中的应力云图。对比图3.20可知，应力波传至混凝土

与钢筋界面处发生反射和透射。由于钢筋的波阻抗大于素混凝土，反射加载，

透射过去的应力波再次遇到界面时被卸载，控制了损坏范围。图3.21进一步给出

了0.04ms时刻两类靶体中的应力云图，两者已显著不同。对比图3.21可知，钢筋

混凝土中应力云图呈沿钢筋的层状分布，并且影响范围较素混凝土靶体小。

图 3.22 弹体侵彻过程中0.08ms时靶体的损伤云图：左图为素混凝土靶体，右图为钢筋
混凝土靶体

图 3.23 弹体侵彻过程中0.74ms时靶体损伤云图：左图为素混凝土靶体，右图为钢筋混
凝土靶体

其次，分析弹体侵彻过程中靶体内的损伤范围。图3.22给出了0.08ms时素混

凝土靶体与钢筋混凝土靶体内的损伤云图。对比图3.22可知，钢筋混凝土靶体中

的损伤路径除了沿弹体侵彻方向外还沿钢筋布置的方向分布，并且其损伤区域小

于素混凝土靶体。图3.23比较了0.74ms时两种靶体的损伤云图，此时钢筋混凝土

靶体出现了明显的层状分裂，且与钢筋的布置位置一致，表明发生了钢筋脱层现
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象。但是，钢筋混凝土靶体的损伤区域整体上小于素混凝土靶体，这是由于一旦

材料损伤值达到1，混凝土材料便不能承受拉应力，但此时的钢筋还可以承受载

荷，可将冲击载荷传递到整体结构中，提高了混凝土整体的抗侵彻能力，损伤也

因此沿着钢筋布置方向传播，并被限制在局部范围内。

本算例结果表明，钢筋的加入可以改变混凝土内应力的传播形式和影响范

围，同时将载荷沿着钢筋的布置方向传递，使承受载荷的材料区域范围更大，提

高了混凝土的抗侵彻能力。

3.5 小结

本文提出了杂交物质点有限元法，构造了一种用于离散钢筋混凝土中钢筋的

杆单元，避免了在钢筋直径方向上的离散，降低了采用物质点法模拟钢筋混凝土

结构时的离散模型规模。采用杆拉伸问题和单摆问题验证了该方法的精度。最

后，采用该方法模拟了弹体侵彻钢筋混凝土靶体的问题，所得计算结果与实验值

吻合较好，表明钢筋可以提高混凝土结构的抗侵彻能力。该方法为钢筋混凝土靶

体抗侵彻性能研究和设计提供了一类高效稳定的数值计算方法。
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第 4章 耦合物质点有限元法

如图4.1所示，在中低速冲击侵彻和流固耦合等问题中，材料强度高的物体如

弹体和坝体仅发生小变形，而材料强度低的物体则发生材料大变形甚至破碎。此

时，物质点法并不是求解此类问题的最佳方案。

(a) (b)

图 4.1 (a)穿甲弹侵彻靶体，(b)小浪底水坝

I

 

Ω FM
Ω

 r  sa

b

c

a,b,c:

图 4.2 耦合物质点有限元法示意图

由第2.8节可知，物质点法在模拟小变形问题时的精度和效率不如有限元；另

外，从计算机内存利用量上来讲，物质点法需要更多的物理内存来存储质点和背

景网格的变量。因此，可以采用有限元法计算侵彻和流固耦合等问题中仅涉及

小变形的物体。为此，本文通过将物质点法和有限元法进行耦合来模拟此类问

题，提出了耦合物质点有限元法(Coupled Finite Element Material Point Method,简

称为CFEMP)，如图4.2所示。在该算法中，采用物质点离散涉及材料大变形的物

体，用有限元离散涉及材料小变形的物体，通过接触算法实现两个物体间的相互

作用。本文建立了这类问题的三维求解格式，出于问题描述的方便，文章采用二
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维示意图。

4.1 耦合物质点有限元法

4.1.1 控制方程和离散

r

s

Гr
Гc

Г

V r

s

Vs

图 4.3 相互接触的两个物体

考虑两个物体r和s的接触问题，如图4.3所示，分别以Vr和Vs表示两个物体的

材料区域。其中，Γr和Γs分别表示物体r和s的边界，Γc = Γr ∩ Γs表示接触边界，

而接触界面条件一般表述为非嵌透条件和接触面力条件。

通常采用速率的形式描述非嵌透条件。在接触界面法向上，物体r和s的两个

接触点要么继续保持接触，要么相互分离，因此有

γN = (vr − vs) · nr ≤ 0 (4-1)

其中，vr和vs分别表示接触点处物体r和s的速度，nr表示接触界面上物体r的单位

外法线方向，并且两个接触物体在接触界面上需满足法向量共线条件，即

nr + ns = 0 (4-2)

在切向上，两个接触点要么粘合在一起，要么发生相互滑动。一般采用摩擦

模型描述切向的速度，有

γT = vr
T − vs

T =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
0

−k tT

粘着接触

滑移接触
(4-3)

其中，tT表示接触力。

由牛顿第三定律可知，接触面力属于系统内力，应满足合力为零的条件，有

tr + t s = 0 (4-4)
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上式可进一步写成分量的形式，即

tr
N + ts

N = 0 (4-5)

tr
T + t s

T = 0 (4-6)

其中，tr
N = tr ·nr和ts

N = t s ·nr分别表示物体r和s的法向接触力，tr
T = tr− tr ·nr和t s

T =

t s − t s · ns分别表示切向接触力。如果两个接触点之间不存在粘接力，则接触界面

之间不存在拉应力，则有

tr
N = −ts

N ≤ 0 (4-7)

在第2.1节的基础上，加入接触界面条件式(4-4)和(4-7)即可构成描述两个接触

物体的完整控制方程。在建立其动量方程的等效积分弱形式时，采用拉格朗日乘

子法引入接触约束条件，得∫︁
Ω

ρüiδuidΩ +

∫︁
Ω

σi jδui, jdΩ −

∫︁
Ω

ρ fiδuidΩ −

∫︁
Γt

t̄iδuidΓ +

∫︁
Γc

tct
i δuidΓ = 0 (4-8)

其中，拉格朗日乘子向量tct
i 表示接触力，其余各符号的意义参见第2.2节。

下面分别采用物质点法和有限元法建立式(4-8)的离散方程，并假设物体r采用

物质点离散，物体s用有限元离散求解，如图4.4所示。

r

s

 

 

图 4.4 物体r和s的离散示意图

4.1.1.1 物质点法的求解格式

在MPM中，材料区域用一组物质点离散，每个物质点携带质量、位置、速

度、应力和应变等物理量，动量方程在背景网格上计算，如图 4.4所示。材料区

域的密度近似式为

ρ(x) =

np∑︁
p=1

mpδ(x − xp) (4-9)
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其中，np表示物质点总数，mp表示物质点p的质量，xp表示物质点p的位

置，δ是Dirac-delta函数。基于第2.2节的推导过程，在此直接给出接触问题

的MPM求解格式。背景网格结点I的动量更新格式为

ṗiI = fiI I = 1, 2, · · · , ng (4-10)

其中

piI = mIviI (4-11)

为背景网格结点I的动量，

fiI = f ext
iI + f int

iI + f ct
iI (4-12)

为背景网格结点I的结点力， f ct
iI表示接触界面上背景网格结点的接触力，

f int
iI = −

np∑︁
p=1

NI p, jσi jp
mp

ρp
(4-13)

为背景网格结点I的结点内力，

f ext
iI =

np∑︁
p=1

NI pt̄iph−1 mp

ρp
+

np∑︁
p=1

mpNI p fip (4-14)

为背景网格结点I的结点外力，σi jp = σi j(xp), fip = fi(xp), t̄ip = t̄i(xp)，h表示材料

区域边界层的厚度。

4.1.1.2 有限元法求解格式

在 FEM中，材料区域采用网格离散，如图4.4所示。在变形过程中，网格固

连在材料区域上。因此，材料区域内任意点X 的位移ui由有限元结点的形函数插

值近似，有

ui(X, t) =

nd∑︁
d=1

Nd(ξ(X))uid(t) (4-15)

其中，下标d表示有限元结点，nd表示有限元结点总数，uid表示有限元结点i方向

上的位移。所以，式(4-8)中的体积分可以转化为所有单元e积分之和。在不考虑

弱形式(4-8)中的接触力项时，将式(4-15)代入式(4-8)，并采用集中质量阵，即可

建立有限元结点的动量方程，有

ṗid = fid (4-16)
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其中

pid = mdvid (4-17)

为有限元结点d的动量，

fid = f int
id + f ext

id (4-18)

为有限元结点力，

f int
id = −

∑︁
e

∫︁
Ve

Nd, jσ jiedV (4-19)

为有限元结点内力，

f ext
id =

∑︁
e

(︃∫︁
Ve

ρNd fidV +

∫︁
Γte

Nk t̄idΓ

)︃
(4-20)

为有限元结点外力。在显式算法中，FEM采用单点高斯积分。因此，式(4-

19)和(4-20)中的体积分可近似为

f int
ik = −

∑︁
e

Nke, jσ jieVe (4-21)

f ext
ik =

∑︁
e

(︃
meNke fie +

∫︁
Γte

Nk t̄idΓ

)︃
(4-22)

在式(4-21)和(4-22)中，下标e表示单元形心，并且me = ρeVe。

采用单点高斯积分虽然可以节省数据存储量和减少计算量，但由此引发的

沙漏模态会导致计算不稳定，使结果失真甚至发散。为此，可以在动量方程

的右端增加一项与沙漏模态变形方向相反的沙漏阻尼力 f HG
ik 。常用的沙漏阻尼

力计算方式有两种，即标准阻尼形式和Flanagan-Belytschko阻尼形式 [202,203]。其

中，标准阻尼形式与刚体转动模态不正交，不适合处理具有刚体大转动问题，

而Flanagan-Belytschko阻尼形式是与刚体转动模型正交的沙漏阻尼力。下面以8结

点六面体单元为例给出Flanagan-Belytschko阻尼计算格式

f HG
ik =

4∑︁
β=1

−αhgiβγβk (4-23)

其中

αh = QhρeV2/3
e ce/4 (4-24)

γβk = Γβk − Nk,i

8∑︁
J=1

xiJΓβJ (4-25)
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图 4.5 沙漏模态的影响：(a)没有沙漏模态控制，(b)采用沙漏模态控制

giβ =

8∑︁
J=1

viJγβJ (4-26)

上式中，ce表示单元高斯点的声速，Qh为用户定义的常数，取值0.05 ∼

0.15，Γβk(β = 1，2，3，4；k = 1，2，3· · ·，8)表示沙漏基矢量。由于沙漏模态与

其他实际变形的基矢量正交，沙漏粘性阻力做的功在总能量中可以忽略。图4.5为

不控制沙漏模态和控制沙漏模态的三维结构碰撞计算结果，表明添加沙漏阻尼力

保证了计算结果的正确性。

4.1.2 接触算法

通过背景网格建立物质点离散体和有限元离散体之间的接触算法，求解

式(4-8)中的接触力项。为此，在每一个时间步中，将有限元离散区域外表面结点

和物质点的信息映射到同一背景网格，在背景网格上搜索接触面，通过令接触面

上背景网格结点速度场连续和加速度场连续来计算接触力并施加到两个物体上。

为方便起见，取两个规则的物体来说明CFEMP中的接触算法。如图4.6所

示，物体r所占的区域用ΩM表示并用物质点离散，物体s所占的区域以ΩF表示并

用有限元离散。假设两个物体发生接触，将两个物体的信息映射到背景网格上。

同时含有两个物体信息的背景网格结点表征了接触界面，在本文中，称此类背景

网格结点为背景网格接触结点，如背景网格结点I。将既位于有限元离散体外表

面，又对背景网格接触结点有影响的有限元结点定义为有限元接触结点，如有限

元结点a，b，c。为了计算接触力，在背景网格上求解有限元接触结点的动量方

程。在给出具体的接触面探测和接触力计算方法前，为统一MPM和FEM求解区域

内各物理量的更新时间，先介绍耦合物质点有限元法中采用的时间积分方法。
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a,b,c:

图 4.6 基于接触算法的耦合物质点有限元法示意图

4.1.2.1 时间积分

在物质点法和有限元法中，显式积分算法均采用变步长的中心差分法。因

此，本文也采用变步长的中心差分法求解动量方程，如图4.7所示。其中，tn+1 =

tn + ∆tn+1/2, tn+1/2 = tn + ∆tn+1/2/2 = tn−1/2 + ∆tn和 ∆tn = (∆tn−1/2 + ∆tn+1/2)/2.

t = 0 t
n-1

t
n

t
n+1

t
n+1/2

t
n-1/2

t
n-1/2

t
n+1/2

t
n

∆

∆ ∆

t 

图 4.7 显式时间积分

由于中心差分法是条件稳定算法，因此临界时间步长取为

∆t = min(Le/c) (4-27)

对于物质点离散区域，Le表示背景网格单元的特征尺度，即背景网格结点

间距，对于有限元离散区域，Le表示单元的特征长度，c表示材料的当地声速。

为保持物质点离散区域和有限元离散区域在每个时间步中计算的一致协调性，

取MPM和FEM的最小临界时间步长作为计算循环的临界时间步长。中心差分法的

其他介绍详见第2.3节。

在下面的推导过程中，用上标n表示相应的物理量在tn时刻的值，并假

设tn−1/2和tn时刻各物理量已知，求解各物理量在tn+1时刻的值。

在ΩM区域，物质点更新方式同第2.3节。因此，tn+1/2时刻背景网格结点I的动

量为

pn+1/2
iI = pn−1/2

iI + f n
iI∆tn (4-28)
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物质点在tn+1时刻的位置和tn+1/2时刻的速度更新为：

xn+1
ip = xn

ip + ∆tn+1/2
ng∑︁

I=1

pn+1/2
iI Nn

I p/m
n
I (4-29)

vn+1/2
ip = vn−1/2

ip + ∆tn
ng∑︁

I=1

f n
iI N

n
I p/m

n
I (4-30)

在ΩF区域，对于有限元接触结点t，其更新方式与一般有限元结点不同。首

先将其结点内力和外力映射到背景网格，在背景网格计算接触力，利用背景网格

速度场和加速度场更新其位置和速度，有

xn+1
it = xn

it + ∆tn+1/2(
ng∑︁

I=1

pn+1/2
iI Nn+1/2

tI /mn+1/2
I + ∆tn f Γ,n

it /mt) (4-31)

vn+1/2
it = vn−1/2

it + ∆tn
ng∑︁

I=1

f n
iI N

n
It/m

n
I + f Γ,n

ik ∆tn/mk (4-32)

由于沙漏阻尼力具有反对称性，映射到背景网格会部分抵消而不能控制沙

漏模态，因此在式(4-32)中添加沙漏阻尼项。对于其他有限元结点，tn+1时刻位置

和tn+1/2时刻的速度更新分别为

xn+1
ik = xn

ik + vn+1/2
ik ∆tn+1/2 (4-33)

vn+1/2
ik = vn−1/2

ik + f n
ik∆tn/mk (4-34)

4.1.2.2 接触探测

背景网格覆盖了所有材料区域，将各物体的特征信息映射到背景网格上以甄

别接触状态。在每一个时间步开始时，将离散物体r的物质点质量和动量通过背景

网格形函数映射到背景网格上，有

mr,n
I =

np∑︁
p=1

mpNn
I p (4-35)

pr,n−1/2
iI =

np∑︁
p=1

mpvn−1/2
ip Nn

I p (4-36)

同时将有限元区域内位于物体s表面的有限元结点质量和动量用相同的形函数映

射到背景网格上，有

ms,n
I =

ns∑︁
d=1

mdNn
Id (4-37)
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ps,n−1/2
iI =

ns∑︁
d=1

mdvn−1/2
id Nn

Id (4-38)

其中ns仅表示有限元离散体外表面上结点数。此时，背景网格同时表征了物

体r和s的速度场。因此，物体b在背景网格结点 I 的速度为

vb,n−1/2
iI =

pb,n−1/2
iI

mb,n
I

(4-39)

其中，上标 b表示从物体 b映射得到的物理量，mb,n
I 和 pb,n−1/2

iI 分别表示背景网格

结点I的质量和动量。因此，可依据背景网格结点I处的速度判断接触状态，具体

为：

(1)若vr,n−1/2
iI = 0或vs,n−1/2

iI = 0，则说明两个物体未发生接触；

(2)若vr,n−1/2
iI , 0，vs,n−1/2

iI , 0，并满足下面的条件

(vr,n−1/2
iI − vs,n−1/2

iI )nr,n
iI > 0 (4-40)

则说明两个物体正在相互接近，可能发生接触。在式(4-40)中，nr,n
iI 为物体r外表

面在背景网格结点I 的单位外法线。

(3)若vr,n−1/2
iI , 0，vs,n−1/2

iI , 0，并满足条件

(vr,n−1/2
iI − vs,n−1/2

iI )nr,n
iI < 0 (4-41)

则说明两个已经接触的物体相互分离。

(4)若vr,n−1/2
iI , 0，vs,n−1/2

iI , 0，并满足下面的条件

(vr,n−1/2
iI − vs,n−1/2

iI )nr,n
iI =0 (4-42)

则说明两个物体处于发生嵌透的临界状态，利用该等式可以求解接触力。

综上，两个物体在结点I处发生接触的判断条件为式(4-40)。为了避免背景网

格结点I的质量偏小引起式(4-39)计算的结点速度产生奇异，在公式(4-40)两边同时

乘上mr,n
I ms,n

I ，得接触判断条件的动量格式，有

(ms,n
I pr,n−1/2

iI − mr,n
I ps,n−1/2

iI )nr,n
iI > 0 (4-43)

相应的嵌透临界状态条件为

(ms,n
I pr,n−1/2

iI − mr,n
I ps,n−1/2

iI )nr,n
iI = 0 (4-44)

仅凭式(4-43)还不能准确判断接触是否发生。当两个物体之间的距离小于两

个背景网格单元尺寸时，两个物体就会对同一个背景网格结点有影响。因此，虽
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图 4.8 接触距离计算示意图

然两个物体的材料区域并没有发生重叠，但式(4-43)已满足，由此导致接触提前

发生。为此，张雄等人 [117]提出了一种辅助接触判断条件，通过计算两个物体之

间的物理距离辅助式(4-43)进行接触判断，即计算两个物体表面与接触结点I最近

的距离在该结点法线方向上投影之和Drs
I ，如图4.8所示。如果Drs

I ≤ 0，则表明两

个物体发生材料区域的重叠，接触发生。因此，修正的接触判断条件为⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
(ms,n

I pr,n−1/2
iI − mr,n

I ps,n−1/2
iI )nr,n

iI > 0

Drs
I ≤ λdc

(4-45)

其中，dc表示背景网格的结点间距以考虑物质点所代表的材料区域范围，λ取值范

围为0 ∼ 0.25，若λ取值太小会导致界面穿透。

4.1.2.3 接触法线计算

采用式(4-43)判断接触时，需要计算物体的表面外法线向量。

在物质点离散区域，通过计算物体r在背景网格结点处的质量梯度来计算物体

表面在结点I处的法向量ns,n
iI

[113]，即

nr,n
iI =

1

|
np∑︀

p=1
Nn

I p,imp |

np∑︁
p=1

Nn
I p,imp (4-46)

在有限元离散区域，物体s表面在背景网格结点I处的法向量计算包括两步。

第一步计算与有限元接触结点t相连接的所有单元表面法向量之和，即

ns,n
it =

en∑︁
e=1

nie (4-47)
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第二步将各有限元接触结点的法向量赋给其所在背景网格单元的各结点并进行归

一化，可得物体s表面在背景网格结点I处的法向量ns,n
iI ，有

ns,n
iI =

1

|
nt∑︀

t=1
ns,n

it |

nt∑︁
t=1

ns,n
it (4-48)

式(4-46)和(4-48)为物体表面外法线的近似计算方法，不能严格满足接触界面

处法向量的共线条件，将导致动量不守恒和界面穿透。因此，需对式(4-46)和(4-

48)进行修正，令其满足接触面上法向量的共线条件。可采用如下方法进行修

正：

1. 考虑到有限元离散体变形较小且刚度大于物质点离散体，采用有限元离散

体来计算接触界面法向量，即令ns,n
iI = −nr,n

iI 。

2. 如果有限元离散体的外表面是凹面，而物质点离散体外表面是凸面或者平

面，则采用物质点离散体计算接触界面法向量，即令nr,n
iI = −ns,n

iI 。

4.1.2.4 接触力计算

当检测到接触发生时，在背景网格上计算接触力，包括法向接触力和切向接

触力两部分。其中，法向接触力通过令动量的试探值满足临界条件(4-44)求得，

而切向接触力由摩擦模型给出。假设物体r和s在背景网格结点I处发生接触，下面

推导求解背景网格结点I的接触力计算公式。

为计算接触力，将有限元接触结点质量、动量和结点力映射到背景网格上。

因此，物体r和s在背景网格结点I处的结点力分别为：

f r,n
iI = f ext,n

iI + f int,n
iI (4-49)

f s,n
iI =

nt∑︁
t=1

( f ext,n
it + f int,n

it )Nn
It (4-50)

其中， f ext,n
iI 和 f int,n

iI 分别为物质点离散区域背景网格的结点外力和内

力， f ext,n
it 和 f int,n

it 分别为有限元接触结点的结点外力和内力。在采用单点高斯

积分的有限单元中，各结点的沙漏粘性阻力具有反对称性，将其映射到背景

网格上会部分抵消。因此，沙漏粘性阻尼力仅用于结点速度的更新并不映射

到背景网格上。由式(4-28)可得物体r和s在背景网格结点上tn+1/2时刻的动量试探

解p̄b,n+1/2
iI ，有

p̄b,n+1/2
iI = pb,n−1/2

iI + ∆tn f b,n
iI (4-51)
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其中，b在物质点离散区域表示r，在有限元离散区域表示s。假设在结点I处应施

加接触力 f b,c,n
iI ，则物体b在背景网格结点上的真实动量 pb,n+1/2

iI 为

pb,n+1/2
iI = p̄b,n+1/2

iI + ∆tn f b,c,n
iI (4-52)

并满足式(4-44)，有

(ms,n
I pr,n+1/2

iI − mr,n
I ps,n+1/2

iI )nr,n
iI = 0 (4-53)

将式(4-52)代入式(4-53)，得法向接触力 f nor,n
I = f r,c,n

iI nr,n
iI = − f s,c,n

iI nr,n
iI ，有

f nor,n
I = −

(ms,n
I p̄r,n+1/2

iI − mr,n
I p̄s,n+1/2

iI )nr,n
iI

(mr,n
I + ms,n

I )∆t
= f nor,n

I,1 + f nor,n
I,2 (4-54)

其中

f nor,n
I,1 = −

(ms,n
I pr,n−1/2

iI − mr,n
I ps,n−1/2

iI )nr,n
iI

(mr,n
I + ms,n

I )∆t
(4-55)

f nor,n
I,2 = −

(ms,n
I f r,n

iI − mr,n
I f s,n

iI )nr,n
iI

(mr,n
I + ms,n

I )
(4-56)

如果物体r和s完全光滑，则它们在切向上的运动相互独立，切向接触力为

零。此时， f r,c,n
iI = f nor,n

I nr,n
iI 。如果两个物体之间存在摩擦，它们在切向上可能处

于粘着状态或滑动状态。此时，切向接触力等于摩擦力。为计算摩擦力，需先计

算切向单位矢量，有

tr,n
iI =

γtan,n−1/2
iI

|γtan,n−1/2
iI |

， tr,n
iI = −ts,n

iI (4-57)

其中

γtan,n−1/2
iI = (vr,n−1/2

iI − vs,n−1/2
iI ) − (vr,n−1/2

jI − vs,n−1/2
jI )nr,n

jI (4-58)

为tn−1/2时刻两物体在结点I处的切向相对速度。

本文采用库仑摩擦准则(Coulomb friction)计算摩擦力，则两个物体之间的最

大静摩擦力为µ f nor,n
I 。假设两个物体在接触面切向上处于粘着状态，则真实动

量pb,n+1/2
iI 在切向上满足条件

(ms,n
I pr,n+1/2

iI − mr,n
I ps,n+1/2

iI )tr,n
iI = 0 (4-59)

将式(4-52)代入式(4-59)，可得切向摩擦力 f tan,n
I = f r,c,n

iI tr,n
iI = − f s,c,n

iI tr,n
iI 的表达式

f tan,n
I =

(ms,n
I p̄r,n+1/2

iI − mr,n
I p̄s,n+1/2

iI )tr,n
iI

(mr,n
I + ms,n

I )∆t
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=
(ms,n

I pr,n−1/2
iI − mr,n

I ps,n−1/2
iI )tr,n

iI

(mr,n
I + ms,n

I )∆t
+

(ms,n
I f r,n

iI − mr,n
I f s,n

iI )tr,n
iI

(mr,n
I + ms,n

I )
(4-60)

摩擦力不能超过最大静摩擦力，因此摩擦力最终可写为

f tan,n
I = min(µ f nor,n

I , f tan,n
I )tr,n

iI (4-61)

综上，施加到物体b的接触力为

f b,c,n
iI = f nor,n

I nb,n
iI + f tan,n

I tb,n
iI (4-62)

4.1.2.5 动量修正

物质点和单元的应变分别基于背景网格结点速度和有限元结点速度计算，因

此在计算应变之前应保证两速度场之间满足非嵌透条件。耦合物质点有限元法在

背景网格上施加非嵌透条件，但是在每一个时间步末丢弃已满足非嵌透条件的背

景网格，并在下一个时间步中采用新的规则背景网格。此时，由各物体动量映射

获得的新背景网格速度场就不一定满足非嵌透条件(4-1)，需要进行调整，否则在

计算应变时可能引入人为数值扰动导致应力计算不稳定 [115]。因此，在背景网格

质量和动量初始化后，对背景网格接触结点I的动量pb,n−1/2
iI 进行修正使其满足非嵌

透条件(4-1)，修正后的动量用p*b,n−1/2
iI 表示。

物体r和s在结点I处的初始动量经修正后，应满足临界嵌透条件(4-44)式，即

ms,n
I p*r,n+1/2

iI nr,n
iI − mr,n

I p*s,n+1/2
iI nr,n

iI = 0 (4-63)

根据动量守恒定理，修正前后的法向动量应相等，有

(pr,n+1/2
iI + ps,n+1/2

iI )nr,n
iI = (p*r,n+1/2

iI + p*s,n+1/2
iI )nr,n

iI (4-64)

联立上述两式，得

p*r,n+1/2
iI = pr,n+1/2

iI −
(ms,n

I pr,n−1/2
iI − mr,n

I ps,n−1/2
iI )nr,n

iI

(mr,n
I + ms,n

I )∆t
∆tnr,n

iI (4-65)

将式(4-55)代入式(4-65)，得

p*r,n+1/2
iI = pr,n+1/2

iI + f nor,n
I,1 ∆tnr,n

iI (4-66)

由此可知，法向接触力式(4-54)中第一项 f nor,n
I,1 的物理含义为：将背景网格接触结

点的初始动量场修正为满足非嵌透条件的动量场所应施加的接触力。那么，法向

接触力式(4-54)中的第二项 f nor,n
I,2 的物理含义是什么呢？下面进一步分析。
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假设力 f nor,n
I,1 在背景网格动量场初始化后已经施加，将p*b,n+1/2

iI 取代pb,n+1/2
iI 代入

法向接触力式(4-54)中，有

f nor,n
I = f nor,n

I,2 (4-67)

此时，背景网格接触结点I的法向加速度为

mr,n
I ar,n

iI nr,n
iI = f r,nor,n

I (4-68)

ms,n
I as,n

iI ns,n
iI = f s,nor,n

I (4-69)

其中

f r,nor,n
I = f̂ r,nor,n

I + f nor,n
I,2 (4-70)

f s,nor,n
I = f̂ s,nor,n

I − f nor,n
I,2 (4-71)

式中 f̂ r,nor,n
I 表示由式(4-49)和式(4-50)计算的背景网格结点力在接触法向上的分

量。综合式(4-49)、(4-67)、(4-50)、 (4-68和(4-69)，可得

ar,n
iI nr,n

iI = as,n
iI ns,n

iI (4-72)

上式表明接触面上加速度连续，所以法向接触力中的第二项 f nor,n
I,2 的物理含义为：

为保证背景网格接触结点法向加速度连续所应施加的接触力。

综上，分别施加接触力 f nor,n
I,1 和 f nor,n

I,2 后，可保证计算应变时的背景网格速度场

满足非嵌透条件。由于有限元离散区域的单元应变计算通过单元结点速度场计

算，所以在背景网格接触结点速度修正后，采用接触法向力 f nor,n
I,1 对有限元接触结

点进行速度修正，即

ṽs,n−1/2
it = vs,n−1/2

it + ∆tn
ng∑︁

I=1

ns
iI f nor,n

I,1 Nn
It/m

s,n
t (4-73)

4.1.3 应力更新

在耦合物质点有限元法中，物质点离散区域在物质点上进行应力更新，有限

元离散区域则在高斯积分点上进行应力更新。两者采用相同的更新方式，有

σn+1
i j = σn

i j + σ̇n−1/2
i j ∆tn+1/2 (4-74)

其中σ̇i j表示应力率，通过焦曼应力率σ
∇
i j进行计算，即

σ̇i j = σ∇i j + σilΩl j + σ jlΩli (4-75)
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其中σ∇i j通过相应的本构关系由应变率ε̇i j计算。在物质点和有限元离散区域，有限

元高斯点的能量方程积分同物质点能量方程积分方式一致，详见第2.4节内容。

以三维问题为例，背景网格形函数采用六面体单元的形函数。在ΩM材料区域

中，物质点的应变率和旋率张量的计算公式分别为：

ε̇i jp =
1
2

8∑︁
I=1

(NI p, jviI + NI p,iv jI) (4-76)

Ωi jp =
1
2

8∑︁
I=1

(NI p, jviI − NI p,iv jI) (4-77)

在ΩF材料区域，六面体单元高斯点的应变率和旋率张量的计算公式分别为：

ε̇i je =
1
2

8∑︁
d=1

(Nde, jvid + Nde,iv jd) (4-78)

Ωi je =
1
2

8∑︁
d=1

(Nde, jviI − Nde,iv jd) (4-79)

4.1.4 人工体积粘性

在本算法中，物质点离散区域和有限元离散区域均采用人工体积粘性来处理

冲击波的强间断，具体详见第2.5节相关内容。在此，仅给出人工体积粘性力q的

计算公式，有

q =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
c0ρL2

e(ε̇ii)2 − c1ρLecε̇ii 当 ε̇ii < 0

0 当 ε̇ii ≥ 0
(4-80)

其中，c0和c1为无量纲参数，c表示当地声速，ε̇ii表示体积应变率。Le在物质点离

散区域中表示背景网格单元特征尺度，在有限元离散区域中表示单元的特征尺

度。参照第2章相关内容，采用人工体积粘性项对各自的压力和临界时间步长进

行修正。

4.2 算法实现

在耦合物质点有限元法中，积分格式采用能量守恒性较好的USF格式，下面

给出单步内的计算流程：

1. 重新定义背景网格
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对物质点离散体r内的物质点遍历循环，计算背景网格上的结点质量mr,n
I 和动

量pr,n−1/2
iI

mr,n
I =

np∑︁
p=1

mr
pNn

I p (4-81)

pr,n−1/2
iI =

np∑︁
p=1

mr
pvr,n−1/2

ip Nn
I p (4-82)

为了检测接触界面，将有限元离散体外表面的有限元结点的结点质量ms,n
I 和

动量ps,n−1/2
iI 映射到背景网格上，计算公式同式(4-81)和(4-82)。

2. 施加边界条件

依据具体的边界条件，将位于材料边界上的背景网格结点的动量分量进行

置零操作。如，对于固定边界条件，即令pn−1/2
I = 0。

3. 接触判断

对背景网格结点遍历循环，如果结点同时被物体r和s占据，则依据

第4.1.2.3节内容计算表面法向量，根据式(4-45)进行接触判断。如果发生

接触，则将该背景网格标记为背景网格接触结点，将对背景网格接触结点

有影响的有限元结点标记为有限元接触结点，同时依据第4.1.2.5节内容对背

景网格接触结点和有限元接触结点进行速度修正并用于应变计算；如果未

发生接触，则不做任何特殊处理。

4. 应力和密度更新

(a) 依据第4.1.3节内容分别对物质点离散区域和有限元离散区域内的物质

点和单元高斯点进行应力更新；

(b) 物质点和单元高斯点的密度更新公式统一为

ρn = ρn−1/(1 + ∆εn−1/2
ii ) (4-83)

其中∆εn−1/2
ii = ε̇ii∆t表示体积应变增量。

5. 计算背景网格结点力和有限元结点力

(a) 在ΩM区域内，背景网格的结点内力 f r,int,n
iI 和结点外力 f r,ext,n

iI 分别为

f r,int,n
iI = −

np∑︁
p=1

Nn
I p, jσ

n
i jp

mp

ρn+1
p

(4-84)

f r,ext,n
iI =

np∑︁
p=1

Nn
I pt̄iph−1 mp

ρn
p

+

np∑︁
p=1

mpNn
I p f n

ip (4-85)
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(b) 在ΩF区域内，有限元结点的结点力为

f n
id = f ext,n

id + f int,n
id + f Γ,n

id (4-86)

其中 f int,n
ik 、 f ext,n

ik 、 f Γ,n
ik 分别为结点内力、结点外力和沙漏粘性阻尼力，

分别采用式 (4-21)、(4-22)和(4-23)计算。同时施加边界条件，如对于固

定边界条件，即令 f n
d = 0。

(c) 如果有接触发生，利用式(4-50)将有限元接触结点的结点力映射到

背景网格上，然后计算背景网格接触结点上的接触力，即分别采用

式(4-56)计算接触法向力 f nor,n
I,2 ，式(4-61)计算切向力 f tan,n

I 。

6. 积分动量方程并更新物质点

(a) 利用下式求解背景网格结点动量方程

pb,n+1/2
iI = p̃b,n−1/2

iI + ∆tn( f b,n
iI + f nor,n

I,2 nb,n
iI + f tan,n

I tb,n
iI ) (4-87)

(b) 利用下式更新物质点的速度

vr,n+1/2
ip = vr,n−1/2

ip +∆tn
ng∑︁

I=1

[ f r,n
iI + ( f nor,n

I,1 + f nor,n
I,2 )nr,n

iI + f tan,n
I tr,n

iI ]Nn
I p/m

n
I (4-88)

利用式(4-29)更新物质点的位置。

7. 更新有限元结点速度和位置

在有限元离散区域，有限元接触结点的速度计算式为

vn+1/2
it = vn−1/2

it + ∆tn
ng∑︁

I=1

( f r,n
iI + f nor,n

I,2 nr,n
iI + f tan,n

I tr,n
iI )Nn

It/m
n
I + f Γ,n

ik ∆tn/mk (4-89)

有限元接触结点位置更新采用式(4-31)，对于其他的有限元结点分别采用

式(4-33)和(4-34)更新位置和速度。

8. 丢弃已经变形的背景网格，在下一个时间步中采用新的规则背景网格，同

时重新确定有限元接触结点。

在本算法中，物质点离散体与有限元离散体的接触关系在背景网格上定义，

并在背景网格结点上计算接触力。与有限元接触算法相比，该接触算法为结点-结

点的接触关系。此外，该方法也可计算有限元离散体与有限元离散体间的接触问

题。

77



第 4章 耦合物质点有限元法

4.3 算法验证

4.3.1 共轴撞击问题

为了考查耦合物质点有限元法的精度和效率，考虑两截面尺寸相同的

杆B1和B2纵向共轴撞击问题，如图4.9所示。假设撞击前杆中的初应力均为零，

初始速度分别为v1和v2，长度分别为L1和L2。由一维应力波理论，可得该问题

的解析解。此处，计算了两个完全相同的弹性杆和弹塑性杆的共轴撞击以及

非对称的弹性杆共轴撞击问题。为了采用三维程序模拟，令弹性杆的横截面积

为3 × 3mm2，泊松比为ν=0，并采用平面应变假设。同时采用物质点法模拟了该

问题，物质点间距为0.25mm，背景网格结点间距为0.5mm。

L L

v v

B1 B2

1 2

21

图 4.9 两截面尺寸相同的杆纵向共轴撞击

4.3.1.1 弹性杆对称撞击

首先计算两个完全相同的弹性杆共轴撞击问题，杆长为L1=L2=21mm，碰

撞速度为v1=v2=100m/s，弹性杆材料的各项参数为ρ0=2.75 × 10−3g/mm3，E=6.5 ×

104MPa，材料间的摩擦系数为零。

杆材料的弹性波速为c0=
√︀

E/ρ0=4.8617 × 103m/s，由一维应力波理论可知，

撞击面处的应力为

σ = −
v1 + v2
1

ρ0c0
+ 1

ρ0c0

= −
√︀

Eρ0v1 = −1.34 × 103MPa (4-90)

两杆从开始接触到相互分离的时间为t=2L1/c0=8.63µs。由一维应力波理论中的特

征线法可知各时刻杆中应力的分布情况。

图 4.10 弹性杆的离散模型
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两个弹性杆初始间距为零，离散模型如图5.7所示。其中，弹性杆B1用规则的

六面体单元离散，单元尺寸为0.5mm，弹性杆B2采用均匀分布的物质点离散，物

质点间距为0.25mm，背景网格结点间距为0.5mm。为得到光滑的应力曲线，物质

点离散区域采用第二类形函数。模拟时间为15µs。
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图 4.11 两弹性杆撞击过程中3.0µs时杆上的应力分布曲线
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图 4.12 两弹性杆撞击过程中的能量变化曲线

CFEMP和MPM计算结果表明两个弹性杆在8.7µs开始分离，与解析

解t=8.63µs吻合。进一步，图4.11 给出了3.0µs时刻杆中应力分布曲线的数值解

和解析解。对比图4.11可知，杆B1部分CFEMP的计算结果较MPM光滑，这是由

于物质点法采用的物质点积分并非高斯积分不能严格保证对多项式积分的精

度所致。同时也表明，在模拟小变形问题时，有限元的求解精度高于物质点

法。两个弹性杆在撞击过程中的能量变化曲线如图4.12所示，撞击过程中动能

转化为内能，撞击结束后动能恢复，但并未恢复到撞击前的水平，这是由于撞

击结束后，弹性杆内仍然有应变能。此外，表4.1从离散模型规模和计算效率

对CFEMP与MPM进行了比较。结果表明，CFEMP和MPM所花费的CPU时间大约
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是1:2，并且CFEMP的杆B1部分计算精度好于MPM。

表 4.1 两弹性杆共轴撞击问题数值模拟效率比较

单元数 物质点数 时间步数 CPU(s)

CFEMP 1512 12096 695 50
MPM – 24192 695 97

在CFEMP中，有两种网格离散尺寸设置，分别是有限单元的尺寸和背景网格

结点间距。此处，定义有限单元尺寸与背景网格结点间距比值为R。为了考察两

种单元尺寸比值对计算结果的影响，考虑四种R值，分别是R=0.5，1，2，3。固

定背景网格结点间距为0.5mm，物质点间距为0.25mm，则每种工况中有限单元尺

寸分别为0.25mm、0.5mm、1mm和1.5mm。图4.13中给出了各种工况下3.0µs时杆

上的应力分布曲线。对比图4.13可知，当R值小于2时，CFEMP数值解与解析解吻

合较好，而当R值大于1时，接触面处数值振荡剧烈并伴随不同程度的界面穿透。

由于CFEMP在背景网格上建立了结点-结点类型的接触算法，当R越大时，单元尺

寸与背景网格结点间距匹配性越差将导致接触点不匹配。因此，为保证计算精

度，在CFEMP中需保证R ≤ 1。
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图 4.13 不同R取值，两弹性杆撞击过程中3.0µs时杆上的应力分布曲线

4.3.1.2 弹塑性杆对称撞击

下面考查两完全形同的弹塑性材料杆对称共轴撞击问题。杆材料的各项参

数为ρ=2.75 × 10−3g/mm3，E=6.5 × 104MPa， ET =3.0 × 104MPa，σy=300MPa。此

处，材料的屈服临界速度为vy=σy/
√

Eρ0=22.439m/s。为在杆撞击过程中产生塑性

波，杆的撞击速度为v1=v2=100m/s。其他几何参数和离散参数均采用弹性杆对称

撞击问题中相应参数设置(R=1)。由应力波理论可知，在该对称弹塑性杆撞击过程
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中会产生双波结构：弹性波和塑性波将以不同幅值和速度沿着杆传播，波速分别

为ce=
√︀

E/ρ0=4.8617 × 103m/s和cp=
√︀

ET/ρ0=3.3029 × 103m/s。弹性波值为屈服应

力值，而塑性波值为

σ1 = −(σy +

√︁
ETρ0(v1 − vy)) = −1.005 × 103MPa (4-91)

图4.14给出了撞击过程3.7µs时刻两杆中弹性和塑性应力分布曲线的数值解和解析
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图 4.14 两弹塑性杆撞击过程中3.7µs时杆上的应力分布曲线

解。对比可知，数值解与解析解吻合，验证了CFEMP的精度。

4.3.1.3 不同长度的弹性杆撞击

最后，考虑非对称弹性杆的撞击问题。此处，L1=42mm，L2=21mm。为

保证撞击面上波阻抗(ρc)匹配，设杆B1材料的弹性模量为E1=6.5 × 104MPa，

密度为ρ1=2.75 × 10−3g/mm3；杆B2材料的弹性模量为E2=3.25 × 104MPa，密度

为ρ2=5.5 × 10−3g/mm3。由此可知，杆B1与B2弹性波速比为2:1，长度比为2:1。

因此，两个杆撞击分离时间为t=17.28µs，模拟时间设为20.0µs。采用FEM离散

杆B1，用MPM离散杆B2，其他的参数采取第4.3.1.1节中的设置(R=1)。

CFEMP和MPM计算结果表明两个不同长度弹性杆在17.3µs时开始分离，与

解析解t=17.28µs吻合。图4.15(a)给出了6.8µs时杆中应力分布曲线的解析解和数值

解。4.15(b)则给出了两杆共轴撞击过程中的能量变化曲线，表明了该算法的能量

守恒性。另外，表4.2从离散模型规模和计算效率对CFEMP和MPM进行了比较，

两种方法所花费的CPU时间大约是1:3。结果表明CFEMP的效率高于MPM并依赖

于有限元离散区域相对物质点离散区域的比值，当该比值越大，CFEMP的效率越

高。
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图 4.15 两非对称弹性杆共轴撞击：(a) 6.8µs时杆上的应力分布曲线，(b)撞击过程中的
能量变化曲线

表 4.2 两非对称弹性杆共轴撞击问题数值模拟效率比较

单元数 物质点数 时间步数 CPU(s)

CFEMP 3024 12096 2756 212
MPM – 36288 2777 582

4.3.2 斜坡上球体滚动问题

g
θ

x

y

图 4.16 斜坡上球体滚动问题

为进一步考查CFEMP的计算精度和效率，考虑重力作用下球体在斜坡上的滚

动问题，如图4.16所示。其中，θ表示斜坡的倾角，g表示重力加速度，方向如图

中所标。球与斜坡之间的摩擦系数为µ。由刚体动力学可知，当斜坡倾角和摩擦

系数满足条件tanθ > 3µ时，球体在坡面上做既滑又滚运动；否则，球体在坡面上

做纯滚动。依据图4.16中坐标系设置，球体质心的运动方程为

x(t) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩ x0 + 1
2gt2(sin θ − µ cos θ) 当 tanθ > 3µ (既滚又滑)

x0 + 5
14gt2 sin θ 当 tanθ ≤ 3µ (纯滚动)

(4-92)

其中x0=0为球体质心在x方向的初始位置。

82



第 4章 耦合物质点有限元法

在该问题中，球体的半径为R=1.6m，初始速度为零。坡面用一长方体模拟，

其尺寸为20m × 4m × 0.8m。球体和长方体均采用弹性材料近似模拟刚体，其中球

体材料的密度为ρ=1000kg/m3，弹性模量为E=4.2 × 106Pa，泊松比为ν=0.4；长方

体材料的相应参数为ρ=10000kg/m3，E=4.2 × 107Pa，ν=0.4。在计算中，长方体

的底面固定，模拟时间设为2s。

图 4.17 斜坡上球体滚动问题的离散模型

离散模型如图4.17所示，采用规则的六面体单元离散长方体，用均匀布置

的物质点离散球体。其中，单元尺寸为0.2m，物质点间距为0.1m，背景网格结

点间距为0.2m，保证R=1。同时采用物质点法也模拟了该问题，物质点间距取

为0.1m，背景网格结点间距取为0.2m。

在该算例中，考虑4种工况：在工况1和工况2中，倾角均为θ=π/4，而摩

擦系数分别为µ=0.1和0.4；在工况3和4中，倾角均为θ=π/3，而摩擦系数分别

为µ=0.2和0.6。由球体纯滚动条件可知，工况1和4的参数设置决定了球体做既滚

又滑运动，在其他工况中球体则做纯滚动运动。
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图 4.18 球体质心位置解析解与数值解的比较：(a)工况1和2，(b)工况3和4

图4.18给出了四种工况中球体质心位移的数值解和解析解。由图4.18(a)可

知，工况1和工况2数值解与解析解非常接近；由图4.18(b)可知，工况3和4中球体
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表 4.3 工况1中数值模拟效率比较

单元数 物质点数 时间步数 CPU(s)

CFEMP 8000 17259 3391 144
MPM – 81259 3622 456

质心位置数值解和解析解也非常接近，表明CFEMP中有限元离散体与物质点离散

体间考虑摩擦时的接触力计算也是正确的。此外，表4.3比较了 CFEMP和MPM模

拟工况1时的计算效率，在保证精度一致的情况下，两种方法所花费的CPU时间

大约是1:3，表明CFEMP的效率高于MPM。

4.4 算法应用

通过第4.3节中的算例验证了耦合物质点有限元法的精度，同时也表明该方法

的效率高于物质点法，并依赖于问题中有限元离散区域相对物质点离散区域的比

值。下面，采用该方法模拟工程中的侵彻和流固耦合问题，其中第一个是卵形弹

斜侵彻金属铝靶体的问题，第二个问题是水柱在重力作用下的垮塌并与弹性障碍

物相互作用的过程。

4.4.1 卵形弹斜侵彻问题

此处，考虑高强度钢卵形弹侵彻倾斜角为30∘的A6061-T651铝合金靶体的问

题，相关实验数据见文献 [204]。其中，卵形弹几何结构如图4.19所示，靶体尺寸

为110mm × 110mm × 26.3mm(厚度)。在实验中，虽然弹体形貌保持完整，但观察

12
.9

m
m

67.5mm 21.4mm

3 CRH

图 4.19 卵形弹几何尺寸

到了明显的永久变形。因此，采用各向同性弹塑性本构模型模拟弹体，材料参数

从文献 [204]中提供的高强度钢应力应变曲线拟合得出，列于表4.4。

表 4.4 弹体弹塑性模型材料参数

ρ(g/mm3) E (GPa) ν σy (GPa) ET (GPa)

0.00785 202 0.3 1.43 14.759
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靶体材料的密度为ρ=2.7 × 10−3g/mm3，偏应力采用Johnson-Cook模型计算，

参数列于表4.5 [204,205]，压力采用Mie-Grüneisen状态方程更新，有

p = pH(1 −
γµ

2
) + γ0E (4-93)

其中γ是Grüneisen参数，满足关系式γ0ρ0 = γρ，µ = ρ/ρ0 − 1为体积压缩系数。依

据不同的µ值，pH值不同，有

pH =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
ρ0c2

0[µ + (2s − 1)µ2 + (s − 1)(3s − 1)µ3] 当 µ ≥ 0

ρ0c2
0µ 当 µ < 0

(4-94)

其 中 ，c0、s和γ0为Grüneisen状 态 方 程 参 数 。 靶 体 材 料

的c0=5350m/s，s=1.34和γ0=2.0，取自文献 [204,205]。采用等效塑性应变失

效模型计算侵彻过程中靶体材料的失效，失效值取为εfail=1.6。当材料的等效塑性

应变值超过该失效值后，材料的偏应力便置为零。

表 4.5 铝Johnson-Cook模型材料参数

E (MPa) ν A (MPa) B (MPa) n C m Tmelt(K) Troom(K)

69 0.3 262 52.1 0.41 0 0.859 875 293

在计算中，分别采用有限元离散弹体，用物质点离散靶体，弹体与靶体间的

摩擦系数设为零。首先，考虑初始弹速为v0=575m/s的侵彻实验，采用四种不同的

离散尺寸工况进行网格收敛性分析，具体参数设置列于表4.6。在各种工况中，物

质点间距取为所在工况中背景网格结点间距的一半，并且有限单元尺寸的最大值

为背景网格结点间距，弹体剩余速度计算结果vr列于表4.6中。由表4.6可知，随着

单元尺寸的降低，数值解收敛于实验值。

表 4.6 收敛性分析

工况 背景网格 靶体 弹体 vr

编号 间距(mm) 物质点数 单元数 (m/s)

1 3 90593 5440 286
2 2 314600 18144 418
3 1.5 756315 42752 433
4 1 2516800 145152 456
实验 – – – 455
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t = 82.9μs t = 152.8μs t = 194.4μs

t = 83μs t = 153μs t = 194μs

(a) m/s

(b) m/s

图 4.20 弹靶相互作用的实验结果和模拟结果 v0 = 575m/s

图4.20比较了不同时刻弹靶相互作用的数值模拟结果和实验结果，其中数值

解取自工况4的计算结果。对比图4.20可知，弹体的变形过程与实验结果吻合。此

外，在计算过程中，工况4中的总能量相对误差变化不超过5.5%，如图4.21所示。

0 0.05 0. 1 0.15 0. 2 0.25 0. 3
0

2

4

6

8

10

ms)

%

图 4.21 弹体侵彻过程中的总能量误差曲线，取工况4的计算结果

为了进一步考查CFEMP的适用性，模拟了不同初始速度下卵形弹的侵彻过

程，离散参数同工况4中的设置。此外，采用物质点法也模拟了相同的问题。

表4.7给出了不同初始速度下弹体剩余速度的数值解和实验结果。对比表4.7中

数据可知，CFEMP计算的剩余弹速与MPM计算结果有所差异，但与实验结果

更接近。当弹体初始速度为v0=400m/s时，弹体的运行轨迹和变形机制与初

速v0=575m/s的实验结果不同。因此，图4.22比较了v0=400m/s时弹体侵彻过程中
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弹靶相互作用的实验结果和CFEMP的计算结果，表明CFEMP计算的弹体弯曲和

偏转与实验结果吻合。

表 4.7 不同初始速度v0下弹体的剩余弹速vr(m/s)

v0 实验 CFEMP MPM

400 217 229 241
446 288 293 306
575 455 456 471
730 655 631 652

t = 43.3μs t = 204.3μs t = 421.1μs

(a) m/s

t = 43μs t = 204μs t = 421μs

(b) m/s

图 4.22 弹靶相互作用的实验结果和模拟结果 v0 = 400m/s

综上，表4.7表明耦合物质点有限元法计算的弹体剩余速度比物质点法更接近

实验值，而图4.20和4.22表明耦合物质点有限元模拟的弹靶之间相互作用过程与

实验结果吻合。

4.4.2 流固耦合问题

此处，采用CFEMP计算了一个二维流固耦合问题：凹形槽内一水柱在重力作

用下垮塌并流经一弹性障碍物，如图4.23所示。其中，水柱的宽为L=146mm，高

为2L；弹性障碍物的宽为b=12mm，高为80mm；水柱与障碍物之间的距离为L。

假设不存在空气，水柱在重力加速度作用下发生垮塌并自由流动。采用Mie-
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Grüneisen状态方程计算水的压力，材料参数列于表4.8，采用弹性本构模型模拟障

碍物，障碍物材料的各项参数为ρ=2.5 × 10−3g/mm3，E=1MPa，ν=0。

在计算中，为了采用三维程序计算，令水柱和障碍物的厚度为4mm，同时

施加平面应变条件。采用物质点离散水柱，物质点间距取为2mm，质点个数

为10608，背景网格结点间距取为4mm，但在厚度方向尺寸为4.2mm；采用有限元

离散障碍物，单元尺寸为4mm，单元总数为60。

 

2L

4L

b

20b/3

L L

g

图 4.23 流固耦合问题示意图及几何尺寸

表 4.8 水材料参数

ρ(kg/m3) c0(m/s) s γ0

1000 1647 1.921 0.1

Idelsohn等 [206]采用PFEM，Walhorn等 [207]用有限元与欧拉法的耦合算法模拟

了该问题。为此，将本文的计算结果与他们的计算结果进行比较。

首先，图4.24比较了不同时刻水与障碍物相互作用的CFEMP计算结果

和PFEM计算结果，两者吻合。然后，图4.25给出了障碍物左上角点的横向挠

度时程曲线。对比图4.25可知，CFEMP的计算结果介于其他两组计算结果之间，

并与Idelsohn等的计算结果较吻合。最后，图4.26给出了水柱在垮塌过程中的能量

变化曲线，表明计算过程中的能量守恒性。

总之，由图4.24和4.25可知，CFEMP的计算结果与其他学者采用别的算法模

拟结果吻合，间接验证了该算法在模拟流固耦合类问题的精度。
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t = 0.421s

t = 0.621s

t = 0.801s

t = 1.283s

t = 0.140s

t = 0.160s

t = 0.260s

t = 0.341s

图 4.24 水柱在流动过程中与障碍物的相互作用，第一列和第三列为本文算法结果，其

余为Idelsohn等 [206]采用PFEM的计算结果
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图 4.25 弹性障碍物左上角点横向挠度时程曲线
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图 4.26 水柱垮塌过程中的能量变化曲线

4.5 小结

针对冲击侵彻和流固耦合问题，本文提出了耦合物质点有限元法。该算法采

用有限元离散仅涉及材料小变形的物体，用物质点离散涉及材料大变形的物体，

避免了将物质点法用于该类问题中涉及小变形物体模拟时精度和效率低的缺陷。

通过杆共轴撞击问题和斜坡上球体滚动问题验证了该算法的精度和效率，然后采

用该算法计算了侵彻问题和流固耦合问题，所得计算结果与其他文献中的结果吻

合。算例表明，本文提出的算法可以高效稳定地求解涉及材料大变形的冲击侵

彻、流固耦合等问题。
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第 5章 自适应物质点有限元法

图5.1为穿甲弹贯穿后的金属靶体以及山体滑坡的典型特征示意图。由

图5.1可知，材料大变形和破碎等现象仅发生在局部范围内，远离载荷作用处的材

料区域并没有发生大变形；另外，从时间历程上来看，材料先发生小变形，逐渐

发生大变形直至破碎。由第2.8节内容可知，将物质点法用于材料全域和变形全阶

段的模拟并不是最佳的求解方案。

(a) (b)

图 5.1 (a)穿甲弹贯穿后的金属靶体，(b)山体滑坡示意图

张雄等人 [119]将物质点法引入有限元法中，建立了显式物质点有限元法，应

用于超高速碰撞问题。在该算法中，采用有限元离散材料区域，同时在可能发生

大变形的空间区域布置背景网格。一旦物体进入该网格就将有限元结点转化为物

质点求解，以避免有限元网格畸变的问题。但是该算法采用的转化方案较为粗

狂，即使进入背景网格的单元仍处于小变形阶段也被转化为物质点。此外，在

超高速碰撞问题中，材料已经破碎融化，近似流体，不需额外考虑接触问题。

但在冲击侵彻和山体滑坡等问题中，物体间的滑移接触必须予以考虑。为此，

本文在张雄等人 [119]的基础上进一步提出了自适应物质点有限元法(Adaptive Finite

Element Material Point Method，简称为AFEMP)，以充分发挥物质点法计算材料大

变形时的优势和有限元法计算小变形时高精度和高效率的优势。

AFEMP的基本思想如图5.2所示：首先采用有限元离散材料区域，在计算过

程中将发生畸变或破坏的单元自动转化为物质点求解。其中，采用转化算法来实

现单元到质点的选择性自动转化，通过背景网格实现同一物体的有限元离散区域

与物质点离散区域之间的相互作用，采用CFEMP处理各个物体间的接触问题。因
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V

 

(a) (b) t 

图 5.2 自适应物质点有限元法示意图

此，AFEMP建立了物质点法和有限元法的统一求解框架，实现了有限元法求解到

物质点法求解的自适应转化，并且有限元法仅用于求解处于小变形阶段的材料区

域，而物质点法仅用于求解处于大变形阶段的材料区域，从而充分吸收了有限元

法和物质点的优势，避免了其缺点。本文建立的算法是三维求解格式，出于问题

描述的方便，文中采用二维示意图。

5.1 自适应物质点有限元法

5.1.1 控制方程和离散

本文建立的自适应物质点有限元法采用的控制方程为更新拉格朗日格式，详

见第2.1节。采用加权余量法可得动量方程的等效积分弱形式为∫︁
Ω

ρüiδuidΩ +

∫︁
Ω

σi jδui, jdΩ −

∫︁
Ω

ρbiδuidΩ −

∫︁
Γt

t̄iδuidΓ = 0 (5-1)

式中各符号的物理含义参见第2.2节内容。

由于在求解过程中将发生畸变的单元转化为物质点求解，AFEMP中包含两

种离散方法，如图5.2(b)所示。结合物质点法和有限元法的离散格式，可推导出

式(5-1)的两种离散方程，具体推导过程详见第2章和第4章。为了本文公式引用上

的方便，在此直接给出有限元法和物质点法的离散方程。

在有限元离散区域，动量方程在有限单元结点上求解，有

ṗid = f int
id + f ext

id (5-2)

pid = mdvid (5-3)

f int
id = −

ne∑︁
e=1

∫︁
Ve

Nd, jσ jidV (5-4)
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f ext
id =

ne∑︁
e=1

(
∫︁

Ve

ρNdbidV +

∫︁
Γte

Nd t̄idΓ) (5-5)

其中，下标i和 j表示物理量的空间坐标分量，下标d表示有限元结点，下标e表

示单元， f int
id 为有限元结点内力， f ext

id 为有限元结点外力，md为有限元结点质

量，vid为有限元结点速度，pid表示有限元结点动量。若采用单点高斯积分，则

式( 5-4)和(5-5)可以近似求解为

f int
id = −

ne∑︁
e=1

Nde, jσ jieVe (5-6)

f ext
id =

∑︁
e

(meNdebie +

∫︁
Γte

Ned t̄idΓ) (5-7)

其中，me = ρeVe。为控制单点高斯积分引起的沙漏模态，在式(5-5)等号右端加入

沙漏模态粘性阻尼力 f Γ
ik，计算方式见第4.1.1.2节。因此，有限元结点d的结点力包

含三部分，即

fid = f ext
id + f int

id + f Γ
id (5-8)

在物质点离散区域，物质点的动量方程在背景网格上求解，有

ṗiI = f int
iI + f ext

iI (5-9)

其中，下标I表示背景网格结点。将物质点的动量映射到背景网格可得背景网格结

点I的动量piI，有

piI =

np∑︁
p=1

NI pmpvip (5-10)

其中，下标p表示物质点，np表示物质点总数。将物质点的质量映射到背景网格

可得背景网格结点I的质量mI，有

mI =

np∑︁
p=1

NI pmp (5-11)

在物质点进行应力更新后，可通过物质点积分得到背景网格结点I的结点内

力，有

f int
iI = −

np∑︁
p=1

NI p, jσi jp
mp

ρp
(5-12)
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将物质点上的外力映射到背景网格可得到背景网格结点外力，有

f ext
iI =

np∑︁
p=1

NI pt̄iph−1 mp

ρp
+

np∑︁
p=1

mpNI p fip (5-13)

采用变步长的中心差分法积分动量方程式(5-2)和(5-9)，详见第4.1.2.1节。因

此有限元结点I的速度和位置更新分别为

vn+1/2
id = vn−1/2

id + ( f n,int
id + f n,ext

id + f Γ
id)∆tn/Md (5-14)

xn+1
id = xn

id + vn+1/2
id ∆tn+1/2 (5-15)

在物质点离散区域，物质点p的位置和速度分别通过背景网格的速度场和加

速度场更新，有

vn+1/2
ip = vn−1/2

ip + ∆tn
ng∑︁

I=1

f n
iI N

n
I p/m

n
I (5-16)

xn+1
ip = xn

ip + ∆tn+1/2
ng∑︁

I=1

pn+1/2
iI Nn

I p/m
n
I (5-17)

其中，pn+1/2
iI = pn−1/2

iI + f n
iI∆tn。

在计算过程中，有限元区域内的网格始终与材料区域固连在一起，而物质点

区域内的背景网格在每一个时间步开始时被新的规则背景网格替代。

5.1.2 转化算法

从单元到物质点的转化算法是自适应物质点有限元法的重要组成部分，实现

了有限元法求解到物质点法求解的自适应转化。该转化算法包括转化判据和转化

方案两部分内容，以实现适时且精确的转化。

5.1.2.1 转化判据

当单元发生畸变时将其转化为物质点，那么如何衡量单元的畸变程度呢？本

节给出了两个简单高效的转化判据，分别是等效塑性应变准则和单元特征长度比

值准则。

(1)等效塑性应变准则

塑性应变为永久性应变，对于许多金属材料在静水压力不大的情况下，塑性

应变则表征了材料的畸变程度。因此，如果材料为弹塑性材料，则以等效塑性应

变εp作为判据，即当单元的等效塑性应变值达到用户设定的阈值时将单元转化为

物质点。
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(2)单元特征长度比值准则

中心差分法中的临界时间步长为单元特征长度与声速的比值，单元的特征长

度在一定程度上表征了单元的畸变程度。因此，采用单元的特征长度现时值与初

始值的比值作为判据，即当单元该比值低于用户设定的阈值时将单元转化为物质

点。

两个判据也可同时使用，满足其一即可将单元转化为物质点。

5.1.2.2 转化方案

当单元满足判据时，那么一个单元转化为几个物质点，物质点携带的各物理

量值又如何确定呢？单元到物质点的转化其实是一种离散格式到另外一种离散格

式的转化，因此在转化过程中需保证系统的质量、动量和能量守恒，相应的场量

梯度应不失真。基于该准则，本文针对有限元法和物质点法的离散特点建立了相

应的转化方案。下面举例说明。

如图5.3所示，材料区域采用四边形单元离散，边界以有限元结点a，· · · n描

述，并假设单元A和B是待转化单元。针对物质点法中背景网格结点间距为质点间

距2倍的离散特性，此处一个四边形单元转化成4个物质点。下面以单元A为例给

出具体的转化步骤.

a
b

c d e f g h

i j

b
i j

k m

n

d e f g h

k m

n
a

A B

图 5.3 单元转化物质点算法示意图

η

ξ

η = -1

η = +1

ξ = -1

ξ = +1

 A

b

c d

i

图 5.4 转化的物质点位置计算示意图

1. 物质点所代表的材料区域物理量分配
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单元所代表的材料区域由四个物质点均分。因此，单元的质量、体积和内能

平均分配到四个物质点上，而物质点的位置应位于各自代表区域的形心。此处借

鉴等参元的思想确定物质点在全局坐标系中的位置。如图5.4所示，赋予四个物质

点自然坐标依次为(−0.5,−0.5)、(+0.5,−0.5)、(+0.5,+0.5)和(−0.5,+0.5)，利用等参

变换计算各个物质点的位置，有

xip =

4∑︁
d=1

Nd(±0.5,±0.5)xid (5-18)

其中xid表示有限元结点d在全局坐标系中的位置。

2. 物质点的速度分配

有限元法通过结点的速度表征材料域的速度场。因此，各物质点的速度取为

其临近的有限元结点速度值。这样处理虽不能严格替代有限元结点表征的速度梯

度场，但随着网格的细化由此引入的人为差异性可忽略，并且这样的处理简单高

效，可保证系统的动量和能量守恒。

3. 物质点的状态量分配

由于有限元采用单点高斯积分，因此可将四个物质点的应力、应变和其它的

材料状态量均取为单元A高斯点的相应物理量值。

4. 删除被转化的单元，如单元A。

5. 界面上单元结点的处理

对于与所删除单元相连的有限元结点，其质量应减去该单元代表的离散区域

质量的贡献部分。将不与任何单元相连的有限元结点删除，如有限元结点c，同

时将位于有限单元与物质点区域界面上的有限元结点标记为有限元过渡结点，便

于识别两种离散区域的界面，如结点b，i，d， f， j，k和g。

综上，本节建立的转化方案将一个四边形单元转化为四个物质点，并保证了

转化过程中系统的质量、动量和能量守恒。因此，将畸变的有限单元转化为物质

点本质上是将高斯点积分转化为物质点积分，有限元网格转化为在每个时间步开

始时重划分的背景网格。对于三维问题，一个六面体单元转化成8个物质点，各

个物质点的变量值采用相同的方式确定。

5.1.3 耦合算法

如何实现未转化的有限元离散区域与物质点离散区域相互作用是自适应物质

点有限元法的另一重要组成部分，即建立求解同一物体的有限元法和物质点法的

耦合算法。
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在物质点法中，采用背景网格表征的速度场计算物质点的应变以实现相邻物

质点之间的影响，通过在背景网格上求解动量方程实现相邻物质点之间的联系。

物质点法通过背景网格实现了相邻物质点之间的相互影响和联系。因此，为实现

同一物体的有限元离散区域与物质点离散区域的相互影响和联系，本文提出了基

于背景网格的有限元法和物质点法的耦合算法。

I

 

FΩ

a

b

c
a,b,c: MΩ

r

图 5.5 有限元法与物质点法耦合示意图

如图5.5所示，物体r左半部分采用有限元离散，其他部分用物质点离散，

位于两种离散区域界面上的有限元结点分别为a、b和c。依据第5.1.2.2节中的定

义，a、b和c为有限元过渡结点。为了实现两者之间的相互影响，在计算与有限

元过渡结点相连的单元应变时，采用背景网格速度场重置有限元过渡结点速度，

以保证计算过渡区材料应变时的速度场一致。为了实现有限元区域与物质点区域

的相互联系，将有限元过渡结点动量方程同物质点一起在背景网格上求解。采用

同一背景网格的速度场和加速度场更新有限元过渡结点和物质点的位置和速度，

保证过渡区界面上位移和速度场的连续性。

在每一个时间步中，将有限元过渡结点和物质点的质量、动量同时映射到背

景网格上，并将有限元过渡结点的结点力映射并累加到通过物质点计算的背景网

格结点力上，如图5.6所示。以背景网格结点I为例，其质量计算公式为

mI =

np∑︁
p=1

NI pmp +

nt∑︁
t=1

NItmt (5-19)

其中，下标 t表示过渡结点，nt表示总的过渡结点数。背景网格结点I的动量和结

点力分别为

piI =

np∑︁
p=1

NI p pip +

nt∑︁
t=1

NIt pit (5-20)

fiI =

np∑︁
p=1

mpNI p fip −
np∑︁

p=1

NI p, jσi jp
mp

ρp
+

nt∑︁
t=1

NIt ft (5-21)
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式(5-21)中的 ft表示有限元过渡结点的结点力但不包括沙漏粘性阻尼力，这是由于

单元结点的沙漏粘性阻尼力具有反对称性，映射到背景网格会部分抵消而不能抑

制沙漏模态。

I

a

图 5.6 过渡区背景网格结点物理量的计算方式

在背景网格的动量方程积分后，过渡结点的位置和速度更新方式分别为

xn+1
it = xn

it + ∆tn+1/2(
ng∑︁

I=1

pn+1/2
iI Nn+1/2

tI /mn+1/2
I + ∆tn f Γ

it /mt) (5-22)

vn+1/2
it = vn−1/2

it + ∆tn
ng∑︁

I=1

f n+1/2
iI Nn+1/2

tI /mn+1/2
I + f Γ

it /mt∆tn (5-23)

其中 f Γ
it表示有限元过渡结点的沙漏粘性阻尼力。

此外，有限元法中单元应变增量是基于有限元结点速度场计算，而物质点法

则是用背景网格速度场计算。因此，为了保证计算单元和物质点的应变增量采用

的速度场一致，将有限元过渡结点的速度依据其所在的背景网格速度场进行修

正，有

vit =

ng∑︁
I=1

NtI
piI

mI
(5-24)

综上，通过调整有限元过渡结点的速度和动量方程计算方式，实现了有限元

离散区域和物质点离散区域的耦合。由于背景网格映射的单值性，有限元离散区

域和物质点离散区域在界面上的速度场和位移场保持了连续性。

对于冲击波、能量方程积分以及有限元离散区域与物质点离散区域的接触处

理参见前面各章节，在此不再赘述。

5.2 算法实现

自适应物质点有限元法的具体实现过程只是在第4.2节的基础上增加了单元转

化和耦合算法部分。因此，下面仅给出单步内不包含接触部分的计算流程。

1. 重新定义背景网格，利用式(5-19)和(5-20)将物质点和有限元过渡结点的质

量和动量映射到背景网格上，计算背景网格的结点质量和结点动量。
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2. 通过式(5-24)修正有限元过渡结点速度。

3. 对物质点和有限单元进行应力更新。

4. 采用式(5-8)计算有限元结点的结点力，采用式(5-21)计算背景网格结点力。

5. 在背景网格上求解有限元过渡结点和物质点的动量方程。

6. 采用式(5-14)和(5-15)更新有限元结点，采用式(5-16)和(5-17)更新物质点，

采用式(5-22)和(5-23)更新有限元过渡结点。

7. 单元转化

对位于有限元离散区域边界上的单元进行遍历循环，依据第5.1.2节中的方

法将符合转化准则的单元转化为物质点，同时标记新的有限元过渡结点。

8. 丢弃已经发生变形的背景网格，并在下一个时间步中采用新的规则背景网

格。

5.3 算法验证

5.3.1 共轴撞击问题

为了考查自适应物质点有限元法中耦合算法的计算精度，考虑两完全相同的

弹性杆纵向共轴撞击问题。该问题详细介绍参见第4.3.1节。

图 5.7 两弹性杆的离散模型

该问题的离散模型如图5.7所示。其中，每个杆有限元离散区域的长度

为10mm，其余部分采用物质点离散，共用90个六面体单元和792个物质点。单元

尺寸和背景网格结点间距均为0.5mm，物质点间距为0.25mm，与第4.3.1.1节设置

保持一致。在计算中，不启用单元转化算法。

AFEMP和MPM计算结果表明两个杆在8.7µs分离，与第4.3.1.1节中数值解相

同，和解析解8.63µs吻合。进一步，图5.8给出了不同时刻杆中应力分布曲线的数

值解和解析解。对比图5.8(a)和图5.8(b)中的AFEMP和MPM计算结果可知，在两

种离散区域界面处有相对幅度较小的应力振荡，这主要是由于两种离散界面处波

阻抗不同造成的。对比AFEMP计算结果和解析解可知，界面应力波反射影响的

区域局限在较小范围内，不影响整体求解精度。撞击过程中的能量变化曲线如

图5.9所示，表明该算法具有很好的能量守恒性。
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图 5.8 两弹性杆撞击过程中杆上应力分布曲线：(a) 2.7 µs，(b) 2.8 µs
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图 5.9 两弹性杆撞击过程中的能量变化曲线

5.3.2 Taylor杆问题模拟I

为了进一步考查AFEMP中耦合算法的精度，考虑冲击动力学程序经典考题

之Taylor杆碰撞问题。Taylor杆碰撞是指一个柱状金属杆高速撞击刚性墙的实验，

如图5.10所示。此处，采用AFEMP模拟了 Johnson等人 [208]开展的Taylor杆撞击实

验。

杆的初始长度为L0=25.4mm，初始直径为D0 =7.6mm，以190m/s的速度撞击

刚性墙。杆的材料为铜，密度为ρ=8.93 × 10−3g/mm3。采用Johnson-Cook模型模拟

杆，材料参数列于表5.1。

表 5.1 铜Johnson-Cook模型材料参数

E(MPa) ν A(MPa) B(MPa) n C

117×103 0.35 157 425 1.0 0.0
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D0
(a) (b)

D

L0L

0v

图 5.10 Taylor杆碰撞示意图

(a)

图 5.11 Taylor杆问题：(a)初始离散模型，(b)最终构型

在计算中，采用有限元离散距上端面3.8mm内的材料区域，用物质点法离

散其余部分，离散模型如图5.11(a)所示。其中，有限元离散区域共用7680个六

面体单元和8811个有限元结点，单元的最大尺寸为0.36mm；物质点离散区域共

用144324个质点，背景网格结点间距为0.36mm。同时，采用物质点法也模拟了同

样的问题。

图5.11(b)给出了撞击后杆的最终构型，其长度L和端部直径D列于表5.2中。

对比表5.2中的计算结果和实验结果可知，AFEMP计算结果和实验结果吻合，验

证了该耦合算法的精度。

5.3.3 Taylor杆问题模拟II

本节继续考虑第5.3.2节中的Taylor杆问题，并考查AFEMP的转化算法。

在该算例中，采用有限元离散杆，共用51456个六面体单元，单元的最大尺

寸为0.38mm，离散模型如图5.12(a)所示。为启用转化算法，采用等效塑性应变
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表 5.2 Taylor杆问题数值解和实验结果的比较

L(mm) D(mm)

实验 16.2 13.5
AFEMP 16.21 13.2
MPM 16.21 13.2

表 5.3 不同阈值下Taylor杆问题数值解和实验结果的比较

阈值 L(mm) D(mm)

实验 16.2 13.5
AFEMP 0.7 16.33 13.28
AFEMP 0.8 16.32 13.34
AFEMP 0.9 16.32 13.35

AFEMP/FEM ∞ 16.31 13.36

作为转化判据，即当单元的等效塑性应变超过阈值时，则将该单元转化成8个

质点，相应的背景网格结点间距取为0.38mm。此处，考察了不同的阈值，分别

为0.7、0.8、0.9。如果阈值无穷大，AFEMP则退化为FEM。

图5.12(b)给出了阈值为0.7时的杆最终构型计算结果，其中等效塑性应变大

于0.7的材料区域均转化成了物质点。表5.3给出了采用不同阈值时杆长与端部直

径的AFEMP计算结果。由表5.3可知，随着阈值的增大，计算结果收敛于FEM计

算结果，但差异较小，与实验结果吻合。计算表明单元何时转化为物质点及转化

的比例对计算结果有一定的影响，但对整体结果计算精度影响较小。

(a) (b)

图 5.12 Taylor杆问题：(a)初始离散模型，(b)最终构型

表5.4进一步比较了FEM、带转化的AFEMP和MPM三种算法在模拟该问题

时的时间步长和CPU时间。其中，AFEMP的数据取自阈值为0.7的计算结果。

102



第 5章 自适应物质点有限元法

表 5.4 各算法的时间步长和效率比较

∆tmax(µs) ∆tmin(µs) 时间步数 CPU (s)

FEM 1.27×10−2 0.60×10−2 10752 929
MPM 3.46×10−2 3.01×10−2 2423 970
AFEMP 1.27×10−2 1.19×10−2 6672 1208

由表5.4可知，FEM的最小时间步长与最大时间步长比约是1:2，表明在该算例

中基本上没有网格畸变。因此，在该问题中FEM的效率比另外两种算法高。

对比FEM与AFEMP中最小时间步长可知，单元转化有效提高了时间步长；对

比AFEMP和MPM的数据可知，虽然AFEMP的CPU时间多于MPM，但其单步的效

率高于MPM。通过该算例的计算数据表明，FEM在求解未发生网格畸变问题时求

解效率高于MPM。

5.4 算法应用

通过第5.3节中的算例验证了AFEMP中的转化算法有效性和耦合算法的精

度。然后，本节将自适应物质点有限元法应用于冲击侵彻和边坡失效问题。其

中，第一个算例是重钨合金(WHA)长杆弹斜侵彻薄钢板的问题，第二个算例模拟

了无粘沙土边坡失效的等效实验，干燥铝棒堆积物的流动。由于有限元法在模拟

此类问题时有网格畸变问题，因此不再给出此类问题的有限元计算结果，重点在

于比较 AFEMP和MPM的计算效率。

5.4.1 长杆弹侵彻问题

如图5.13所示，WHA长杆弹以不同的初始速度侵彻不同厚度的钢板，相关实

验数据见文献 [209]。其中，WHA长杆弹的初始长度L0=75mm，直径D0=5mm，

钢板的尺寸分别为150mm × 150mm × 5mm(厚度) 和150mm × 150mm × 10mm(厚

度)。此处，考虑两种实验工况。在工况1中，长杆弹以1500m/s的初始速度侵彻厚

度为5mm的靶体；在工况2中，长杆弹以2500m/s的初始速度侵彻厚度为10mm的

靶体。

在本算例中，分别采用Johnson-Cook模型和Mie-Grüneisen状态方程计算弹体

和靶体的偏应力和压力，材料参数取自文献 [209–211]，并列于表5.5和5.6。采用

等效塑性应变失效模型模拟侵彻过程中材料的失效，失效值取为0.9 [211]，模拟时

间为0.14ms。
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图 5.13 长杆弹侵彻钢板几何尺寸示意图

表 5.5 弹体和靶体Johnson-Cook模型材料参数

A(MPa) B(MPa) n C m Tref(K) Tmelt(K)

弹体材料 1050 177 0.12 0.0275 1 293 1723
靶体材料 750 1150 0.49 0.014 1 293 1700

考虑到对称性，建立1/2离散模型，如图5.14所示。其中，采用规则的六面

体单元离散靶体，单元尺寸为1mm，在工况1中共计56250个单元，工况2中共

计101250个单元；采用单元尺寸最大为1mm的六面体单元离散弹体，共计1824个

六面体单元。采用等效塑性应变转化准则，阈值为 0.9，背景网格结点间距

为2mm。

图5.15和5.16分别给出了工况1和工况2中不同时刻弹体侵彻和单元转化的计

算结果，随着弹体侵彻不断深入，等效塑性应变累积到0.9的单元不断转化为物

质点，从而实现了仅将物质点法用于材料大变形阶段的模拟，并避免了有限元离

散区域的网格畸变问题。图5.17比较了弹体最终构型的AFEMP计算结果与实验结

果，两者吻合。表5.7定量给出了弹体剩余速度比和剩余长度比的AFEMP计算结

果和实验结果，其中剩余速度比为弹体的剩余速度与初始速度比值，剩余长度比

为弹体的剩余长度与初始长度比值。由表5.7可知，AFEMP的计算结果与实验结

果吻合。

为体现AFEMP法计算效率，采用物质点法也模拟了同样的问题，并取质点间

表 5.6 弹体和靶体Grüneisen状态方程材料参数

c0(m/s) s γ0

弹体材料 4030 1.24 1.8
靶体材料 3570 1.92 1.8
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图 5.14 离散模型

t= 0.02mst= 0.01ms

t= 0.03ms
t= 0.04ms

图 5.15 工况1弹体侵彻过程中不同时刻的变形计算结果
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t= 0.02ms
t= 0.01ms

t= 0.03ms
t= 0.04ms

图 5.16 工况2弹体侵彻过程中不同时刻的变形计算结果

图 5.17 贯穿钢板后长杆弹剩余部分的AFEMP计算结果和实验结果
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表 5.7 弹体剩余长度以及速度的计算结果和实验结果

工况 结果 剩余杆长比 剩余弹速比

1 实验 0.85 0.97
1 AFEMP 0.82 0.96
1 MPM 0.85 0.96
2 实验 0.76 0.99
2 AFEMP 0.72 0.97
2 MPM 0.74 0.97

距为1mm，背景网格结点间距为2mm，计算结果见表5.7。在计算精度一致的情况

下，表5.8从时间步长、时间步数和CPU用时方面对AFEMP和MPM进行了对比。

由表5.8可知，AFEMP的最小时间步长仅降低了58.6%，这是由于将发生畸变的单

元转化成了物质点； AFEMP的最大时间步长小于物质点法，这是由于离散弹体

的单元初始特征长度小于背景网格结点间距；而AFEMP与MPM的CPU用时比约

是1:3。因此，AFEMP在模拟涉及材料大变形的冲击侵彻问题时，其计算效率远

高于物质点法。

表 5.8 工况2中AFEMP与MPM时间步长和效率比较

∆tmax(µs) ∆tmin(µs) 时间步数 CPU (s)

AFEMP 3.67 × 10−2 1.52 × 10−2 2208 838
MPM 6.45 × 10−2 3.71 × 10−2 1180 2241

5.4.2 边坡失效问题

此处考虑岩土工程中的边坡失效问题。Bui等人 [212]在实验室内采用直径

为1∼1.5mm，长为500mm的干燥铝棒堆积物等效模拟了边坡的二维失效过程。实

验中，铝棒堆积物初始构型为200mm × 100mm的长方体结构，为了方便观察堆

积物的失效过程和定量描述失效面，在堆积物的外表面划分20mm×20mm的方形

格子，同时在背景墙壁上建立坐标线，如图5.18所示。将右侧的挡板迅速拉向右

侧，铝棒堆积物将在重力作用下开始自由流动。

Bui等人 [212]通过铝棒堆积物的剪切盒实验，获得了铝棒堆积物等效的沙土

材料参数：摩擦角为19.8∘，粘聚力为零。因此，此处采用Drucker-Prager本构模

型 [5]模拟干燥铝棒堆积物的流动，材料参数列于表5.9 [212]。

按照平面应变问题处理该问题。在本算例中，采用规则的六面体单元离散坡
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图 5.18 干燥铝棒堆积物的实验设置图 [212]

表 5.9 Drucker-Prager模型材料参数

ρ(g/mm3) K(MPa) c φ ψ

0.00265 0.7 0 19.8 0

体，单元尺寸为0.25mm，共计3200个。依据文献 [212]中的设置，单元两侧的有

限元结点和左端侧面的有限元结点采用对称边界条件，底部的边界条件为固定边

界条件，其它为自由边界条件。采用等效塑性应变转化准则，阈值设为1.2，背景

网格结点间距为0.25mm。模拟时间1.1s。

图5.19给出了堆积物最终失效构型的实验结果和AFEMP采用Drucker-Prager模

型的计算结果。对比图5.19可知，两者形貌基本吻合。图5.20进一步给出了

堆积物的坡面变化曲线和坡体失效面(等效塑性应变分界线)曲线的实验结果

和AFEMP计算结果。对比图5.20可知， AFEMP计算结果同实验结果吻合。

图 5.19 铝棒堆积物最终构型实验结果与计算结果的比较

为了体现AFEMP的计算效率，采用物质点法也模拟了同样问题，物质点间距

取为0.125mm，背景网格结点间距取为0.25mm，计算结果见图5.19。在计算精度

一致的情况下，表5.10从时间步长、时间步数和CPU用时方面对AFEMP和MPM进

行了比较。由表5.10可知，AFEMP不仅在单步计算效率上高于MPM，CPU用时也
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图 5.20 铝棒堆积物坡面和失效面实验结果与计算结果的比较

表 5.10 AFEMP与MPM的时间步长和效率比较

∆tmax(µs) ∆tmin(µs) 时间步数 CPU (s)

AFEMP 48.41 22.85 47402 1123
MPM 48.41 29.94 34765 1791

比MPM少，充分表明AFEMP计算效率高于MPM。

5.5 小结

本文提出了自适应物质点有限元法，由单元转化算法和耦合算法两部分组

成，建立了有限元和物质点法的统一求解框架。该算法采用有限元离散材料区

域，并将计算过程中即将畸变或破坏的单元转化为物质点，通过耦合算法实现有

限元离散区域和物质点离散区域的相互作用，充分发挥了物质点法和有限元算法

的优势。采用弹性杆共轴撞击问题和Taylor杆问题验证了该算法的精度，然后采

用该算法模拟了冲击侵彻和边坡失效问题，计算结果与实验结果吻合。算例表

明，本文建立的自适应物质点有限元法适合模拟冲击侵彻等涉及材料大变形问

题，并且计算效率明显高于物质点法和有限元法。
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第 6章 全文总结

6.1 研究成果

本文针对物质点无网格法在模拟冲击侵彻、流固耦合和边坡失效等涉及材料

局部大变形问题时存在效率低的缺点，将其与有限元法进行杂交耦合，提出了一

类高效稳定的数值计算方法。本文的主要研究成果如下：

(1) 基于物质点法研究了爆轰驱动飞片问题。采用物质点法分别模拟了开

口非对称板型装药和对称板型装药下爆轰驱动飞片过程。针对对称板型装药

的Gurney公式预测飞片速度偏高的问题，本文提出了一种修正方案，并采用数值

计算验证了该修正方案。

(2)在计算钢筋混凝土结构问题中，需要单独建立钢筋的离散模型以考虑钢筋

的承载作用。但是钢筋直径尺寸相比于结构体尺寸有着数量级上的差异，导致整

体离散模型规模过于庞大，计算耗时。为解决钢筋的离散求解问题，本文将有限

元法中的杆单元引入物质点法中，构造了离散钢筋的杆单元，提出了杂交物质点

有限元法。该方法仅需在钢筋长度方向离散求解，无需在直径方向上离散，降低

了计算规模。通过杆拉伸问题和单摆问题验证了该算法的计算精度，然后模拟了

卵形钢弹侵彻钢筋混凝土靶体问题，进一步分析了钢筋在混凝土中所起的抗侵彻

作用。算例结果表明该算法适合模拟钢筋混凝土结构及钢纤维混凝土结构问题，

解决了物质点法模拟钢筋混凝土存在的问题。

(3)在模拟仅涉及小变形物体时，物质点法的计算效率和精度不如有限元，特

别是在模拟冲击侵彻、流固耦合等问题中的小变形物体时更为突出。为此，本文

将物质点法和有限元法进行耦合，提出了耦合物质点有限元法。该算法采用有限

元离散小变形物体，用物质点法离散大变形物体，通过接触算法实现两个离散体

之间的相互作用。该方法避免了物质点法模拟小变形物体的缺点，求解效率比物

质点法高。采用杆共轴撞击问题和斜坡上的球滚动问题验证了该算法的精度和高

效性，然后模拟了卵形弹斜侵彻铝靶体问题和水柱垮塌过程中与弹性障碍物相互

作用的流固耦合问题。

(4)为了充分吸收有限元法模拟涉及小变形材料时的精度和效率优势以及物质

点法模拟材料特大变形的优势，本文进一步提出了自适应物质点有限元法，建立

了物质点法和有限元法统一的求解框架，实现了有限元法到物质点法求解的自适

应转化。该算法采用有限元离散材料区域，在计算过程中将发生畸变的单元自动
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转化为物质点，采用耦合算法实现有限元未转化区域与转化的物质点离散区域的

相互作用。因此，该算法不仅无需指定物质点的离散区域，而且避免了将物质点

用于材料小变形阶段的模拟，充分发挥了有限元法和物质点法在各自使用范围内

的优势。采用两弹性杆共轴撞击问题和Taylor杆问题验证了该算法的精度，然后

模拟了WHA长杆弹斜侵彻薄钢板的问题以及无粘沙土边坡失效问题，展现了该算

法的高效性。

本文工作的主要创新点有：

(1)提出了杂交物质点有限元法，解决了物质点法模拟求解钢筋混凝土结构计

算规模过于庞大的问题，为钢筋混凝土结构和钢纤维混凝土结构数值模拟提供了

一种高效的数值计算方法。

(2)提出了耦合物质点有限元法，通过接触算法将物质点法和有限元法进行耦

合，避免了物质点法在计算冲击侵彻和流固耦合问题中的小变形物体时效率低和

精度差的缺点。

(3)提出了自适应物质点有限元法，充分吸收了有限元和物质点法的优势，避

免了两者的缺点，建立了有限元法和物质点法统一求解理论，为冲击侵彻、边坡

失效等涉及材料局部大变形问题建立了一种高效稳定的数值计算方法。

6.2 需进一步开展的工作

纵观上述研究成果，本文建立了将物质点法和有限元法相互结合的求解思

想，基于该思路可以将有限元法成熟的理论和算法引入到物质点法中，为工程问

题提供更高效和稳定的数值计算方法。基于本人对已完成工作的深入思考，结合

工程中的问题，提出以下需要进一步开展的工作：

(1)汽车中的气囊防护是一类典型的薄膜流固耦合问题，涉及到了气体的膨

胀以及膨胀过程中与气囊的相互作用。由于气囊厚度方向上的尺寸明显小于其他

两个方向的尺寸，采用物质点模拟此类问题依然涉及到了离散规模过于庞大的问

题。为此，可借鉴有限元中薄膜单元算法，在物质点法中构造一类薄膜单元离散

薄膜，进而降低计算规模，开展气囊防护问题的研究。

(2)薄壁结构在航空工业中有着大量应用，在以鸟撞为主的冲击载荷下将涉及

材料的大变形和破碎。为此，需开展针对板壳结构的无网格算法研究。在本文第

五章的框架下，可进一步引入有限元的板壳单元，建立板壳单元与基于板壳理论

无网格法的统一求解格式，实现两者间的转化以及相互作用的耦合算法。

(3)在模拟流体问题方面，可进一步开展不可压缩流问题的物质点法直接求
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解方案。借鉴计算流体力学中较为成熟的分步法，将速度和压力分别进行更新求

解，通过求解压力泊松方程使不可压条件得到满足，进而实现物质点法求解不可

压流动问题。
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