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 I

中文摘要 

无网格方法是在近几年迅速兴起的一种数值分析方法，该方法在形成近似时

不需要网格，因此不仅避免了网格生成的复杂过程，还可以显著减少网格畸变

的影响。由于无网格特性对高速碰撞、超大变形、断裂破坏等问题的分析具有

明显的优势，无网格方法具有广阔的应用前景。 

在加权残差体系的统一格式下，对目前主要的一些无网格方法进行了介绍和

评论，使得对无网格方法的研究更有效。由于基于 Galerkin 原理的无网格方法

具有很大的计算量，本文将主要研究配点格式的无网格方法。 

移动最小二乘(MLS)是目前无网格方法中最主要的一种近似方法。基于 MLS

近似和直接配点格式，本文建立了函数插值、弹性静力问题求解的无网格方法；

结合 Galerkin方法和直接配点法的优点，提出了最小二乘配点型的无网格方法。 

在无网格方法的研究中，目前还很少涉及到材料非线性的问题。本文将配点

型无网格方法用于弹塑性问题的求解，建立了增量型的求解方案，并取得了理

想的计算效果。 

本文对基于距离基函数近似的配点型无网格方法进行了详细地讨论，内容涉

及紧支的和全域的距离基函数；针对紧支距离基函数直接配点法在处理导数型

边界条件时精度差的特点，提出了 Hermit 型的近似方案，该方案可以有效地提

高导数型边界的处理精度。 

为了提高紧支距离基函数的近似精度，本文提出了紧支距离基函数的修正方

案，经过修正的紧支距离基函数近似能够满足相应的完备性要求；基于修正紧

支距离基函数近似，建立了求解弹性静力问题、弹塑性静力问题、以及弹性动

力问题的配点型无网格方法；通过对动力问题的详细分析，给出了结点间距和

时间步长的选取法则。 

本文还建立了子域型无网格计算方法的一般格式，提出了使用域外结点进行

近似的理念。结合子域法和域外结点近似，建立域外结点近似配点法和域外结

点近似子域法。子域型无网格方法具有比配点型无网格方法更高的计算精度，

域外结点近似方案则可以大大提高边界附近的精度。 

本文所建立的所有方法均为真正的无网格方法，具有简洁、高效的优点。 

关键词关键词关键词关键词: 无网格方法，加权残差，紧支函数，距离基函数，配点法，子域法 
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第一章 引言 

1.1 引言 

随着计算机技术的高速发展，有限元方法成为本世纪数值分析的重要成果，

并且在科学技术的各个领域得到了充分的应用
 [1]-[7]

。然而，人们一直没有停止

过寻找新的数值计算方法的研究。这主要是由于现已比较成熟的计算方法并非

完美无缺，由于自身的缺陷，它们在解决某些问题时会遇到难于克服的困难。

对于传统的计算方法（有限元，有限差分等），在处理某些问题时会显得有些笨

拙，如： 

1、工业材料冲压成型过程中，模拟大变形情况下的材料流动； 

2、裂纹沿任意复杂路径动态扩展的模拟； 

3、高速撞击过程中产生的结构的几何畸变(如穿透、侵彻等)； 

4、相变问题的分析； 

5、奇异性等特殊问题，等。 

基于网格的方法，在计算过程中如果网格畸变，将导致计算失效。也就是说，

网格的存在妨碍了处理与原始网格线不一致的不连续性和大变形。为了处理大

变形或随时间变化的不连续性，通常需要进行网格重构。然而，这样不仅计算

费用昂贵，而且会使计算精度严重受损。因此这类问题需要更加有效的数值分

析方法，最近几年正迅速发展的无网格数值计算方法（Meshless Method）以其

特有的优点适合这类问题
[8]-[88]

。无网格方法抛开网格，直接基于结点形成近似，

具有重要的研究价值和应用前景。 

 

1.2 无网格方法的历史及研究现状 

无网格方法的产生于二十多年以前，但当时发展很慢；直到近几年，无网格

方法才受到了众多力学工作者的重视，并得到了迅速的发展。 

历史最长的无网格方法是“Smoothed Particle Hydrodynamics”(光滑质点

流体动力学方法，简称 SPH），它是由 Lucyt在 1977年提出的
[9]
，并且在天体物

理领域得到了成功的应用。然而由于精度及稳定性问题，该方法未能得到广泛
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应用。80 年代，Monaghan 等人在该方法的研究与应用中作出突出贡献
[10,11，12]

，

他们将 SPH 方法解释为核函数法，并用来模拟流场中的激波强间断现象。90 年

代，Swegle
[13]
、Dyka

[14]
等人提出了 SPH方法不稳定的起因及稳定化方案；Jonhson

和 Beissel 等人
[15]
也提出了一些用来改善应变计算的方法。随着 SPH 法研究的

深入，该方法被应用于水下爆炸仿真模拟
[16]
、高速碰撞等材料动态响应的数值

模拟
[15,17,18]

等领域。近几年来，我国的学者也开始关注 SPH计算方法，如中科院

张锁春对 SPH 方法进行了综述
[19]
，国防科大的贝新源、岳宗五等将 SPH 方法用

于高速碰撞问题
[20]
。 

在 1992年，Nayrdes等[21]人提出了一种全新的方法“Diffuse approximation and 

Diffuse Element Method”(散射元法，简称 DEM)，并用此方法分析了 Possion方

程和弹性问题。在该方法中，Nayrdes 首次将移动最小二乘近似(Moving Least 

Square Method，简称MLS)引入 Galerkin法中，得出具有 1C 连续性的近似解。 

1994年，美国 Northwestern University 的学者 Belytschko等人对 DEM方法

进行了修改和发展，基于MLS近似和 Galerkin原理，利用背景网格进行积分计

算，形成“The Element-free Glerkin Method(无单元的Galerkin法，简称 EFG）[22-37]。

这类方法比 SPH 方法计算费用高，但具有较好的协调性及稳定性。在众多学者

努力下，围绕此类方法已经进行了许多的研究，并对固体力学的许多问题进行

了分析。Belytschkohe和 Tabbara等人将 EFG方法用于动态裂纹扩展的数值模拟
[25-29]，克服了有限元方法在模拟裂纹扩展时需不断进行网格重新划分的缺点，

在计算中可以连续地进行模拟；Krysl 等[30]使用 EFG 方法对板壳进行了分析；

Belytschko，Organ和 Hegen等[33-35]对 EFG方法和有限元方法的耦合使用进行了

研究，并将其用于边界条件的处理；此外，Belytschko和 Krysl又将 EFG用于三

维撞击和流体晃动分析[38]；Cordes等人[39]进行了EFG方法用于相变问题的研究。 

Northwestern University 的另一位学者 Liu W.K. 根据函数积分变换的思想，

提出 Reproducing Kernel Particle Method(再生核粒子法，简记为 RKPM) [40-51]；

并结合小波的概念，构造了Multi Scale Reproducing Kernel Particle Method(多尺

度再生核粒子法，简记为MRKPM)[44，45，46，47]。小波分析最初被广泛应用于数字

信号处理领域,其具有尺度伸缩平移、多分辨率等特点[52，53]。MRKPM利用小波

函数的多尺度分析思想，构造了一系列可同时伸缩和平移的窗函数，实现了

RKPM的自适应分析，可用于对局部进行细致的数值分析。使用 RKPM方法，

Liu等人对大量问题进行了数值分析，如结构动力学问题[43]，流体力学问题[40，45，
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47]，橡胶材料的几何大变形问题[49]等。 

1995 年， Oden 和 Duarte 等[54-57]提出了 Hp-Clouds 无网格方法，该方法利

用移动最小二乘原理建立单位分解函数，进行场量的模拟，然后通过 Galerkin

变分，建立离散模型。Oden对这种方法进行了严格的数学论证[55]。最近，Oden，

Duarte，Zienkiewicz[57]等又提出了“New Clouds-Based hp FEM”，这种方法借助

于有限元网格，将其形函数作为单位分解函数，虽然该法破坏了“无网格”的

部分特性，但给解决问题带来了方便。 

波兰的学者 Liszka等[58]提出了Hp-Meshless clouds Method,该方法与Oden等

人提出的 Hp_Clouds 方法的不同之处在于它采用配点格式，不需要 Galerkin 格

式中用于进行积分计算的背景网格，是一种完全的无网格方法。 

1996年，Babuska及Melenk提出了 The Partition of Unity Method(单位分解

法，简称 PUM) [59,60]。Babuska利用现代数学单位分解的概念，对单位分解法进

行了严格的数学论证，并提出了使用特征解析解进行增强的基函数。 

西班牙的学者 Onate和 Idelsohn等在 1996年提出了 The Finite Point Method 

(有限点法，简称 FPM) [61,62]。该方法采用移动最小二乘原理来构造形函数，采

用配点格式进行离散，是一种不需背景网格的完全无网格方法，主要应用于流

体动力学领域。 

最近，著名力学学者 Atluri等也对无网格方法进行了大量研究，提出了 Loacl 

boundary integral equation method (局部边界积分法，简称 LBIE) [63，64]和Meshless 

Local Petrov-Galerkin Method (简称MLPG)[65-68]。这两种方法都是基于移动最小

二乘原理来建立对场函数的近似，并且在积分时不需要背景网格，是完全的无

网格计算方法。MLPG 与 LBIE 的不同之处在于，LBIE 是建立于局部边界积分

方程，具有奇异积分的计算；而在MLPG计算中不涉及奇异积分。 

随着小波应用的范围的扩展，许多学者将小波用于场量的近似，并产生了

Wavelet-Galerkin Method (小波伽辽金法，简称WGM)[69-76]，该方法是利用小波

级数对场量进行近似，通过 Galerkin 变分对偏微分方程进行数值离散。这种方

法在处理局部化现象时，如塑性变形局部化等问题，具有较大的优势。 

距离基函数(Radial Basis Functions,简称为 RBF)具有形式简单、各向同性等

优点，具有紧支特性的距离函数更加适合在数值计算中使用。数学界许多学者

对其进行了大量的研究 [77-81] ，并形成了 Multiquadric（简称 MQ）方法和

Compactly Supported Radial Basis Function(紧支距离函数，简称 CRBF)方法。然
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而，距离函数在工程应用中却很少涉及。目前，该方法以被清华大学的陆明万，

张雄等力学工作者引入到力学问题的求解，并取得了一些成果[82，83]。 

总之，无网格方法在近几年得到了迅猛的发展。随着越来越多的学者对其研

究的投入，无网格方法势必得到更大的进步。 
 

1.3 加权残差的基本概念 

本节将对加权残差的概念进行简单介绍，给出加权残差计算的一般格式。在

以后对目前已存在的几种主要的无网格方法进行介绍时，也将使用加权残差体

系结构。 

加权残差法[89-97]是广泛使用的一种近似求解方法，它可以有效地求解微分方

程、偏微分方程，以及积分方程等。现有的许多近似方法，如有限单元法、边

界单元法、有限差分法，以及无网格计算方法等，都可看成是加权残差法的特

例，并可由加权残差体系导出相应的格式。在加权残差法中，先假设一个定义

在全求解域内的含有待定系数或待定函数的试函数作为问题的近似解，代入求

解方程和边界条件中，一般情况下求解方程和边界条件不能满足，即存在残差；

通过在某种加权意义下消除残差或要求残差最小以求出待定未知量，从而获得

问题的近似解。 

考虑在域Ω中的基本控制方程和边界条件： 

bu =)A(      在求解域Ω上                        (1-1a) 

tu =)B(      在力边界 σΓ 上                        (1-1b) 

0=− puu     在位移边界 uΓ 上                      (1-1c) 

其中，A、B为微分算子。 

上述问题的加权残差格式为： 

[ ]d [ ]d [ ]d 0
u

pW Au b W Bu t W u u
σΓ Γ

Ω

− Ω + − Γ + − Γ =∫ ∫ ∫          (1-2) 

上式中，W、W、W为任意权函数。 

加权残差法的关键是试函数的构造和残差消除方案。在有限元方法中，采用

网格对区域进行划分，并且在各网格子区域内构造近似函数；如果在构造近似

函数时不需要划分网格，则近似被称为无网格近似，这也正是无网格计算的基

础。使用不同的近似构造方案和残差消除方案，就可以构造出不同的计算方法。
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因此，以下将使用加权残差的体系对现存的各种无网格方法加以简述，叙述中

以区域Ω中定义的场函数 ( )u x 的近似为例。在区域Ω内，取一组离散的结点

Ix (I= 1, , N! )，并把与结点 I 相关联的变量记为uI。无网格近似将直接基于

这些离散的结点。 

 

1.4 目前几种主要的无网格近似方案简介 

1.4.1 核函数近似方法    

核函数近似方法最初用于光滑质点流体动力学法(SPH)[9-20]。它使用核函数积

分变换对函数 )(xu 进行近似： 

( ) ( , ) ( )dhu w h u
Ω

= − Ω∫ yx x y y                        (1-3) 

其中 )(xhu 是 )(xu 的近似表达， ( , )w h−x y 被称为核函数或权函数，它具有紧支

撑的特点，h是其紧支集尺寸的一个度量。根据Monaghan的工作，核函数必须

满足以下条件： 

    1. 半正定性，即在紧支子域 iΩ 内满足 ( , ) 0w h− ≥x y                (1-4a) 

    2. 紧支性，即在紧支子域 iΩ 外满足 ( , ) 0w h− =x y                  (1-4b) 

    3. 规一性，即 ( , ) d 1w h
Ω

− Ω =∫ x y                                (1-4c) 

  4. ( , )w h−x y 具有对于距离 s = −x y  的单调减性                 (1-4d) 
 5. 当 0→h 时， ( , ) ( )w h δ− → −x y x y ，这里 ( )sδ 是 Dirac delta函数 (1-4e) 

其中条件(1-4b)是最关键的条件，它使得近似具有局部意义，即 )(xhu 仅仅取

决于紧支子域包含 x的那些结点。 

最常使用的权函数主要有指数型函数、三次样条函数和四次样条函数等。它

们的基本变量均为 s = −x y ，因此紧支集为圆形或球形。若记
max

ss s= ，其中

smax是紧支子集的半径，则： 

指数型：   
( ) , 1( )
0 1

s
e sw s

s

α− ≤= 
>

                             (1-5) 
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三次样条： 

2 32 1
3 2

2 34 4 1
3 3 2

4 4 ,
( ) 4 4 , 1

0, 1

s s s
w s s s s s

s

 − + ≤
= − + − ≤ ≤
 >

              (1-6) 

四次样条： 
2 3 41 6 8 3 , 1

( )
0, 1

s s s s
w s

s
 − + − ≤

=  >
                  (1-7) 

其中指数型权函数的连续性是 c−1，因为它在 s=1处不连续，但是对于数值计

算而言，它近似于 c1或更高的连续性。对于三次样条、四次样条，都具有 c2的连

续性。 

对于近似计算，必须建立(1-3)式相应的离散形式。对于一维问题，定义结点

参数 ( )I Iu u x≡  , ( 1, 2, ,I N= ! )，采用数值积分法则： 

   
1

( ) ( )
N

h
I I I

I
u x w x x u x

=
= − ⋅ ⋅∆∑                             (1-8) 

对于多维问题，积分运算就更复杂，但仍然可以得到一般表达式： 

1
( ) ( )

N
h

i i i
i

u x w u V
=

= − ⋅ ⋅∆∑ x x                             (1-9) 

其中∆VI是关于结点 I的某种区域度量。一旦选取了一种积分方案，则： 

1
( ) ( )

N
h

I I
I

u uφ
=

= ⋅∑x x                                  (1-10a) 

( ) ( )I I Iw Vφ = − ⋅∆x x x                                (1-10b) 

( )Iφ x 即为核函数近似的形函数。对一般情况,由于 ( )h
I Iu u≠ x ，因此结点对

应的参数uI并不代表结点处的函数值，即形函数不是插值函数。 

 

1.4.2 移动最小二乘近似方法 

移动最小二乘近似在许多无网格方法中被采用，如 Nayrdes等人的 DEM方

法 [21]， Belytschko等人的 EFG方法[22-37] ，Onate等人的 FPM方法 [61,62]， Atluri

等人的 LBIE [63，64]和MLPG [65-68]方法。 

在移动最小二乘（MLS）近似中，函数近似的形式为： 

1
( ) ( ) ( )

m
h

i i
i

u P a
=

= ⋅∑x x x                                 (1-11) 

其中m是基函数的个数， ( )iP x 是基函数， ( )ia x 是相应的系数，并且它是空间坐
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标的函数。通常使用单项式作为基函数，当然，也可以使用任何其它函数。尤其

是在分析具有奇异性的问题时，可以将奇异函数作为一个基函数。 

系数 ( )ia x 的确定是根据加权最小二乘原则，要求对函数的局部近似误差最

小。即： 

2( ) [ ( , ) ] minh
I I I

I
J w u u= − ⋅ − →∑ x x x x                   (1-12a) 

0
j

J
a

∂
∂

=                                             (1-12b) 

根据(1-12)式可求得系数 ( )ia x ，从而可建立MLS的近似式： 

1
( ) ( )

N
h

I I
I

u uφ
=

= ⋅∑x x                                     (1-13) 

 

1.4.3 单位分解近似方法    

单位分解法是由 Duarte、Oden 等人发展起来的，并将其用于 Hp-Clouds 方

法[54-57]。对于求解区域Ω，单位分解法使用一些相互交叉的子域Ω I来覆盖，并

且要求所有的子域能够完全覆盖整个求解区域。在每个子域Ω I定义一个仅在子

域内非零的函数 ( )Iφ x ，并且要求它们满足单位分解条件： 

( ) 1I
I

φ =∑ x                                      (1-14) 

Duarte和 Oden等人将 MLS近似与单位分解相联系，并使用 MLS形函数 ( )Iφ x
来构造单位分解： 

1
( ) ( ) ( ( ))

m
h

I I iI i
I i

u u b qφ
=

= ⋅ + ⋅∑ ∑x x x                      (1-15) 

其中q xi ( )是选定的基函数，一般使用单项式，当然也可以包含其它一些形式

的函数；系数 Iu 和 iIb 是待解未知量。由(1-15)式可看出，在单位分解法中一个结

点所对应的未知量个数可以多于结点的自由度数，近似的构造形式也非常灵活。 
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1.4.4 再生核粒子近似方法（RKPM）    

由 Liu WK等发展起来的 RKPM方法[40-51]，本质上与核函数近似方法相同，

然而，它引入了边界校正函数和多尺度分析，因此具有更好的精度和灵活性。

其对场量的近似由如下积分变换产生： 

0
0

( ) ( , , ) ( )dh
yu C a u

a
φ

Ω

 −= ⋅ ⋅ Ω 
 

∫
x yx x y y                 (1-16a) 

所对应的离散格式为： 

0
1 0

( ) ( , , ) ( )
N

h i
i i i

i
u C a u

a
φ

=

  −= ⋅ ⋅∆Ω  
  

∑ x xx x x x              (1-16b) 

其中 ( )hu x 为近似函数， ),,( 0 iaC xx 为边界校正函数，
0

i

a
φ
 −
 
 

x x
为包含有伸缩系

数 0a 的紧支核函数。 

由于积分是在一有限域内进行，因此边界处的权函数
0

i

a
φ
 −
 
 

x x
将有部分位

于积分区域之外，将其忽略会导致截断误差。校正函数 ),,( 0 iaC xx 的引入正是为

了修正这种误差。 

在多尺度 RKPM 法中，利用紧支核函数 ( )φ x 的可伸缩性，可定义一系列核
函数 ( )mφ x 如下： 

0
0

( )
a

φ φ
 

=  
 

xx                                   (1-17a) 

0

( )
2m m

xx
a

φ φ
 

=  
 

， !,3,2,1=m                    (1-17b) 

引入小波的概念，可以定义相应于这些核函数的小波函数 ( )mψ x ： 

1 1( ) ( ) ( )m m mψ φ φ+ += −x x x                          (1-18) 

将(1-18)式代入(1-16)式并反复迭代，则可以得到多尺度的分解格式，即： 

               )()( 0 xx uu h =  第一阶离散 

                      )()( 11 xx uw +=  第二阶分解 

                      )()()( 221 xxx uww ++= 第三阶分解 
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                     !=  第任意阶分解         (1-19) 

其中： 

0( ) (2 , , ) ( ) ( ) dm
m m yu C a uφ

Ω
= ⋅ − ⋅ Ω∫x x y x y y                     (1-20a) 

( ) ( ) ( )dm mw uψ
Ω

= − ⋅ Ω∫ yx x y y                                (1-20b) 

1
0 1 0( ) (2 , , ) ( ) (2 , , ) ( )m m

m m mC a C aψ φ φ−
−− = ⋅ − − ⋅ −x y x y x y x y x y      (1-20c) 

利用多尺度分解，可实现求解的多分辨率分析和自适应分析。通过以上过程

的逐级分解，可求得问题的多尺度解。然而，对于高维问题，关于各插值点的

控制域 i∆Ω 的计算存在较大的困难。 
 

1.5 目前用于无网格计算的残差消除方案 

在无网格方法的计算中，主要有三种消除残差的方法被使用：配点法、

Galerkin法和 Local Petrov-Galerkin法。其中配点法用于 SPH方法[9-20] 、FPM

方法[61-61] 和 RBF方法[77-83] 等；Galerkin法用于 Hp-Clouds方法[54-57] 、DEM方

法[21] 、EFG方法[22-39] 、RKPM方法[40-51] 和 PUM方法[59-60] 等；Local Petrov-Galerkin

法用于 LBIE方法[63-64] 和 MLPG方法[65-68]。 

以下论述时，求解方程如式(1-1)所示，试函数采用无网格近似的一般表达式： 

1
( ) ( )

N
h

I I
I

u uφ
=

= ⋅∑x x                                (1-21) 

其中 ( )Iφ x 为结点 I对应的插值函数， Iu 为结点 I对应的基本未知量。 

 

1.5.1 配点法    

配点法要求控制方程在内部结点处成立，边界条件在边界结点处成立，从而

得到相应的离散形式，即： 

A( ( )) ( )I Iu b=x x ， I∀ ∈Ωx                        (1-22a) 

B( ( )) ( )I Iu t=x x ， I σ∀ ∈Γx                        (1-22b) 

( ) ( ) 0I p Iu u− =x x ， I u∀ ∈Γx                        (1-22c) 



第一章 引言 

 10

由以上过程可以看出，配点法的实现是很简单的，边界条件的处理也很直接。

这种求解过程效率很高，但是在边界附近的精度较差，而且其稳定性和收敛速度

目前也不理想。 

 

1.5.2 Galerkin方法    

在(1-2)式中，取 jW φ= ，在力边界上 jW φ= − ，即使用结点插值函数作为权

函数；另外要求试函数满足在 uΓ 上的边界条件。则 (1-2)式的积分可以写成： 

1 1
[ ( )] [ ( )] ( ) ( )

N N

j i i j i i j j
i i

A u d B u d b d t d
σ σ

φ φ φ φ φ φ
Ω Γ Ω Γ

= =

Ω − Γ = Ω − Γ∑ ∑∫ ∫ ∫ ∫    (1-23) 

在很多情况下， Galerkin 法得到的求解方程的系数矩阵是对称的，因此

Galerkin 方法被广泛的使用。而且当存在相应的泛函时，Galerkin 法与变分法

往往导致相同的结果。 

对于无网格方法，由于近似时并没有将区域进行网格划分，因此在处理上式

中所涉及到的积分时有一定的难度。通常有三种方式来解决： 

（1）结点积分，即积分通过结点值实现。 

1
( ) ( )

N

I I
I

F d F
Ω

=

Ω = ⋅∆Ω∑∫ x x                          (1-24) 

（2）使用背景网格(Background cell)进行积分。背景网格通常使用规则分

割产生的网格单元，它们完全覆盖求解区域；对于每个积分单元采用 Gauss积分

方案，当积分点位于求解区域之外时将该点对积分的贡献置为 0。 

背景网格的示例如图 1-1所示。 

 

（3）使用有限元网格作为背景积分网格。即使用有限元网格对求解域进行

划分，并在每个网格内进行数值积分，如图 1-2所示。该方案与背景网格积分的

区别之处在于，背景网格积分中的网格是空间固定、结构无关的，不随计算域的

变化而变化；而背景有限元网格方案中的网格是与结构相关联的，将随着计算区

域的变化而变化。 
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                                            图 1----1背景网格积分                    图 1----2有限元网格积分 

 

第 1种积分方案是最快的，而且是彻底无网格的，但类似于配点法，它可能

不稳定；第 2、3 种积分方案最大的缺点是，没有彻底地抛弃网格。但是，背景

网格并不影响无网格方法的本质，它仅用于积分的计算，而且没必要与结点相关

联。第 2 种积分方案似乎很粗糙,因为在某些积分单元内部存在不连续界面或区

域的边界，甚至是区域外的部分。但是实际计算表明,积分单元内部包含的不连

续性对结果的影响是很小的。 

第 3种积分方案对于那些与有限元耦合的无网格方法有很重要的意义。用户

可以按照需要,划分有限元近似区域与无网格近似区域。而背景单元在有限元区

域作为单元划分,在无网格区域可作为积分计算单元。 

 

1.5.3 Local Petrov-Galerkin方法    

在 Local Petrove-Galerkin 格式中，弱积分形式不是在全域范围Ω建立，

而是建立在各个结点的局部子域 sΩ ，并且子域 sΩ 全部位于域Ω的内部。一般地，

子域 sΩ 是以考察点 x为中心的球形区域(对于二维问题为圆形区域)；如果该球形

区域的部分在域Ω之外，则局部子域 sΩ 只包括在域Ω之内的部分。 

在局部子域 sΩ 上所建立的积分弱形式的一般表达式为： 

[ ( ) ] [ ( ) ] [ ] 0
s s su

pW A u b d W B u t d W u u d
σΩ Γ Γ

− Ω + − Γ + − Γ =∫ ∫ ∫        (1-25) 

其中， suΓ 是子域 sΩ 的边界 sΓ 位于整体位移边界 uΓ 上的部分， sσΓ 则是子域 sΩ 的

边界 sΓ 位于整体力边界 σΓ 上的部分。 

与传统的 Galerkin方法相比，该方法需要使用特殊的积分方案，以处理在局

部子域和子域边界上的积分；使用该方法，不需要背景网格来帮助积分，因此
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是一种完全的无网格方法。关于更详细的说明，可以参看文献[63-68]。 
 

1.6 无网格方法小结 

无网格方法在最近几年发展迅速，各种名称不同的无网格方法已经有 10 余

种，其应用范围也在不断扩大，并且计算精度也得到了验证和认可。本人从加

权残差的概念出发，给出了无网格计算的一般格式，并且分析了现存几种主要

的无网格计算方案，总结如表 1-1所示。 
 

编

号 名称 代表学者 近似方案 离散方案 背景

网格 

1 光滑质点流体动力学方法
(SPH) Lucyt 核函数 配点法 NO 

2 散射单元法(DEM) Nayrdes 移动最小

二乘 Galerkin法 YES 

3 无单元的伽辽金法(EFG) Belytschko 移动最小

二乘 Galerkin法 YES 

4 再生核粒子法（RKPM） Liu 再生核粒

子近似 Galerkin法 YES 

5 HP云法(Hp-Clouds) Oden 移动最小

二乘 Galerkin法 YES 

6 HP 无 网 格 云 法

(Hp-Meshless Clouds) Liszka 移动最小

二乘 配点法 NO 

7 单位分解法(PUM) Babuska 单位分解 Galerkin法 YES 

8 有限点法(FPM) Onate 移动最小

二乘 配点法 NO 

9 边界积分法(LBIE) Atluri 移动最小

二乘 
Petrov-Ga

lerkin法
NO 

10 局部 Petrov-Galerkin积

分法(MLPG) 
Atluri 移动最小

二乘 
Petrov-Ga

lerkin法
NO 

表 1----1 无网格方法总结 

 

通过本文的分析可以看出，各种无网格方法并非完全不同，而是有一定联系

的。对于需要背景积分网格的方法，从某种意义上讲，它们不是“真正的无网

格”方法。然而，背景网格仅用于积分的计算，与场函数的近似没有任何关系，
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因此远比有限元的网格划分要简单。使用配点法的无网格计算方法，虽然计算

简单，完全不需要网格支持，但是计算的稳定性和精度都不如使用 Galerkin积

分的方法。 

由于无网格近似一般得不到解析表达式，因此那些基于伽辽金原理，通过背

景网格进行积分计算的无网格方法计算效率都不高，需要使用高阶的数值积分

方案，计算机工作量要超出传统的有限元方法；另外，无网格近似大都是拟合，

因此对于位移边界条件的处理相对比较麻烦。 

与有限元方法相比，无网格计算方法具有以下优点： 

1．大大简化计算的前处理工作，比如三维复杂区域的网格划分； 

2．由于近似不需要网格，故而对于大变形和断裂问题不存在网格畸变和网

格重构等问题；使用背景网格的无网格方法，网格也仅用于积分计算。

因此在处理大变形问题上具有巨大潜力； 

3．无网格近似在自适应的分析中，不必涉及网格细分。因此更容易实现，

适于高梯度、奇异性等问题的分析； 

4．无网格计算的结果是光滑连续的；而有限元的结果通常是不光滑的，还

需进行相应的后处理。 

当然，无网格方法的发展还刚刚起步，目前还不可能与发展已趋于完善的有

限元方法相媲美，但其具有光明的发展前景。 

 

1.7 本文主要工作 

本文的主要目的是在对紧支函数和加权残差法进行研究的基础上构造有效

的无网格计算方法，并将其应用到力学计算中。本论文共分八章： 

第一章，前言。对无网格方法的基本思想进行了描述，并且使用加权残差格式

对目前主要的一些无网格方法进行了简单介绍和评论。 

第二章，基于移动最小二乘近似的无网格方法。本章详细介绍了在无网格方法

中被广泛使用的移动最小二乘(MLS)近似方案，并基于 MLS 近似建立了函数插

值、弹性静力问题求解的配点型无网格方法；通过对所建立方法的讨论，给出

了结点覆盖域半径的选取方案和边界条件的处理方案。此外，针对配点型无网

格方法在边界附近精度较差的缺点，又提出了最小二乘配点型的无网格方法。 

第三章，无网格方法求解弹塑性问题。本章建立了求解弹塑性问题的配点型无



第一章 引言 

 14

网格方法，并对典型算例进行了数值分析。在无网格方法的研究中，目前还很

少涉及到材料非线性的问题。本章对此进行了尝试，并取得了理想的计算效果。 

第四章，紧支距离基函数配点法。本章将紧支距离基函数近似用于边值偏微分

方程的求解，建立了基于紧支距离基函数近似的配点型无网格方法，并对几种

距离基函数的求解精度进行了对比讨论；针对紧支距离基函数近似在处理导数

型边界条件时精度差的特点，提出了 Hermit 型的近似方案，该方案可以有效地

提高导数型边界的处理精度。 

第五章，修正紧支距离基函数配点法。本章提出了紧支距离基函数的修正方案，

经过修正的紧支距离基函数近似能够满足相应的完备性要求，可以大大地提高

紧支距离基函数近似的精度；基于修正紧支距离基函数近似，本章建立了求解

弹性静力问题、弹塑性静力问题、以及弹性动力问题的配点型无网格方法；通

过对动力问题的详细分析，给出了配点型无网格方法在动力计算时结点间距和

时间步长的选取法则。 

第六章，基于子域法的无网格方法。本章建立了子域型无网格计算方法的一般

格式，并对其相关特性进行了讨论。 

第七章，域外结点近似的无网格方法。本章提出了使用域外结点进行近似的理

念，并建立了相应的无网格求解方法：域外结点近似配点法和域外结点近似子

域法。 

第八章，结论。本章总结了本论文的意义、主要结论和贡献。 
 

本课题是国家自然科学基金资助的研究项目，批准号为 19772024。 
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第二章 基于移动最小二乘近似的无网格方法 

2.1 引言 

移动最小二乘（简记为 MLS）近似是在 80 年代初由 Lancaster 等人
[98]
提出

的，并将其用于曲线、曲面的拟和。移动最小二乘是局部近似与最小二乘相结

合的产物，该方法直接基于空间离散的点进行近似，而不需要对区域进行划分。

Nayroles 等人
[21]
最早将 MLS 近似引入力学领域，构造了散射单元法(DEM)。后

来，Belytschko等人使用 MLS近似和 Galerkin原理构造了无单元的 Galerkin法

（EFG）[22-23]，在众多学者的努力下，该方法取得了很大的进展
[25-39]
。此外，Oden

等人的 Hp-Clouds方法[54-57]、Onate等人的有限点法(FPM) [61,62]，以及 Atluri等

人的 LBIE [63，64]和MLPG [65-68]等方法也都是建立在MLS近似的基础上。 

本章详细介绍了MLS近似方案，基于MLS近似建立了函数插值、弹性静力

问题求解的配点型无网格计算方法，并给出了结点覆盖域半径的选取方案和边

界条件的处理方案。针对直接配点型无网格方法在边界附近精度较差的缺点，

又提出了最小二乘配点型无网格方法，并给出了详细的求解说明。 

本文得到的无网格方法都是真正无网格的方法，具有计算简单、高效的优点。

算例分析结果表明了这些方法的有效性。 

 

2.2 移动最小二乘近似 

2.2.1 移动最小二乘近似原理 

设函数 )(xu 在求解区域Ω内的近似为 )(xhu ，{ Nxxx ,,, 2 !1 }为域中插值结

点的集合。移动最小二乘近似采用如下方式： 

1
( ) ( ) ( )

m
h

i i
i

u p a
=

= ⋅∑x x x                                   (2-1) 

其中, ( )ip x 是基函数，m是基函数的个数, ( )ia x 是相应的系数。 

与传统最小二乘方法不同，近似式中的系数 ( )ia x 不是常数，而是空间坐标

的函数，因此被称为移动最小二乘近似。基函数通常使用单项式，当然也可使
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用其它任何函数，只要所有基函数之间满足线性无关条件即可。如果使用单项

式基函数，则： 

     一维问题：  2 3( ) 1, , , , m
ip x x x x x= !  

     二维问题：  2 2( ) 1, , , , ,ip x y x xy y=x !  

近似式(2-1)中的系数根据加权最小二乘来确定，即要求对场函数的近似在

各结点的误差的加权平方和最小。 

2 2

1 1
( ) [ ( ) ( )] ( ) [ ( ) ( ) ]

N N
h

I I I I i I i I
I I i

J w u u w p a u
= =

= ⋅ − = ⋅ ⋅ −∑ ∑ ∑x x x x x x       (2-2) 

其中， Iu 是函数在结点 Ix 处的值； ( )Iw x 是结点 Ix 对应的权函数，并且它是以 Ix
为中心的紧支函数。 

由于 J取极小，所以： 

0 ( 1, 2, )
i

J i m
a

∂
∂

= = !                       (2-3) 

根据上式即可求得系数 ( )ia x ，从而得到函数 ( )u x 的近似式，具体计算如下

所示。 

使用矩阵形式表示(2-1)式，得： 

( ) ( ) ( )hu = ⋅x p x a x                                    (2-4a) 

1 2( ) [ ( ), ( ), ( )]mp p p=p x x x x!                           (2-4b) 

1 2( ) [ ( ), ( ), ( )]T
ma a a=a x x x x!                           (2-4c) 

使用矩阵形式表示(2-2)式，得： 
T( ) ( ) ( )J = − ⋅ ⋅ −Pa u W x Pa u                           (2-5a) 

其中： 
T

1 2( , , )Nu u u=u !                                    (2-5b) 



















=

)()()(

)()()(
)()()(

21

22221

11211

NmNN

m

m

ppp

ppp
ppp

xxx

xxx
xxx

P

!
"#""

!
!

                   (2-5c) 
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1

2

( ) 0 0
0 ( ) 0

( )

0 0 0 ( )N

w
w

w

 
 
 =
 
 
  

x
x

W x

x

!
!

" " # "
                    (2-5d) 

 

根据(2-3)式，进行求导计算，可得： 

J∂ = ⋅ − ⋅ =
∂

A(x) a(x) B(x) u 0
a

                           (2-6a) 

其中： 
( )= ⋅ ⋅A P W x PT                                     (2-6b) 

( )= ⋅B P W xT                                       (2-6c) 

求解方程(2-6)，即可得到近似表达式中的系数 ( )ia x , 
1( ) ( ) ( )−= ⋅ ⋅a x A x B x u                                  (2-7) 

将(2-7)代入(2-1)，则可得函数的近似： 

1

1
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

N
h

i i
i

u uφ−

=
= ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅∑x p x A x B x u x                    (2-8a) 

1( ) [ ( ) ( ) ( )]i iφ −= ⋅ ⋅x p x A x B x                               (2-8b) 

式(2-8a)即为MLS近似式，式(2-8b)则给出了结点形函数的计算式。 

由于权函数具有紧支属性，因此对于任一点 x，以上各式在计算中所涉及到

的求和只需要在 x邻域内的结点中进行，即权函数 ( )Iw x 在 x处不为零的那些结

点 Ix 。由于在计算系数时涉及系数矩阵A的求逆，因此必须保证在所有的计算

位置矩阵A都为非奇异的。如果将位于 x邻域内的结点个数记为 n，则矩阵A非
奇异的必要条件为 n m≥ ，即 x邻域内的结点数必须多于m个。 

 

2.2.2 移动最小二乘近似的特点 

考察移动最小二乘近似的构造，可以得出它有如下一些特点： 

1.包含于基函数组中的任何函数都可以被 MLS近似精确地模拟。 

假设函数 ( )u x 是由若干基函数线性组合生成的函数，即： 

( ) ( )i i
i

u pα= ⋅∑x x                                    (2-9) 
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若令系数 ( )i ia α=x ，则(2-2)式对应的 J=0，为最小值。因此： 

( ) ( ) ( )h
i i

i
u p uα= ⋅ =∑x x x                             (2-10) 

这表明，包含于基函数组中的任何函数都可以通过 MLS近似精确地模拟。因

此，如果基函数中包含常数和线性完全单项式，则近似必满足线性完备性条件；

而如果引入奇异函数作为基函数，则它亦可以被精确模拟。因此在分析具有奇

异性的问题时，可以将奇异函数作为一个基函数。在弹性断裂计算中就可充分

利用这一特点。 

 

2.权函数为紧支函数，近似具有局部近似的特点。 

由推导过程可以看出，权函数对形函数有很大的影响，不同的权函数将得

到不同的结果。一般，权函数应为紧支函数，它只在附近的子域内非零。这使

得 MLS 近似具有局部近似的特点，也就是说某点的近似值只与它附近的结点有

关。同时，这一特性使得求解中所形成的系数矩阵具有稀疏、带状特性。各结

点权函数的紧支区域，通常被称为该点的影响区域。为了增强近似效果，各结

点影响区域的大小可以根据周围点的分布加以调整。 

 

3.系数 ( )ia x 是空间坐标的函数。 

近似式中的系数 ( )ia x 是空间坐标的函数，而且通常得不到对应的解析表达
式。因此，在计算中，对每一个计算点，都需要首先计算该点处的系数值，才

能得到该计算点的近似值；对于在某一位置近似函数的导数，计算就更加复杂。

为了保证每个计算点位置的系数矩阵A可逆，必须满足 n m≥ 。 

 

MLS近似的形式类似于有限元中的近似，但二者是不同的。主要区别有三个，

其一：有限元中插值函数定义于单个网格内，而 MLS 中插值函数定义于全域，

并且仅取决于结点空间的分布和所选取的权函数。其二：由于有限元中插值函

数定义于各个网格内，因此近似的连续性、光滑性在网格的分界处必然受到限

制，计算后还需要进一步的后处理。而使用 MLS 近似，插值函数定义于全域，

具有较好的连续性、光滑性，不需要后处理过程；其三：有限元近似中，结点

未知量通常就是场函数的结点值，即为插值近似。而在 MLS 近似中，结点未知

量一般不是场函数的结点值，即： ( ) 1
IIφ = ≠x xx ，这一点为位移边界条件的处理
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带来了困难。 

 

2.2.3 移动最小二乘近似中各结点影响区域的选取原则 

在 MLS近似中，各结点影响区域的大小可以是相同的，也可以是根据周围结

点的分布加以调整，但一般应满足以下条件： 

(1).应该保证所有的影响区域能覆盖全部求解域。 

(2).为了提高近似精度，应保证每一个计算点周围的各个象限中都包含有对

该计算点有影响的结点。当然对于位于边界上及边界附近的计算点，处理时就

必须特殊对待了。 

(3).必须保证系数求解时所用的矩阵A可逆，其必要条件是：在每个计算点

都满足 nm ≤ 。 

(4).为了使近似保持局部近似的优点，应避免结点影响区域太大。 

可见，结点影响半径的确定是以计算点为基础的，而计算点是由计算方案而

定的。比如，如果采用配点法，则计算点为配点；如果采用迦辽金法，则计算

点为数值积分点。 

 

通常，选用的紧支权函数是各向同性的，因此各结点的影响区域可以用影响

半径来描述。下面给出在使用 MLS 近似时结点影响半径的确定方案(结点 I 的影

响半径记为 Iρ )： 

(1).设定所有影响半径的初始值为 0，即： 

          ),2,1(,0 NII !==ρ  

(2).对于每一个计算点 Jx ( 1,2, )J M= ! 进行下列操作： 

(2.1).计算各结点 Ix ( 1,2, )I N= ! 与该计算点的距离，并将这              

组距离按从小到大的顺序排列。从中取出前m个结点，放入数组              

List中。 

(2.2).从该计算点 Jx 向数组 List 中的各结点画射线，并将这组射线按

角度顺序排列。如果某两条相邻射线之间的夹角大于 $90 ，则向数组

List 中增加一个结点。 重复这项工作，直至任两条相邻射线之间

的夹角都不大于 $90 。（当然，如果该计算点位于边界上，则需要特

殊处理。） 
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(2.3).计算该计算点 Jx 与数组 List 中的各结点 Ix 之间的距离 IJρ ，如

果 IJI ρρ < ，则令 IJI ρρ = 。  

(3).将所有结点的影响半径 Iρ 都乘以一个放大因子 Scaleα ，即： 

           ),2,1(, NIScaleII !=∗= αρρ  

           其中： 0.1≥Scaleα  

 

2.2.4 关于矩阵 1−A 的导数 

在计算函数的近似值时，需要用到矩阵 1−A ；而在计算函数的近似导数时，

则需用到 1−A 的导数。计算可如下所示进行： 

由于 1 I−⋅ =A A ，因此 
1 1

1( ) 0
x x x

− −
−∂ ⋅ ∂ ∂= ⋅ + ⋅ =

∂ ∂ ∂
A A A AA A                        (2-11a) 

1
1 1

x x

−
− −∂ ∂= − ⋅ ⋅

∂ ∂
A AA A                                  (2-11b) 

同理： 
1

1 1

y y

−
− −∂ ∂= − ⋅ ⋅

∂ ∂
A AA A                                  (2-11c) 

 

同样的方法可以计算出 1−A 的高阶导数导数。 
2 1 2 1

1 1
2 2( 2 )

x x x x

− −
− −∂ ∂ ∂ ∂= − ⋅ ⋅ + ⋅

∂ ∂ ∂ ∂
A A A AA A                    (2-12a) 

2 1 2 1
1 1

2 2( 2 )
y y y y

− −
− −∂ ∂ ∂ ∂= − ⋅ ⋅ + ⋅

∂ ∂ ∂ ∂
A A A AA A                    (2-12b) 

2 1 2 1 1
1 1( )

x y x y x y y x

− − −
− −∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂= − ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
A A A A A AA A           (2-12c) 

 

2.2.5 移动最小二乘近似中的权函数 

在移动最小二乘近似中，常用到的紧支权函数有三种：指数型、样条和截

断多项式。下面将以中心为 0x 的情况加以说明，紧支域半径记为 maxr ，任意点 x
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到 0x 的距离记为 r，即 0r = −x x 。 

指数型：指数型：指数型：指数型：    

2

max

1( )

max

max

,( )
0,

r
re r rw r

r r

α
− ⋅ ≤= 

 >
                           (2-13) 

其中α 为可调参数。指数型权函数在 maxr r= 处不连续，因此是 1−c 型的函数。

但是对于数值计算而言，它类似于 1c 的连续性。比如取 4.0=α 时，

max( ) 0.0019f r ≈ ，非常接近于 0。 

 
样条型：样条型：样条型：样条型： 
样条型函数通常由分段多项式构成，具有较好的光滑性。以下各式中

maxr
rs = 。 

三次样条： 

2 32 1
3 2

2 34 4 1
3 3 2

4 4 ,
( ) 4 4 , 1

0, 1

s s s
w s s s s s

s

 − + ≤
= − + − ≤ ≤
 >

                  (2-14a) 

四次样条： 
2 3 41 6 8 3 , 1

( )
0, 1

s s s s
w s

s
 − + − ≤

=  >
                      (2-14b) 

 

截断二次式：截断二次式：截断二次式：截断二次式： 
2(1 ) , 1

( )
0, 1

ks s
w s

s
 − ≤

=  >
                                (2-15) 

式中 k为整数，选择不同的参数 k，函数将具有不同的光滑程度。 

 

2.2.6 移动最小二乘近似中的形函数 

形函数取决于所用的权函数的形式、权函数的紧支域大小、基函数的阶次和

结点的分布情况等。由于权函数的紧支性，形函数也为紧支函数。下面以一维

情况为例加以说明。考虑位于[ 10,10]− 范围内的 21个结点，考察 0x = 处结点对

应的形函数。 
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图 2-1和图 2-2给出了结点均布，并使用同样的紧支域大小时，使用不同基

函数所对应的形函数及其导数。其中图 2-1为线性基情况，图 2-2为二次基情况。 
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x
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 一一一形
 二一一形

y

x

 

图 2-1 线性基情况                   图 2-2 二次基情况 

 

图 2-3和图 2-4给出了结点均布，并都使用二次基时，不同紧支域大小所对

应的形函数及其导数。其中图 2-3为 max 2.5r = 时的情况，图 2-4为 max 4.0r = 时的

情况。 
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图 2-3 max 2.5r = 的情况                图 2-4 max 4.0r = 的情况 

图 2-6给出了结点随机分布时，使用二次基函数， max 2.5r = 时所得到的 0x =
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位置结点的形函数及其导数。其中图 2-5给出了结点的分布情况。 
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图 2-5 结点分布情况                     图 2-6 形函数 

 

 

2.3 使用移动最小二乘近似模拟曲线 

使用最小二乘近似方法，可以有效地进行函数的逼近，因此对曲线和曲面的

拟和具有很好的效果。下面给出模拟曲线的一个算例。 

需要拟和的曲线对应的函数形式为： 

          
2

2 3( ) sin( ) [0.0,2.0]
x

y x x e x= + ∈  

使用 21个均布结点进行近似，图 2-7、图 2-8和图 2-9分别给出了函数及一

阶、二阶导数的近似结果。 
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图 2-7 函数的近似结果 
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图 2-8 一阶导数的近似结果 
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图 2-9 二阶导数的近似结果 
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2.4 弹性静力问题的直接配点法 

本节使用移动最小二乘原理构造位移场函数的近似，结合配点方案构造力学

方程的求解方法，建立了几种无网格计算格式，并成功用于弹性问题的求解。

所构造的方法是真正的无网格方法，具有计算简单、高效的优点。 

    

2.4.1 弹性静力问题的直接配点法 

弹性静力问题所对应的偏微分定解方程为(以位移为基本未知量)： 

( ( )) ( )
( ) ( )

( ( )) ( )
u

t

S
S

= ∈Ω
 = ∈
 = ∈

B u x f x x
u x u x x

T u x t x x!
                          (2-16) 

其中Ω为求解区域， uS 为位移边界， tS 为力边界； )(xu 为待求位移场函数，B

和T为微分算子， )(xf 、 )(xu 和 ( )t x! 分别为定义在域内、位移边界上和力边界

上的已知函数。在上面的方程中，第 1式为平衡方程，第 2、3式分别为位移边

界条件和力边界条件。 

在求解域内及边界上布置 N个离散结点 1 2, Nx x x" ，将结点 Ix 处的位移记为

Iu ，则根据 MLS近似方案可以建立位移场函数的近似： 

1
( ) ( )

N
h

I I
I

φ
=

= ⋅∑u x x u                                (2-17) 

其中 ( )Iφ x 为 MLS近似中结点 I 对应的插值函数， Iu 为待解未知量。 

在直接配点法中，所取的配点与插值结点相同，因此下面的论述中不加以区

分。将(2-17)式所表示的近似带入方程(2-16)中，对于位于求解域内部的结点，

要求在该位置满足平衡方程；对于位于边界上的结点，要求在该位置满足相应

的边界条件，从而形成求解方程。用 *x 表示求解域内部的结点， *x 表示位移边

界上的结点， *x! 表示力边界上的结点，则方程(2-16)相应的直接配点格式为： 

* * *

* * *

*

( ( )) ( )
( ) ( )

( ( )) ( )

h

h
u

h
t

S
S

 = ∀ ∈Ω
 = ∀ ∈
 = ∀ ∈

B u x f x x
u x u x x
T u x t x x!! ! !

                    (2-18) 
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2.4.2 算例分析 

使用本节所构造的无网格计算方法，进行了一些算例分析，表明了上述方法

的有效性。 

为了进行误差比较和分析，对于具有精确解的问题，定义两种误差描述：结

点位移相对误差 uL 和结点应力 Lσ相对误差。在本文以后的论述中，也将采用这

两种误差。 

1

1

( ) ( )
100%

( ) ( )

N
Calc Exact T Calc Exact
I I I I

I
u N

Exact T Exact
I I

I

L =

=

− −
= ×
∑

∑

u u u u

u u
               (2-19a) 

1

1

( ) ( )
100%

( ) ( )

N
Calc Exact T Calc Exact
I I I I

I

N
Exact T Exact
I I

I

Lσ
=

=

− ⋅ −
= ×

⋅

∑

∑

σ σ σ σσ σ σ σσ σ σ σσ σ σ σ

σ σσ σσ σσ σ
              (2-19b) 

其中， Calc
Iu 和 Exact

Iu 分别表示结点 I 处位移的近似值和精确值； Calc
Iσσσσ 和 Exact

Iσσσσ 分别

表示结点 I 处应力的近似值和精确值。 

 

算例算例算例算例 1  1  1  1  开圆孔方板：开圆孔方板：开圆孔方板：开圆孔方板：    

对于中心圆孔半径为 a的无限大方板，在无穷远处承受水平均布拉力 0σ ，其
所对应的解析解为： 

[ ] ( ){ }
{ }

2 40
3

2 40
3

1
4 2

4

cos 2 1 1 cos 2 cos 2

(1 ) sin 2

a a
r G r r

a a
G r r

u r

u r

σ κ

σ
θ

θ κ θ θ

κ θ

− = + + + + −  


= − − −

         (2-20a) 

( ){ }
( ){ }
( ){ }

2 4

2 4

2 4

2 4

2 4

2 4

3 3
0 2 2

31
0 2 2

31
0 2 2

( , ) 1 cos 2 cos 4 cos 4

( , ) cos 2 cos 4 cos 4

( , ) sin 2 sin 4 sin 4

a a
x r r

a a
y r r

a a
xy r r

x y

x y

x y

σ σ θ θ θ

σ σ θ θ θ

τ σ θ θ θ

 = − + +

 = − − −


= − + +

              (2-20b) 

其中， 
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( ) 3
1

3 4 ( )
,

( )2 1
EG

ν
ν

ν
κ

ν −
+

−
= = + 

平面应变

平面应力
                    (2-20c) 

E为材料的弹性模量，ν 为泊松比， ( , )r θ 是相对于原点在圆孔中心的坐标系的
极坐标。 

将坐标系原点定于圆孔中心，由于结构的对称性，仅取位于右上的四分之一

部分进行分析。取计算模型的孔半径为 1，并考虑中心右上方边长为 5的方形部

分区域。如图 2-10所示。材料参数： 1000E = ， 1
3ν = 。 

0 1 2 3 4 5

0

1

2

3

4

5

y

x

 

图 2-10 无限大开孔板的无网格计算模型 

在对该算例进行数值分析时，边界条件由式(2-20a)和(2-20b)计算所得。为了

检验无网格配点法对边界条件的处理精度，采用两种方式施加边界条件：方式

一，所有的边界点都施加位移约束；方式二，具有对称性的左边界和下边界使

用位移边界条件，其它边界使用力边界条件。计算中使用指数型权函数，并且

取 0.4α = 。 

表 2-1给出了方式一情况下，使用线性多项式基函数进行 MLS近似时，不

同结点数所对应的数值计算误差；图 2-11 则给出了几种情况下计算所得到的

0x = 处应力 xxσσσσ 的分布。 

表 2-2给出了方式一情况下，使用二次多项式基函数进行 MLS近似时，不
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同结点数所对应的数值计算误差；图 2-12 则给出了几种情况下计算所得到的

0x = 处应力 xxσσσσ 的分布。 
 

结点数 48 117 352 513 925 

uL  1.3818 0.4831 0.31074 0.0686 0.0161 

Lσ  21.553 9.6621 5.3394 3.3073 1.8905 

表 2-1 方式一，线性多项式基时对应误差( % ) 

1 2 3 4 5

1.0

1.5
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3.5  精 精精
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 N=117
 N=352
 N=513

σ xx

y

 

 

图 2-11 方式一，线性多项式基( 0x = 处的应力 xxσσσσ ) 

 

结点数 48 117 352 513 925 

uL  0.79326 0.2838 0.0379 0.1053 0.03621 

Lσ  22.824 11.717 3.5054 3.0697 1.4233 

表 2-2 方式一，二次多项式基时对应误差( % ) 
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图 2-12 方式一，二次多项式基( 0x = 处的应力 xxσσσσ ) 

 

表 2-3给出了方式二情况下，使用线性多项式基函数进行 MLS近似时，不

同结点数所对应的数值计算误差；图 2-13 则给出了几种情况下计算所得到的

0x = 处应力 xxσσσσ 的分布。 

表 2-4给出了方式二情况下，使用二次多项式基函数进行 MLS近似时，不

同结点数所对应的数值计算误差；图 2-14 则给出了几种情况下计算所得到的

0x = 处应力 xxσσσσ 的分布。 
 

结点数 48 117 352 513 925 

uL  45.374 6.1523 1.4962 0.93037 0.57504 

Lσ  173.26 25.227 11.271 3.9032 2.2344 

表 2-3 方式二，线性多项式基时对应误差( % ) 

 

结点数 48 117 352 513 925 

uL  33.298 5.4715 0.92884 0.67746 0.52045 

Lσ  125.53 23.862 3.9378 3.4174 2.1620 

表 2-4 方式二，二次多项式基时对应误差( % ) 
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图 2-13 方式二，线性多项式基( 0x = 处的应力 xxσσσσ ) 
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图 2-14 方式二，二次多项式基( 0x = 处的应力 xxσσσσ ) 

 

算例算例算例算例 2  2  2  2  悬臂梁：悬臂梁：悬臂梁：悬臂梁：    

端部受分布载荷的悬臂梁如图 2-15 所示，长度为 L，宽度为D。该问题对

应的解析解由 Timoshenko和 Goodier[99]给出: 
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( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

2

2
2 2

6 3 2
6 2

1 13 4 5 3
6 2 4

x

y

P Du y L x x y Dy
EI

Pu y D L x D x L x x
EI

ν

ν ν

    = − − − + + −    
    = − − + + + −      

      (2-21a) 

( ) ( )

( )
( ) ( )

1,
2

, 0

,
2

xx

yy

xy

Px y L x y D
I
x y

Pyx y y D
I

σ

σ

τ

  = − − −    =

 = − −


                             (2-21b) 

其中，
12

3DI = 为转动惯量，E为材料的弹性模量，ν 为泊松比。 

 

 

 

图 2-15 悬臂梁模型 

计算模型所采用的悬臂梁为 12L m= ， 2D m= ， 10000=E ， 1
3ν = 。插值结 

点均匀分布。图 2-16 所示是计算所得的上表面应力 xxσσσσ 分布结果。其中包括如

下信息：解析解对应的应力分布曲线；结点数 125，使用二次基函数求解的应力

分布曲线；结点数 259，使用二次基函数求解的应力分布曲线。 
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图 2-16 悬臂梁计算结果(上表面应力 xxσσσσ 分布结果) 

 

2.4.3 小结 

本节所构造的直接配点法是一种求解弹性静力问题的真正无网格方法，它只

需要在空间布置离散的结点，基于MLS近似建立位移场函数的近似表达；使用

直接配点法形成求解方程，具有求解简单的特点。然而，由于只要求平衡方程

在域内结点处满足，因此在其他位置、甚至是边界上的结点处平衡方程都可能

不满足。这样就造成了解的精度较差，尤其是在边界附近。针对这种缺点，本

文又发展了最小二乘配点法。 

 

2.5 弹性静力问题的最小二乘配点法 

2.5.1 最小二乘配点法 

针对直接配点法的缺点，本文提出了最小二乘配点法，它在插值结点(包括

位于域内的结点和边界上的结点)和附加的配点位置施加平衡方程的约束。同样

考虑(2-16)式所描述的定解方程，具体方法如下： 

1. 在求解区域Ω上取 N个插值结点 ( 1, 2 )I N=x "I ，各插值点处对应的变量值记
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为 Nuu ,,1 " ；其中位于位移边界 uS 上的结点记为 Ix ，共有 uN 个；位于力边界

tS 上的结点记为 Ix! ，共有 tN 个。 

2. 按照 MLS 近似方案，基于所取的插值结点形成对位移场函数 )(xu 的近似

)(xuh ，如式(2-17)所示。 

3. 在求解区域Ω上另取M 个配点 * ( 1, 2 , 0)I I M M= ≥x " ，它们必须与插值结点

不同。若 0=M ，则为不附加配点的情况。 

4. 计算在插值结点处(包括位于域内的结点和边界上的结点)以及附加配点处平

衡方程的残差： 
( ( )) ( ) 1,2h

I I I I N= − =R F u x f x "                        (2-22a) 
* * *( ( )) ( ) 1, 2h
I I I I M= − =R F u x f x "                       (2-22b) 

5. 计算位于边界上的插值结点处(包括位移边界和力边界)，边界条件的残差： 
( ) ( ) 1,2h

I I I uI N= − =R u x u x "                          (2-23a) 

( ( )) ( ) 1,2h
I I I tI N= − =R T u x t x! !! ! "                        (2-23b) 

6. 通过对(2-22)和(2-23)式所表示的残差提出要求，就可以建立相应的离散求解

方程。由于(2-22)和(2-23)式所表示的方程总数比未知量的数量多，因此采用

最小二乘方式建立方程。 
 

最小二乘配点法综合了直接配点法和伽辽金法的优点。与直接配点法相比，

具有较高的精度和稳定性；与迦辽金法相比，避免了复杂的积分运算，并且求

解过程完全不需要网格的支持，是真正的无网格方法。 

根据采用最小二乘建立方程的方式，建立了三种不同的求解方案：直接最小

二乘配点法、拉格朗日乘子最小二乘配点法、修正的最小二乘配点法。 
 

2.5.2 直接最小二乘配点法 

直接最小二乘配点法要求(2-22)所表示的配点处平衡方程的残差和(2-23)所

表示的边界结点处边界条件的残差一起满足最小二乘条件，即： 

* *

1 1 1 1

1 1 1 1 min
2 2 2 2

u tN NN M

I I I I I I I I
I I I I= = = =

Π = ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ →∑ ∑ ∑ ∑R R R R R R R R! !     (2-24) 

对应的求解方程为： 
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( )0 1,2,
I

I N∂Π = =
∂u

"                             (2-25) 

从计算格式的构造可以看出，直接最小二乘配点法所求得的近似解一般在各

结点和附加配点处不严格满足平衡方程，而且在边界结点处也不严格满足边界

条件。由于边界条件对边值偏微分方程的解具有重要作用，因此这种处理方法

将会造成较大的误差，尤其是在边界附近。 

图 2-17给出了使用该方法对悬臂梁(算例与 2.4节中的相同)进行分析的对比

结果，图中所示是计算所得的上表面应力 xxσσσσ 分布。其中包括如下信息：解析解

对应的应力分布曲线；结点数 126，使用直接配点法求解的应力结果；结点数

126，且无附加配点，使用直接最小二乘配点法求解的应力结果；结点数 126，

附加配点数为 60，使用直接最小二乘配点法求解的应力结果。计算中都使用二

次基函数进行MLS近似。通过数值计算的结果可以看出该方法的精度较差。 

图 2-18给出了结点数为 126、附加配点数为 60所对应的布点方案。 
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图 2-17 悬臂梁计算结果(上表面应力 xxσσσσ 分布) 
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图 2-18 结点数为 126、附加配点数为 60时的布点方案 

 

2.5.3 拉格朗日乘子最小二乘配点法 

针对直接最小二乘配点法的缺点，提出了拉格朗日乘子最小二乘配点法。该

方法要求 (2-23)所表示的边界条件的残差严格为零，而 (2-22)所表示的平衡方

程的残差满足最小二乘条件，即： 

* *

1 1

1 1 min
2 2

0 1,2
0 1,2

N M

I I I I
I I

I u

I t

I N
I N

= =

Π = ⋅ + ⋅ →
 = =
 = =


∑ ∑R R R R

R
R

"
! "

             (2-26) 

使用拉格朗日乘子法将上式的条件极值问题转化为一般极值问题，即： 

* * *

1 1 1 1

1 1 min
2 2

u tN NN M

I I I I I I I I
I I I I= = = =

Π = ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ →∑ ∑ ∑ ∑R R R R a R b R!       (2-27) 

其中， Ia 和 Ib 为拉格朗日乘子。对应的求解方程为： 
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*

*

*

0 1,2

0 1, 2

0 1, 2

I

u
I

t
I

I N

I N

I N

∂Π = = ∂
∂Π = = ∂
∂Π
 = =

∂

u

a

b

"

"

"

                           (2-28) 

使用拉格朗日乘子最小二乘配点法，分析了与 2.5.2 节中同样的算例，并且

使用了同样的布点方案和基函数。图 2-19给出了使用该方法的计算结果，图中

所示是计算所得的上表面应力 xxσσσσ 分布。其中包括如下信息：解析解对应的应力

分布曲线；结点数 126，使用直接配点法求解的应力结果；结点数 126，且无附

加配点，使用拉氏乘子最小二乘配点法求解的应力结果；结点数 126，附加配点

数为 60，使用拉氏乘子最小二乘配点法求解的应力结果。 
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图 2-19 悬臂梁计算结果(上表面应力 xxσσσσ 分布) 

 

通过理论说明和算例分析可以看出，拉格朗日乘子的引入使得边界条件在边

界结点处严格满足；使用附加配点，要求平衡方程在结点和配点处在最小二乘

意义下得到满足，可以提高计算的精度，增强解的稳定性。然而，拉格朗日乘
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子使求解方程的阶次增加，加大了求解工作量。 

 

2.5.4修正的最小二乘配点法 

与拉格朗日乘子最小二乘配点法相同，修正的最小二乘配点法的求解方程也

如式(2-26)所示；然而使用不同的方法进行求解。 
1.将结点总自由度数记为 n，边界结点的总自由度数记为m。并且将自由度

重新编号，编号顺序为： 

    1 2, , n ma a a −"        为求解域内部的自由度，记为； Ωa 。 

    1 2, ,n m n m na a a− + − + "    为域边界上的自由度，记为； Γa 。 

2.使用重新编号的自由度，式(2-26)中的后两式可以写成： 

( , ) ( , ) 0m n m m m− Ω Γ+ =K a K a                          (2-29) 

3.根据(2-29)，可以得到： 

1
( , ) ( , )m m m n m

−
Γ − Ω= − ⋅a K K a                         (2-30) 

4.将(2-30)代入 (2-26)的第一式，则可得到仅包含 n m− 个自由度 Ωa 的最小

二乘式。 

5.求解所得的最小二乘方程，得到 Ωa ；代入(2-30)再解得 Γa 。 

6.恢复自由度编排顺序。 

 

显然，修正的最小二乘配点法所对应的解与拉格朗日乘子方式是一致的，边

界结点处严格满足边界条件；域内结点和附加配点处，平衡方程在最小二乘意

义下满足。由于该方法的解与拉格朗日乘子方式一致，因此不再说明算例。 

 

2.5.5小结 

结合迦辽金法和配点法的优点，本节创建了基于最小二乘配点方案的无网格

计算方法；针对边界条件的处理要求，提出了拉格朗日乘子最小二乘法和修正

的最小二乘法。通过在边界结点和附加配点处施加平衡方程的约束，可以有效

地提高数值解的精度。具体的算例分析也表明了方法的有效性。 
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2.6 无网格配点法在处理边界条件时应注意的一些问题 

对于边值偏微分方程，边界条件的提法严重影响解的正确性；配点格式的无

网格方法，对边界条件的处理特性与伽辽金格式的方法也有所不同。通过计算

中的对比和研究，总结以下几点： 

1. 其它条件相同的情况下，仅有位移边界的问题的计算精度高于有力边界的

问题。 

计算的基本未知量为位移，所建立的无网格近似是直接针对位移场的；而在

处理力边界时，需要边界处的应力信息，对应为位移场函数的导数。因此含有

力边界时，计算精度会稍差一些。以 2.4节中所描述的无穷大开孔方板为例，在

结点分布相同( 352N = )、权函数相同(指数型)、基函数相同(线性基)的情况下进

行对比计算：情况一，所有边界都为位移边界；情况二，左边界和下边界为力

边界，其它边界为位移边界。图 2-20给出了两种情况下计算所得到的 0x = 处应

力 xxσσσσ 的分布。对于情况一，误差 0.31074%uL = ， 5.3394%Lσ = ；对于情况二，

误差 1.4962%uL = ， 11.271%Lσ = 。 

1 2 3 4 5

1.0

1.5

2.0

2.5

3.0

3.5

 精 精精
 情情情
 情情二

σ xx

y

 

图 2-20 开孔板计算结果( 0x = 处的应力 xxσσσσ 分布) 

2. 力边界条件不对应集中结点力的情况。 

对于无网格近似配点法，各结点之间无关联，因此难于处理集中结点载荷。

力边界信息一般为载荷分布强度。 
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3. 对于自由边界，必须提相应的力边界条件。 

对于采用伽辽金格式形成离散方程的计算方法，力边界条件通过变分可以自

然引入，因此在自由边界处不需要提任何约束条件；但是，对于采用配点方案

的计算方法，自由边界上的结点处也必须施加相应的约束条件，即切向力和法

向力为零。 

4. 对于力边界上的结点处，力边界条件必须完全。 

对于采用配点方案的计算方法，对于力边界上的结点位置，力边界条件必须

完全。例如，对于均布法向载荷的边界，在提边界条件时必须同时施加切向载

荷为零的约束。 

5. 对称面边界条件的提法： 

对于对称面边界，不仅要施加法向位移为零的约束，还应施加切向力为零的

约束。 
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第三章  无网格方法求解弹塑性问题 

3.1 引言 

在无网格方法的研究中，目前还很少涉及到材料非线性等领域，本章将讨论

无网格方法在弹塑性静力问题中的应用。使用移动最小二乘原理对位移场函数

及位移增量场函数进行近似，使用直接配点法进行空间离散，构造了求解弹塑

性静力问题的增量型无网格计算格式。该方法基于求解域中的离散点建立近似，

是一种无网格近似；使用配点法建立求解方程，可以彻底抛开网格，因此是一

种完全的无网格方法。具有形式简单，计算费用低等优点，适合非线性问题的

求解。最后，将对具体的算例加以分析，以说明该方案的有效性。 

 

3.2 弹塑性静力问题的基本理论 

由于弹塑性问题的非线性特性，通常采用增量形式的方程进行分析
[2,3,4]
。以

下以二维问题为例加以说明，材料仅考虑服从 Mises 屈服条件的各向同性强化

材料
[100]
。 

1．问题的基本方程： 

( ( )) ( ) 0,
( ) ( ),

( ) ( ),
u

t

− = ∈Ω
 = ∈Γ
 ⋅ = ∈Γ

B x f x x
u x u x x

n x t x x!

方 程：

位移边界条件：

力边界条件：

σσσσ

σσσσ
                  (3-1) 

其中Ω为求解区域， uΓ 为位移边界， tΓ 为力边界； )(xu 为待求位移场函数， ( )xσσσσ

为对应的应力场； )(xf 、 )(xu 和 ( )t x! 分别为定义在域内、位移边界和力边界上

的已知函数，B为微分算子， n为力边界 tΓ 的单位外法向向量。在上面的方程

中，第 1式为平衡方程，第 2、3式分别为位移边界条件和力边界条件。 
 

2．MLS近似 

在求解域内及边界上布置 N个离散结点 1 2, Nx x x" ，将结点 Ix 处的位移记为

Iu ，位移增量记为 Idu 。对于二维问题： [ , ]T
I I Iu v=u ， [ , ]T

I I Id du dv=u 。 

根据 MLS近似方案可以建立位移及其增量场函数的近似： 
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1

1

( ) ( )

( ) ( )

N

I I
I
N

I I
I

u u

v v

φ

φ

=

=

 = ⋅

 = ⋅


∑

∑

x x

x x
                           (3-2a) 

1

1

( ) ( )

( ) ( )

N

I I
I
N

I I
I

du du

dv dv

φ

φ

=

=

 = ⋅

 = ⋅


∑

∑

x x

x x
                         (3-2b) 

其中 ( )Iφ x 为 MLS近似中结点 I 对应的插值函数， Iu 、 Iv 、 Idu 及 Idv 为待解未知

量。 

将结点增量所对应的未知量写成矢量形式，为： 
T

NN dvdudvdudvdud ][ 2211 ""=A                     (3-3) 

引入矩阵 ( )xφφφφ ，如下所示： 

1 2

1 2

( ) 0 ( ) 0 ( ) 0
( )

0 ( ) 0 ( ) 0 ( )
N

N

φ φ φ
φ φ φ

 
=  
 

x x x
x

x x x
"
"

φφφφ          (3-4) 

则可得到位移增量场函数的矩阵表达形式： 

( ) [ ( ) ( )]Td du dv d= = ⋅u x x x Aφφφφ                              (3-5) 

 

3．应变增量和应力增量 

应变增量：对于小位移、小应变的情况，应变增量和位移增量之间为线性关

系，即： 

( )

( )
( )

( ) ( )

I duIxd x
Id d dvy Iy

d xy I Idv duI Ix y

φ

ε
φ

ε

γ φ φ

∂ 
⋅∑   ∂   ∂    = ⋅∑   ∂   

   ∂ ∂
   ⋅ + ⋅∑ ∑∂ ∂  

=

x

x
x

x x

εεεε             (3-6a) 

写成矩阵形式，为： 

( )d x d= ⋅B Aεεεε                                       (3-6b) 
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= ⋅B L φφφφ ,    

























∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

=

xy

y

x
0

0

L                           (3-6c) 

应力增量：对于服从 Mises屈服条件的各向同性强化材料，应力增量的计算

方法为： 

( ) ( )
x

y

xy

d
d d d

d

σ
σ
τ

 
 = = ⋅ 
 
 

x D xσ εσ εσ εσ ε                             (3-7a) 

e

ep


= 


D
D

D
对于弹性状态

对于弹塑性状态
                           (3-7b) 

其中 eD 材料的弹性本构关系， epD 为弹塑性增量本构关系，其具体的定义

将在后面给出。 

 

4．增量本构关系 

对于服从 Mises屈服条件的各向同性强化材料，在平面应力情况下的增量本

构关系是： 



















−−
=

2
100

01
01

1 2 ν
ν

ν

ν
EeD                              (3-8a) 

















⋅−
⋅+⋅−+
⋅+⋅−+⋅++

−
=

22

2

2

2

)1(
)()1()(
)()1()()()(

)1(
xy

xyxyxy

xyyxxyyxyx
p ssss

ssssssss

B
E

τν
τννν
τννννν

ν
对称

D (3-8b) 

peep DDD −=                                       (3-8c) 

 

其中： 

xs ， ys 为应力偏量，E为材料的弹性模量，ν 为泊松比； 
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G
EssssB s

p

xyyxyx 9
)1(2

)1(22
2

222 σντνν ⋅⋅−
+⋅−+⋅⋅++=           (3-8d) 

pE 为材料的塑性模量， sσ 为屈服应力。 

 

5．初始屈服条件 

初始屈服条件规定材料开始塑性变形的应力状态。对于初始各向同性材料，

Mises初始屈服条件为： 

2
0 01( ) 0

2 3
s

ij ijF s s σ= ⋅ − =σσσσ                           (3-9) 

其中 0sσ 为初始屈服应力， ijs 为应力偏量。 

 

6．各向同性强化法则 

强化法则定义材料进入塑性变形以后的后继屈服函数(也称为加载函数)，即

屈服条件随塑性变形的变化规律。对于服从 Mises 屈服条件的各向同性强化材

料，强化法则为： 

2 ( )1( , ) 0
2 3

p
p s

ij ijF s s σ εε = ⋅ − =σσσσ                    (3-10a) 

其中， sσ 为当前状态的屈服应力（也称为后继屈服应力）， pε 为等效塑性应变。

sσ 取决于 pε ， pε 相应的计算方法为： 

∫ ∫ ⋅== 2
1)( 3

2 p
ij

p
ij

pp ddd εεεε                      (3-10b) 

 

7．流动法则 

流动法则规定在塑性变形状态下，塑性应变增量和当前的应力状态及应力增

量之间的关系。对于服从 Mises屈服条件的各向同性强化材料，定义如下： 

ijij ssf ⋅=
2
1

                                          (3-11a) 

p
ij

ij

Fd dε λ
σ
∂=
∂

                                        (3-11b) 

s
p

ij
p

ij
p dddd σλεεε ⋅=⋅= 3

2
3
2 2

1)(                           (3-11c) 
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( )
( ) ( ) 24

9

T e

T e P
s

f d
d

f f E
λ

σ
∂ ∂ ⋅ ⋅

=
∂ ∂ ⋅ ⋅ ∂ ∂ + ⋅

D
D

σ εσ εσ εσ ε

σ σσ σσ σσ σ
                  (3-11d) 

其中 pε 为等效塑性应变； sσ 为后继屈服应力； ijs 为应力偏量; pE 为材料的塑

性模量， eD 的定义如(3-8a)所示。 

 

8．加载、卸载准则 

该准则判别从某一塑性状态出发是继续塑性加载还是弹性卸载，从而确定在

计算过程中应采用的增量本构关系。具体内容如下： 

若 0=F 且 0>
∂
∂

ij
ij

df σ
σ

，则继续塑性加载； 

若 0=F 且 0<
∂
∂

ij
ij

df σ
σ

，则由塑性状态按弹性卸载； 

若 0=F 且 0=
∂
∂

ij
ij

df σ
σ

，则对于理想弹塑性材料为塑性加载，继续发生塑性

流动；而对于强化材料为中性加载，保持塑性状态但不发生新的塑性流动。 

 

3.3 弹塑性增量分析的直接配点格式 

使用直接配点法进行空间离散，要求在求解域内的结点处满足平衡方程，在

求解域边界上的结点处满足相应的边界条件，从而形成求解方程。与迦辽金法

相比，配点法具有两个优点：一是避免了复杂的积分运算，计算简单；二是求

解过程完全不需要网格的支持，是真正的无网格方法。 

由于弹塑性问题中材料和结构的弹塑性行为与加载以及变形的历史有关，因

此通常采用增量形式的方程进行分析；即将载荷分成若干个增量，对于每一载

荷增量，将弹塑性方程线性化，从而使弹塑性分析这一非线性问题分解为一系

列的线性问题。 

假定在时刻 t的载荷和边界条件为： )(xft 在Ω内、 ( )t u x 在 uΓ 上、 ( )t t x! 在 tΓ

上；并且相应的状态已经求得：位移为 ut ，应变为 t εεεε，应力为 t σσσσ；当从时刻 t

过渡到时刻 t+1时(对于静力分析且不考虑时间效应的情况，时刻 t和 t+1都仅
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表示载荷水平)，载荷和边界约束分别有一增量， ( )∆f x 、 ( )∆u x 和 ( )∆t x! ，则： 

1

1

1

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

t t

t t
u

t t
σ

+

+

+

= + ∆ ∈Ω
= + ∆ ∈Γ
= + ∆ ∈Γ

f x f x f x x
u x u x u x x
t x t x t x x! ! !

                      (3-12) 

设该载荷增量所引起的结点未知量的增量为： 
T

NN vuvuvu ][ 2211 ∆∆∆∆∆∆=∆ ""A                 (3-13) 

则根据(3-2)式可得位移增量，根据(3-6)式可得到应变的增量，根据(3-7)式可

得到应力的增量，分别为： 

( ) [ ( ) ( )]Tu v∆ = ∆ ∆ = ⋅∆u x x x Aφφφφ                        (3-14) 

∆ = ⋅∆B Aεεεε                                        (3-15) 

1 1t t

t t
d d

+ +
∆ = = ⋅∫ ∫ Dσ σ εσ σ εσ σ εσ σ ε                             (3-16) 

从而可以得到时刻 t+1时，位移、应变和应力的表达式: 

uuu ∆+=+ tt 1                                     (3-17a) 
t 1 t+ = + ∆ε ε εε ε εε ε εε ε ε                                     (3-17b) 
t 1 t+ = + ∆σ σ σσ σ σσ σ σσ σ σ                                    (3-17c) 

对于域内部的结点 Ix ，要求满足平衡方程： 
1 1( ( )) ( ) 0t t

I I
+ +− =B x f xσσσσ                            (3-18) 

对于位移边界上的结点 Ix ，要求满足位移边界条件： 
1 1( ) ( ) 0t t

I I
+ +− =u x u x                               (3-19) 

对于力边界上的结点 Ix ，满足力边界条件： 
1 1( ( )) ( ) 0t t

I I
+ +⋅ − =n x t x!σσσσ                           (3-20) 

式(3-18)、(3-19)和(3-20)即为从 t时刻到 t+1时刻状态增量的求解方程。 

在计算各结点处的应力增量时，需要计算(3-16)所示的积分；由于各点的本

构关系取决于该点的当前状态及加载过程，即该积分为非线性关系，因此在计

算中需要进行迭代，以保证求解的正确性。具体过程将在以下加以说明。 

 

3.4 弹塑性增量求解格式 

根据以上讨论，弹塑性增量分析的过程如下： 
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1.首先计算结构内任何点都不出现塑性变形的最大载荷，此时结构内应力最

大的点处于由弹性状态向塑性状态过渡的临界状态。 

将最终所要施加的载荷P（包括最终的域内载荷和边界条件）作用于结构，

按照弹性本构关系，计算这时结构中各点位移u、应变 εεεε和应力σσσσ的分布；从应

力分布中找出等效应力最大的结点，得到其对应的等效应力值 maxσ ，根据初始

屈服应力 s0σ 和 maxσ 即可求出最大弹性载荷系数α： 

max0 /σσα s=                                     (3-21) 

于是可以得到处于弹塑性临界状态时结构中位移、应变和应力的分布： 
uu ⋅=α0                                       (3-22a) 

0 α= ⋅ε εε εε εε ε                                        (3-22b) 

0 α= ⋅σ σσ σσ σσ σ                                       (3-22c) 

 

2.将弹塑性加载的过程划分成M 个增量步，每一步所对应的载荷增量为： 

( ) (1.0 ) /
( ) (1.0 ) /
( ) (1.0 ) /

u

t

M
M

M

α
α
α

∆ = − ⋅ ∈Ω
∆ = − ⋅ ∈Γ
∆ = − ⋅ ∈Γ

f x f x
u x u x
t x t x! !

                     (3-23) 

 

3.对于每一个载荷增量步，采用变刚度迭代法求解。以下将以第 ( 1)t + 载荷

增量步的计算为例加以说明。 

3.1.将第 t载荷增量步结束时的状态记为(t+1)增量步的初始迭代状态，结点

未知量、位移、应变、应力和等效塑性增量分别为： 
1 (0)t t+ =A A                                     (3-24a) 

1 (0)t t+ =u u                                     (3-24b) 
1 (0)t t+ =ε εε εε εε ε                                    (3-24c) 
1 (0)t t+ =σ σσ σσ σσ σ                                   (3-24d) 

(0)1t p t Pε ε+ =                                   (3-24e) 

式中，左上标表示载荷的时间步，右上标表示该载荷步计算中迭代步编号。 

3.2.对于该载荷增量步的第 i迭代步( 1,2,3i = ")，设结点未知量的增量为
1 ( )t i+ ∆A ； 
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3.3.按式(3-6)可以计算本迭代步的位移增量，进一步可得出此时的位移； 
1 ( ) 1 ( )t i t i+ +∆ = ⋅ ∆u Aφφφφ                                (3-25a) 
1 ( ) 1 ( 1) 1 ( )t i t i t i+ + − += + ∆u u u                            (3-25b) 

3.4.按式(3-7)可以计算本迭代步的应变增量，进一步可得出此时的应变； 
1 ( ) 1 ( )t i t i+ +∆ = ⋅ ∆B Aεεεε                               (3-26a) 

1 ( ) 1 ( 1) 1 ( )t i t i t i+ + − += ∆+ε ε εε ε εε ε εε ε ε                           (3-26b) 

3.5.根据迭代步 ( 1)i − 时的状态和式(3-8)，计算迭代步 ( 1)i − 所对应的材料

本构关系。 

1 ( 1)

( )

e
t i

e p
+ − 

=  −

D
D

D D
对于弹性状态

对于弹塑性状态
              (3-27) 

3.6.根据显式 Euler法，使用 ( 1)i − 迭代步的增量型应力-应变弹塑性关系，

将式(3-16)所表示的积分进行线性化处理，从而得到近似的应力增量和应

力； 
1 ( ) 1 ( 1) 1 ( )t i t i t i+ + − +∆ ≈ ⋅ ∆Dσ εσ εσ εσ ε                        (3-28a) 
1 ( ) 1 ( 1) 1 ( )t i t i t i+ + − += ∆+σ σ σσ σ σσ σ σσ σ σ                        (3-28b) 

3.7.根据式(3-18)-(3-20)形成本迭代步的增量求解方程； 

1 ( ) 1

1 ( ) 1

1 ( ) 1

( ( )) ( ) 0
( ) ( ) 0

( ( )) ( ) 0

t i t
I I

t i t
I I u

t i t
I I t

+ +

+ +

+ +

 − = ∈Ω
 − = ∈Γ
 ⋅ − = ∈Γ

B x f x x
u x u x x

n x t x x!

σσσσ

σσσσ
               (3-29) 

3.8.求解上述方程，得到本迭代步结点未知量的增量 1 ( )t i+ ∆A ，然后可由式

(3-25)和(3-26)计算出本迭代步位移增量 1 ( )t i+ ∆u 和应变增量 1 ( )t i+ ∆εεεε 。 

3.9.由于式(3-28)计算所得的 1 ( )t i+ ∆σσσσ 基于线性近似，需要重新积分本构关系

式(3-16)，计算本迭代步的应力增量。在此过程中等效塑性应变增量 ( )1 P it ε+ ∆

也将被计算： 

( )1
1 ( )

1 ( 1)

it
t i

t i d
ε
ε

+
+

+ −∆ = ⋅∫ Dσ εσ εσ εσ ε                         (3-30) 

对于某一结点，具体的计算步骤为： 

aaaa.将本迭代步中弹性变形的比例记为m； 

bbbb.假定变形完全为弹性，按弹性关系计算相应的应力增量预测值∆ !σσσσ以及应

力预测值 !σσσσ： 
1 ( )e t i+∆ = ⋅ ∆D!σ εσ εσ εσ ε                               (3-31a) 
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1 ( 1)t i+ −= + ∆! !σ σ σσ σ σσ σ σσ σ σ                            (3-31b) 

cccc.计算屈服函数值
( 1)1 ( 1) 1( , )it i t pF ε −+ − +σσσσ 和

( 1)1( , )it pF ε −+!σσσσ ，以确定弹性变形系

数m。区分以下三种情况： 

若
( 1)1( , )it pF ε −+!σσσσ <0，则该结点为弹性加载或由塑性状态按弹性卸载，这时： 

          0.1=m        

若
( 1)1( , )it pF ε −+!σσσσ >0 且

( 1)1 ( 1) 1( , )it i t pF ε −+ − +σσσσ =0，则该结点为塑性继续加载。

这时： 

          0.0=m    

若
( 1)1( , )it pF ε −+!σσσσ >0 且

( 1)1 ( 1) 1( , )it i t pF ε −+ − +σσσσ <0，则该结点为弹性向塑性过渡。

假定在增量过程中应变成比例的变化，则系数m由如下方程确定： 

( 1)1 ( 1) 1( , ) 0it i t pF m ε −+ − ++ ⋅ =!σ σσ σσ σσ σ                        (3-32) 

对于采用 Mises屈服准则的情况，m是下列二次方程的解： 

001
2

2 =+⋅+⋅ amama                             (3-33a) 

其中： 

SS ~~
2
1

2 ∆⋅∆= Ta                                   (3-33b) 

( )1 ( 1)
1

Tt ia + −= ⋅∆S S!                                 (3-33c) 

( 1)1 ( 1) 1
0 ( , )it i t pa F ε −+ − += σσσσ                           (3-33d) 

          S~∆ 为∆ !σσσσ对应的偏量， 1 ( 1)t i+ −S 为 1 ( 1)t i+ −σσσσ 对应的偏量； 

由于 1 ( 1)t i+ −σσσσ 总在屈服曲面上或屈服曲面之内，所以 00 ≤a ；而 02 >a ，m为

非负值，因此： 

220
2

11 2)4( aaaaam ⋅−+−=                       (3-34) 

dddd.根据计算所得的系数m，可以得到本迭代步中弹性应变增量部分 e∆εεεε 为： 
1 ( )e t im +∆ = ⋅ ∆ε εε εε εε ε                                   (3-35) 

eeee.计算本迭代步中塑性应变增量部分 p∆εεεε 为： 
1 ( )(1.0 )p t im +∆ = − ⋅ ∆ε εε εε εε ε                            (3-36) 

ffff.计算本迭代步中弹性应力增量部分 e∆σσσσ ： 
e m∆ = ⋅∆ !σ σσ σσ σσ σ                                     (3-37) 
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gggg.计算本迭代步中塑性应力增量部分 p∆σσσσ ： 

1

1

( )
( 1)1 ( 1) 1

( 1) ( , )
t

t e

i
ip t i e t P p

i d
ε

εε ε
+

+

−+ − +
− ∆

∆ = ⋅ ≈ + ∆ ⋅∆+∫ D Dσ ε σ σ εσ ε σ σ εσ ε σ σ εσ ε σ σ ε      (3-38) 

hhhh.计算本迭代步中等效塑性应变的增量 Pε∆ ： 

2
3

P
sε λ σ∆ = ⋅∆ ⋅                                     (3-39a) 

( )
( ) ( ) 24

9

T e p

T e P
s

f
f f E

λ
σ

∂ ∂ ⋅ ⋅∆
∆ =

∂ ∂ ⋅ ⋅ ∂ ∂ + ⋅

D
D

σ εσ εσ εσ ε

σ σσ σσ σσ σ
                (3-39b) 

iiii.计算本迭代步结束时的应力 1 ( )t i+ σσσσ 及等效塑性应变
( )1 it Pε+ ： 

1 ( ) 1 ( 1)t i t i e p+ + −= + ∆ + ∆σ σ σ σσ σ σ σσ σ σ σσ σ σ σ                          (3-40a) 
( ) ( 1)1 1i it P t P Pε ε ε−+ += + ∆                           (3-40b) 

 

3.10.根据预定义的收敛准则检验本步所得的解是否满足收敛要求。如已满

足，则进行下一个载荷增量步的计算；否则，进行本载荷步的下一次迭代计

算。收敛准则为： 

1 1 1t i t ier+ + −∆ ≤ ⋅ ∆A A                           (3-41) 

其中 0er > ，为规定的容许误差系数。 

 

4.完成所有的载荷增量步计算，得到问题的最终解。 

 

3.5 算例分析 

使用本文所构造的弹塑性静力问题的无网格计算方法，笔者进行了一些算例

分析，表明了上述方法的有效性。 
算例算例算例算例 1 1 1 1 ：：：：    

均匀长方板两端固定，在中间三分之二处受均布载荷 P, 如图 3-1 所示。板

长度 0.15L m= ，宽度 0.01a m= 。板的材料是各向同性线性强化材料，拉压时的

应力应变关系如图 3-2 所示，其中弹性模量 10 210E N m= ，泊松比 0.2ν = ，初

始屈服应力 8 2
0 2.0 10s N mσ = × ，强化阶段的切线模量 9 210tE N m= 。假定位移
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和应变很小，并且加载过程缓慢。 
将加载截面处的位移记为 pu ，加载面左侧的应力记为 Aσ ，加载面右侧的应

力记为 Bσ 。该问题对应的解析解很明显： 

当 0.001pu m< 时，整个板为弹性加载状态，且： 

     
0.1

P
A

u Eσ = ，  
0.05

P
B

u Eσ =  

当0.001 0.002pm u m< < 时，加载截面左边为弹性加载状态，右边为塑性加载

状态： 

     
0.1

P
A

u Eσ = ，   00.02
0.05

P
B T s

u Eσ σ = − + 
 

 

当 0.002pu m> 时，整个板为塑性加载状态： 

     00.02
0.1

P
A T s

u Eσ σ = − + 
 

，  00.02
0.05

P
B T s

u Eσ σ = − + 
 

 

 

使用本文所述方法，数值计算结果如图 3-3所示，图中给出了加载截面左右

两边的应力 Aσ 和 Bσ ，以及所加载荷 P与加载截面处位移 pu 的关系曲线。容易看

出，计算结果与解析解吻合的很好。 

 

图 3-1 均匀长方板计算模型 

 

 

2L/3  L/3

P

a Section A Section B 
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图 3-2 材料应力-应变关系 
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图 3-3 计算结果 

 

算例算例算例算例 2 2 2 2 ：：：：    

如图 3-4所示，中部具有对称缺口的单位厚度板两端受均匀拉力 P。板的长

度 0.04L m= ，宽度 0.02d m= ，缺口宽度 0.01a m= ，缺口深度 0.0025h m= ；板

的材料是各向同性理想塑性材料，弹性模量 8 210E N m= ，泊松比 0.2ν = ，初始

屈服应力 7 2
0 3.0 10s N mσ = × 。假定位移和应变都很小，并且加载过程缓慢。对

于该问题，在缺口处具有应力集中，该部分将首先出现塑性区；对应的极限分

布载荷的解析解为 7 7 2(3.0 10 ) 1.5 / 2.0 2.25 10 N m× × = × 。 

使用本文所述方法进行计算，由于对称性，仅取右上四分之一部分。结点布

 

ε

σ

0σ

0ε
1

1

E

ET 
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置可参看图 3-4。结果表明：缺口尖端处最先进入塑性，塑性区域随载荷的增大

向周围扩展，计算得到极限载荷为 7 22.316 10 N m× 。 

为了检验计算的准确性，同时使用有限元软件(ADINA)对该问题进行了分

析，计算所采用的网格如图 3-5所示。当分布载荷 7 21.876 10P N m= × 时，有限

元方法和本文方法计算所得的 0.0=x 位置的应力 xxσ 和Mises应力分布分别如图

3-6和 3-7所示。 

 

图 3-4 中部具有缺口的对称板模型 

 

图 3-5 有限元(ADINA)计算网格 
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图 3-6 0.0=x 处的应力 xxσ  
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图 3-7 0.0=x 处的 Mises应力 

 

算例算例算例算例 3 3 3 3 ：：：：    

如图 3-8 所示，中心开圆孔的方板两边承受水平均布拉力。板的长度为

0.036m，宽度为0.02m，中心孔的直径为0.01m；板的材料是各向同性线性强化
材料，弹性模量 10 27.0 10E N m= × ，泊松比 0.2ν = ，初始屈服应力
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8 2
0 2.43 10s N mσ = × ，强化阶段的切线模量 9 22.25 10tE N m= × 。计算结果表明，

中心孔的上下顶点处最先进入塑性；随载荷的增加，塑性区域向周围扩展，图

3-8中给出了分布载荷 8 21.21 10P N m= × 时的塑性区域分布；图 3-9给出了此时

0.0=x 处应力 xxσ 以及等效应力的分布曲线。 
 

 

图 3-8 开孔板模型及塑性区域分布 
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图 3-9 开孔板计算应力结果 
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3.6 小结 

本文在 MLS方法所形成的场函数的近似表达式的基础上，使用配点法构造求

解弹塑性静力问题的增量模式，形成了非线性材料计算的无网格方法，具有高

效、简单的特点；通过算例分析，可以看出该方法的有效性。与基于网格的方

法相比，无网格方法在求解大变形问题时具有相当的优势，因此对于解决弹塑

性大变形问题具有很好的前景。 
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第四章 紧支距离基函数配点法 

4.1 引言 

距离基函数(Radial Basis Function，简记为 RBF)是一种特殊的函数，它

以空间距离为基本变量，具有形式简单、各向同性等优点，因此非常适合在数

值计算中使用；而具有紧支特性的距离基函数，在计算中求解矩阵呈稀疏、带

状分布，因此更有利于大型问题的求解。以距离基函数为基础的近似方法，数

学界的学者们已经做了大量的工作
[101-111]

，然而在工程应用中却很少涉及。因此，

将距离基函数应用于工程实际计算中具有重要意义。事实上，距离基函数配点

法也是一种完全的无网格计算方法。 

关于距离基函数配点法在插值近似方面的应用，目前已经取得了很大进展。

Frank
[101]
通过对 29 种插值基函数的比较，选出了精度最高的两种距离基函数，

它 们 是  Hardy 提 出 的 MQ
[102]

(Multiquadric) 函 数 和 Duchon 提 出 的

TPS(Thin-plate spline)函数；最近，Kansa
[104,105]

将距离基函数引入偏微分方程

的求解，构造了求解偏微分方程的距离基函数配点法；Wu
 [81]
及 Franke

 [107]
等人

还证明了距离基函数用于插值和求解偏微分方程时的收敛性，并给出了相应的

误差分析。 

然而，目前常用的距离基函数一般不具备紧支域特点(如 MQ函数，TPS函数

等)，计算中所形成的系数矩阵为满阵，不利于数值计算。因此许多学者对紧支

距离基函数进行了研究
[108-110]

，Wu
[108]
等人提出了紧支正定距离基函数的概念，并

构造了相应的函数表达式； Wendland
[109]
及 Buhmann

[110]
也构造了各自的紧支距离

基函数。 

本文首先详细介绍距离基函数配点法，构造了散点插值的计算方案，并对各

种紧支距离基函数的求解精度进行了对比；其次，将紧支距离基函数用于力学

问题的求解，基于配点法构造了求解力学基本方程的方案。在求解力学方程时

发现，使用紧支距离基函数求解的精度要比全域距离基函数差，尤其是在求解

域的边界附近；针对这一弱点，本文提出了 Hermit 型的近似配点方案，该方案

可以有效地提高使用紧支距离基函数求解边值偏微分方程的精度。 
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4.2 紧支距离基函数直接插值 

对于一组离散数据 1( , ) d
i if R +∈x ，其中 1,2, ,i N= ! ， d表示 x所在空间的维

数。插值近似的目的是构造函数 ( ) : dg R R→x ，要求满足条件 ( )i ig f=x 。 

使用距离基函数 ( )rφ 构造插值，相应的形式为： 

1
( ) ( )

N

i i
i

g c φ
=

= ⋅ −∑x x x                                (4-1) 

其中 i−x x 表示数据点 x与 ix 之间的距离范数， ( )iφ −x x 表示中心位于 ix 的距
离基函数， ix 被称为插值结点。 

使用距离基函数进行插值计算很简单，只需根据如下方程求解系数 ic ： 

1
( ) ( 1,2, , )

N

k j k j
k

c f j Nφ
=

⋅ − = =∑ x x !                    (4-2) 

将方程(4-2)对应的系数矩阵记为 N N×A ，其分量形式为： 

( ) ( , 1, 2, , )jk j k j k Nφ= − =A x x !                      (4-3) 

显然，方程(4-2)存在唯一解的条件是矩阵A非奇异。如果所使用的距离基函
数 ( )rφ 为全域支撑的，则矩阵A是满阵，并且通常条件数很差，不利于数值计

算；如果使用紧支距离基函数，则矩阵A将具有稀疏、带状分布的优点。在文

献[108-110]中，作者构造了一些紧支距离基函数，它们能够保证矩阵A具有正
定、带状分布的特点，被称为紧支正定距离基函数。在本文中，将讨论的如下

一些紧支距离基函数： 
CSRBF1:   4 2 3(1 ) (4 16 12 3 )r r r r+− + + +  (4-4a) 

CSRBF2:   6 2 3 4 5(1 ) (6 36 82 72 30 5 )r r r r r r+− + + + + +   (4-4b) 

CSRBF3:   
2 3 21 4

3 3 2 ln (0 1)
0 ( 1)

r r r r r
r

 + − + ≤ ≤
 >

 (4-4c) 

CSRBF4:   
2 3 4 5 6 219 16 161 1

15 6 3 15 63 2 ln (0 1)
0 ( 1)

r r r r r r r r
r

 + − + − + + ≤ ≤
 >

  (4-4d) 

CSRBF5:   6 2(1 ) (3 18 35 )r r r+− + +   (4-4e) 

CSRBF6:   8 2 3(1 ) (1 8 25 32 )r r r r+− + + +  (4-4f) 

其中，CSRBF1和 CSRBF2是Wu所构造的[108]， CSRBF3和 CSRBF4是 Buhmann
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所构造的[110]，CSRBF5和 CSRBF6是Wendland所构造的[109]。 

式中 0 /r R= −x x ，R为紧支域半径； (1 )r +− 的定义为： 
(1 ) 0 1

(1 )
0 1

r r
r

r+

− ≤ ≤
− =  >

                            (4-5) 

在以上的说明中，对 r的定义是假定紧支域的形状为圆形的情况（针对二维

问题而言，以下同）。关于 r更一般的定义为： 

22

x y

x yr
R R

  
= +       

                                (4-6) 

如果 x yR R≠ ，则对应的紧支域为椭圆；在本文中，一般情况下取 x yR R R= = 。

另外，在使用紧支距离基函数时，各结点所对应基函数的紧支域半径可以是不

同的。对于结点 kx 而言，基函数为 ( )kφ −x x ，其紧支域中心为 kx ，半径为 kR 。 
为了对计算的精度进行比较，本文还引入了几个常用的全支撑域距离基函

数，一般认为在插值近似中它们具有最好的效果。具体定义为： 
Multiquadrics(MQ):  1

22 2( ) , 0c r c+ >                             (4-7a) 

Reciprocal multiquadrics(RMQ):  1
22 2( ) , 0c r c−+ >                  (4-7b) 

Gaussian:  2exp( ), 0cr c− >                                     (4-7c) 

Thin-plate splines (TPS):  2 log ,r r Nβ β ∈                         (4-7d) 

为了研究不同距离基函数插值近似的效果，以下对给定函数 ( , )f x y 进行插值

分析： 

    ( , ) sin( ) cos( ), [0.5,3.0], [0.5,3.0]f x y x y x y= ⋅ ∈ ∈    

插值所得的近似函数 ( , )g x y 形式如式(4-1)所示。为了比较计算的误差，根据离

散的插值结点，定义一阶导数的误差 2E 和二阶导数的误差 2D ， 

1
2

1

( ( ) ( )) ( ( ) ( ))
100%

( ) ( )

N
T

k k k k
k

N
T

k k
k

E =

=

− ⋅ −
= ×

⋅

∑

∑

dg x df x dg x df x

df x df x
          (4-8a) 
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2 2 2 2

1
2

2 2

1

( ( ) ( )) ( ( ) ( ))
100%

( ) ( )

N
T

k k k k
k

N
T

k k
k

D =

=

− ⋅ −
= ×

⋅

∑

∑

d g x d f x d g x d f x

d f x d f x
       (4-8b) 

其中； 

 , ,[ , ]T
x yf f=df ， , ,[ , ]T

x yg g=dg ， 2
, , ,[ , , ]T
xx yy xyf f f=d f ， 2

, , ,[ , , ]T
xx yy xyg g g=d g  

计算中采用10 10× 的均布结点。 

表 4-1给出了各种紧支距离基函数在不同的紧支域半径R时所对应的误差。

由于 CSRBF3和 CSRBF4仅为 1C 连续，因此在表中未包含它们对应的二阶导数
误差。通过该表可以看出，对于紧支距离基函数插值，当紧支域较小时，计算

精度较差；随着紧支域的增大，精度不断提高。对比各紧支函数，CSRBF2 和

CSRBF6计算精度相对较高。 

表 4-2给出了各种全域距离基函数在不同的参数时所对应的误差。容易看出，

使用全域距离基函数进行插值的精度很高，要远远超过紧支距离基函数；即使

紧支距离基函数的紧支域增大到能够覆盖所有的结点，其插值精度也还是低于

全域距离基函数。但是，全域距离基函数中可变参数的取值对计算精度有很大

的影响，某种参数取值可能使计算精度极高，也可能导致效果较差。 

 

 R CSRBF1 CSRBF2 CSRBF3 CSRBF4 CSRBF5 CSRBF6 

1.0 27.56 33.369 38.458 66.835 44.765 56.323 

2.0 6.227 4.9013 13.733 33.515 7.912 7.916 

3.0 3.362 1.4558 8.343 19.548 2.651 2.009 

4.0 2.206 0.794 7.087 13.628 1.343 0.762 
2E  

10.0 2.509 0.416 7.121 7.855 0.4738 0.1244 

1.0 301.68 328.821 - - 427.68 513.416 

2.0 71.133 54.069 - - 86.293 90.204 

3.0 38.298 17.261 - - 30.548 24.867 

4.0 25.234 9.532 - - 15.812 9.8157 
2D  

10.0 28.987 5.087 - - 5.7288 1.6767 
表 4-1 紧支距离基函数插值的误差（%） 
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 MQ RMQ 

 C=1.0 C=3.0 C=6.0 C=1.0 C=3.0 C=6.0 

2E  0.7228 0.0061 0.0003 1.9251 0.011 0.0007 

2D  9.782 0.1059 0.0045 24.308 0.187 0.0101 

 

 

 Gaussian TPS 

 C=0.2 C=0.5 C=1.0 β=4 

2E  0.0103 0.0038 0.0911 0.1974 

2D  0.169 0.070 1.531 3.1588 
表 4-2 全域距离基函数插值的误差（%） 

 

从上述紧支距离基函数对应的计算中挑选精度较好的 CSRBF2，对其计算结

果进一步分析。图 4-1和 4-2给出了 4.0R = 时计算结果的误差分布情况。其中图

4-1所示为 ,xg 的相对误差分布，图 4-2所示为 ,xxg 的相对误差分布。 

为加以比较，图 4-3和 4-4给出了使用MQ距离基函数，在参数 6.0c = 时计

算结果的误差分布情况。其中图 4-3所示为 ,xg 的相对误差分布，图 4-4所示为 ,xxg

的相对误差分布。 

可以看出，使用距离基函数进行插值计算时，在求解域内部具有很高的精度，

而在边界处导数的结果较差；对于紧支距离基函数，效果更差。可以预见，当

用于求解边值偏微分方程时，紧支距离基函数不会具有较高精度。 
 



第四章 紧支距离基函数配点法 

 61

0.5
1.0

1.5
2.0

2.5
3.0 0.5

1.0

1.5
2.0

2.5
3.0

-1.5

-1.0

-0.5

0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

3.0

CSRBF2, R=4.0

g 
, x

 
  (

%
)

相
相
相
相

y

x

0.5
1.0

1.5
2.0

2.5
3.0 0.5

1.0

1.5
2.0

2.5
3.0

0

50

100

150

200

250

CSRBF2, R=4.0

g 
, x

x
  (

%
)

相
相
相
相

Y

X

 

  图 4-1 CSRBF2,R=4.0时 ,xg 的误差(%)      图 4-2 CSRBF2,R=4.0时 ,xxg 的误差(%) 
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  图 4-3 MQ,c=6.0时 ,xg 的误差 (%)        图 4-4 MQ,c=6.0时 ,xxg 的误差 (%) 

 



第四章 紧支距离基函数配点法 

 62

4.3距离基函数直接配点法求解弹性静力问题 

4.3.1 距离基函数直接配点方案 

弹性静力问题所对应的偏微分定解方程为(以位移为基本未知量)： 

( ( )) ( )
( ) ( )

( ( )) ( )
u

t

S
S

= ∈Ω
 = ∈
 = ∈

B u x f x x
u x u x x

T u x t x x"
                         (4-9) 

其中第 1式为平衡方程，第 2、3式分别为位移边界条件和力边界条件。Ω为求

解区域， uS 为位移边界， tS 为力边界； )(xu 为待求位移场函数，B和T为微分

算子， )(xf 、 )(xu 和 ( )t x" 分别为定义在域内、位移边界上和力边界上的已知函

数。 
具体到平面问题： 

Tyx ],[=x ， Tvu ],[=u                                   (4-10a) 

2 2 2

2 2

2 2 2

2 2

1 1
2 2

2 1 1
2 21

x yx y

x y y x

E
ν ν

ν νν

∂ − ∂ + ∂
∂ ∂∂ ∂

+ ∂ ∂ − ∂
∂ ∂ ∂ ∂

 +
 =

− +  
B                         (4-10b) 

1 1
2 2

2 1 1
2 21

x y y x

x y y x

l m l mE
m l m l

ν ν

ν ν

ν
νν

∂ − ∂ ∂ − ∂
∂ ∂ ∂ ∂

∂ − ∂ ∂ − ∂
∂ ∂ ∂ ∂

+ ⋅ + 
=  

⋅ + +−   
T                  (4-10c) 

其中，E为材料的弹性模量，ν 为泊松比，l和m为力边界单位外法向量的分量。 

在求解域内及边界上布置 N个离散结点 1 2, Nx x x! ，使用距离基函数 ( )rφ 对

位移场函数进行直接近似： 

1
( ) ( )

N
h

I I
I

φ
=

= − ⋅∑u x x x u                                 (4-11) 

其中 )( Ixx −φ 为结点 Ix 对应的距离基函数， Iu 是结点 Ix 处对应的未知量。显
然，一般情况下 ( )h

I I≠u x u 。 

在直接配点法中，对于求解域内部的结点，要求在该位置满足平衡方程；对

于边界上的结点，要求在该位置满足相应的边界条件，从而形成求解方程。用 *x

表示求解域内部的结点， *x" 表示力边界上的结点， *x 表示位移边界上的结点，

则方程(4-9)相应的直接配点格式为： 
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* * *

* * *

* * *

( ( )) ( )
( ) ( )

( ( )) ( )

h

h
u

h
t

S
S

 = ∀ ∈Ω
 = ∀ ∈
 = ∀ ∈

B u x f x x
u x u x x

T u x t x x"" " "
                         (4-12) 

 

4.3.2算例分析 

使用本节所构造的距离基函数直接配点法，进行了算例分析。为了进行误差

比较和分析，对于具有精确解的问题，仍采用两种误差描述：结点位移相对误

差 uL 和结点应力 Lσ相对误差。具体定义可参看本文以前章节。 
 

开圆孔方板：开圆孔方板：开圆孔方板：开圆孔方板：    

中心开半径为 a的圆孔的无限大板，在无穷远处承受水平均匀拉力 0σ ，具体
的描述可参看本文第二章中的相关说明。计算模型的选取与第二章中相同，并

且边界条件的提法也采用两种方式：方式一，所有的边界点施加位移约束；方

式二，具有对称性的左边界和下边界使用位移边界条件，其它边界使用力边界

条件。 

表 4-3给出了方式一情况下，采用 496个结点时，不同距离基函数对应的数

值计算误差；表 4-4则给出了方式二情况下，采用 496个结点时，不同距离基函

数对应的数值计算误差。 

1.5R =  3.0R =  4.5R =  6.0R =  50R =   

uL  Lσ  uL  Lσ  uL  Lσ  uL  Lσ  uL  Lσ  

CSRBF2 1.58 51.0 0.41 10.5 0.29 7.40 0.26 6.91 0.25 6.80

CSRBF6 2.80 89.4 0.57 13.8 0.25 6.46 0.21 5.68 0.24 5.64

 

MQ TPS  

C=1.0 C=1.45 C=1.55 C=2.5 C=5.0 β=4 

uL  6.21 3.38 0.68 2.67 87.2 0.171 

Lσ  251. 99.3 19.8 54.7 199. 5.20 
表 4-3直接配点法，边界条件采用方式一时，相对误差 (%) 
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1.5R =  3.0R =  4.5R =  6.0R =  50R =   

uL  Lσ  uL  Lσ  uL  Lσ  uL  Lσ  uL  Lσ  

CSRBF2 444. 943. 94.9 110. 24.0 24.1 6.53 10.8 1.91 8.98

CSRBF6 316. 946. 80.3 110. 41.1 40.9 8.82 10.7 1.73 6.99

 

MQ TPS  

C=1.0 C=1.45 C=1.55 C=2.5 C=5.0 β=4 

uL  129. 4.54 33.5 112. 91.5 9.80 

Lσ  512. 5.47 44.3 134. 156. 12.3 
4-4直接配点法，边界条件采用方式二时，相对误差 (%) 

 
通过以上两表可以看出，当边界条件全为位移边界时，计算精度较好；当边

界条件包含具有导数属性的力边界时，距离基函数计算精度很差。另外，对于

全域距离基函数MQ，参数的取值对数值解的影响很大，很难预先选取效果较好

的参数值。 

图 4-5和 4-6所示分别是边界条件为方式一和方式二情况下，在 0x = 处应力

xxσσσσ 的计算结果。其中包括如下几条曲线：使用紧支距离基函数 CSRBF6，在影

响域半径分别为 3.0R = 、 4.5R = 时的应力分布曲线；使用全域距离基函数

TPS( ββββ ＝4)时的应力分布曲线；解析解所对应的应力分布曲线；相同节点数的有

限元解(使用 ALGOR计算软件)所对应的应力分布曲线。可以看出，对于全位移

边界，解的精度很高。但对于紧支距离基函数，需要使用较大的影响域半径，

即各结点影响域中所覆盖的结点很多；而对于存在力边界条件的情况，解的精

度很差。 
图 4-7所示是边界条件为方式一的情况下，采用距离基函数直接配点法计算

时的收敛曲线。其中，h表示结点之间的最小距离。可以看出，收敛速度是很快

的。 
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  图 4-5 边界条件为方式一时的 xxσσσσ         图 4-6 边界条件为方式二时的 xxσσσσ  
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图 4-7 边界条件为方式一时的收敛曲线 

 

4.3.3 小结 

通过以上的分析可以看出： 

1.对于全位移边界的情况，使用距离基函数直接配点法的计算精度很高；而

当边界条件包含力边界条件时，精度就很差，这与距离基函数近似的导数
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精度较差是一致的。 

2.对于包含可变参数的全域距离基函数(如 MQ 函数)，在计算中几乎是不可

用的，因为很难确定参数的优化值。 

3.对于紧支距离基函数，仅当其紧支域半径较大时才能获得满意的计算结

果，而这将影响数值计算的效率。 
 

4.4距离基函数 Hermit配点法求解弹性静力问题 

针对距离基函数直接配点法在处理具有导数属性的边界条件时精度差的缺

点，提出了 Hermit 配点方案。它将边界处的导数属性也引入到近似表达式中，

并且在边界结点处也要求满足微分方程。计算结果表明，它能有效地提高求解

精度。 

 

4.4.1 距离基函数 Hermit配点法 

考虑式(4-9)所表达的弹性静力问题一般方程(以位移为基本未知量)。在求解

域内及边界上布置 N 个离散结点 1 2, Nx x x! ，其中位于位移边界 uS 上的结点数
为 uN ，位于力边界 tS 上的结点数为 tN ，则位于域 Ω 内部的结点数为

u tN N N NΩ = − − 。 

假定在 N个结点中，编号从 1到 tN 为力边界上的结点，从 1tN + 到 u tN N+ 为

位移边界上的结点，其余为域内部的结点。使用距离基函数 ( )rφ 对位移场函数

进行 Hermit近似，格式如下： 

*

1 1
( ) ( ) ( )

tNN
h

I I I I
I I= =

= − ⋅ + ⋅ − ⋅∑ ∑u x x x u T x x uφ φφ φφ φφ φ               (4-13) 

其中 

( ) 0
( )

0 ( )
I

I
I

φ
φ

 − 
− =  − 

x x
x x

x x
φφφφ                      (4-14) 

)( Ixx −φ 为结点 Ix 对应的距离基函数， Iu 是结点 Ix 处对应的未知量， *
Iu 是位

于力边界上的结点 Ix 处对应的附加未知量；T是式(4-9)中力边界条件所对应的

微分算子。 

对于上述近似表达(考虑平面问题)，共有 2*( )tN N+ 个未知数。使用 Hermit
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配点法形成离散方程的方法为：对于求解域内部的结点，要求在该位置满足平

衡方程；对于位移边界上的结点，要求在该位置满足相应的位移边界条件；对

于力边界上的结点，要求在该位置不仅满足相应的力边界条件，还满足平衡方

程。用 *x 表示求解域内部的结点， *x" 表示力边界上的结点， *x 表示位移边界上

的结点，则方程(4-9)相应的 Hermit配点格式为： 
* * *

* * *

* * *

* * *

( ( )) ( )
( ) ( )

( ( )) ( )
( ( )) ( )

h

h
u

h
t

h
t

S
S
S

 = ∀ ∈Ω
 = ∀ ∈
 = ∀ ∈
 = ∀ ∈

B u x f x x
u x u x x

T u x t x x
B u x f x x

"" " "
" " "

                         (4-15) 

可以看出，通过对力边界上的结点引入附加的近似项，可以在相应的结点处

提更严格的要求。 

对于位移边界上的结点，也可以类似地进行修正，得到位移边界和力边界结

点都使用 Hermit近似的表达式： 

*

1 1
( ) ( ) ( )

t uN NN
h

I I I I
I I

+

= =

= − ⋅ + ⋅ − ⋅∑ ∑u x x x u T x x uφ φφ φφ φφ φ             (4-16) 

相应的求解方程为： 

* * *

* * *

* * *

* * *

* * *

( ( )) ( )
( ) ( )

( ( )) ( )
( ( )) ( )
( ( )) ( )

h

h
u

h
u

h
t

h
t

S
S
S
S

 = ∀ ∈Ω
 = ∀ ∈ = ∀ ∈
 = ∀ ∈
 = ∀ ∈

B u x f x x
u x u x x

B u x f x x
T u x t x x
B u x f x x

"" " "
" " "

                         (4-17) 

然而，计算结果表明，对位移边界上的结点使用 Hermit插值，并不能提高精度。 

为方便描述，将式(4-13)和(4-15)所对应的仅在力边界结点处使用 Hermit 近

似方式的方法记为 Hermit-T 法；将式(4-16)和(4-17)所对应的在全边界结点处使

用 Hermit近似方式的方法记为 Hermit-UT法。 
 

4.4.2算例分析 

使用本节所构造的距离基函数 Hermit 配点法，进行了算例分析。算例与前

一节中所用的相同。 
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算例算例算例算例        开圆孔方板：开圆孔方板：开圆孔方板：开圆孔方板：    

具体说明参见前一节。边界条件的提法采用方式二，即具有对称性的左边界

和下边界使用位移边界条件，其它边界使用力边界条件。 

表 4-5 给出了使用 496 个结点， Hermit-T 法进行求解时，不同距离基函数

对应的数值计算误差。 

表 4-6给出了使用 496个结点， Hermit-UT法进行求解时，不同距离基函数

对应的数值计算误差。 

 

1.5R =  3.0R =  4.5R =  6.0R =  50R =   

uL  Lσ  uL  Lσ  uL  Lσ  uL  Lσ  uL  Lσ  

CSRBF2 44.4 47.1 9.98 12.3 3.67 8.28 1.81 7.65 1.63 8.11 

CSRBF6 54.8 67.0 11.3 11.8 2.80 4.96 1.20 4.26 0.74 4.14

 

MQ TPS  

C=1.0 C=1.3 C=1.35 C=1.4 C=1.5 β=4 

uL  2.81 2.22 1.47 1.87 10.3 0.641 

Lσ  33.8 30.0 18.4 21.7 159 3.76 
表 4-5 Hermit-T配点法，边界条件采用方式二时，相对误差 (%) 

 

1.5R =  3.0R =  4.5R =  6.0R =  50R =   

uL  Lσ  uL  Lσ  uL  Lσ  uL  Lσ  uL  Lσ  

CSRBF2 41.8 53.2 9.48 12.4 2.67 7.76 1.23 7.05 0.73 6.67

CSRBF6 103. 193. 11.2 28.5 3.20 17.3 1.84 15.1 1.42 10.9

 

MQ TPS  

C=1.35 C=1.4 β=4 

uL  7.96 6.66 3.09 

Lσ  51.1 27.8 26.2 
表 4-6 Hermit-UT配点法，边界条件采用方式二时，相对误差 (%) 

 



第四章 紧支距离基函数配点法 

 69

对比表 4-3和表 4-6可以看出：对力边界使用 Hermit配点法可以显著地提高

计算精度；而对位移边界使用 Hermit配点法，对提高精度几乎没有意义。 

图 4-8所示是 Hermit-T方法在 0x = 处应力 xxσσσσ 的计算结果。其中包括如下几

条曲线：使用紧支距离基函数 CSRBF6，在影响域半径分别为 3.0R = 、 4.5R = 时

的应力分布曲线；使用函数 TPS( ββββ ＝4)时的应力分布曲线；解析解对应的应力

分布曲线；以及相同节点数的有限元解(使用 ALGOR计算软件)所对应的应力分

布曲线。 

图 4-9所示是采用距离基函数 Hermit-T配点法计算时的收敛曲线。其中，h
表示结点之间的最小距离。可以看出，收敛速度是很快的。 
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3.0  CSRBF6, R=3.0
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 有有有精

σ x
x

y
-0.5 -0.4 -0.3 -0.2 -0.1 0.0 0.1 0.2

-0.8

-0.4

0.0

0.4

0.8

1.2

1.6

2.0

2.4

 CSRBF6 R=3.0,  =1.871收收收收

 TPS        β=4,      =4.278收收收收

lo
g 10

 ( 
L u )

log10(h)

 

图 4-8 Hetmit-T配点法(边界条件为方式二)    图 4-9 Hetmit-T配点法收敛曲线 

 

4.4.3小结 

通过以上的分析可以看出：对于具有力边界的情况，使用距离基函数

Hermit-T配点法可以得到较好的计算效果，与直接配点法相比精度被大大提高；

而对位移边界使用 Hermit 配点，对提高精度没有意义。对于紧支距离基函数，

CSRBF2和 CSRBF6在偏微分方程的求解中表现良好。而对于全域距离基函数，

MQ函数在实际计算中是不可取的，因为参数的取值对数值解的影响很大，且很
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难预先选取效果较好的参数值；TPS函数性能较好。 
 

4.5小结 

本章讨论了距离基函数，对比和分析了全域及紧支距离基函数的插值属性；

并将距离基函数用于力学基本偏微分方程的求解，构造了直接配点法和 Hermit

配点法。 

全域距离基函数具有较好的近似能力，在插值计算和偏微分方程求解方面都

能得到较高的精度，然而也有一些缺点。一是计算中形成的系数矩阵为满阵，

且通常条件数较差，不利于大规模的数值求解；另外，含有可变参数的全域距

离基函数的计算效果严重依赖参数的取值，某种参数值可能使求解效果极佳，

另一种参数值却可能使计算结果没有意义，这在偏微分方程的求解中更明显。

而目前尚没有有效的方案来预先优化参数值。计算结果表明，常用的几种全域

距离基函数中，TPS函数效果较好。 

针对全域距离基函数的缺点，本章也使用了紧支距离基函数，它们具有更高

的数值计算效率。一般随着紧支域半径的扩大，计算精度能有所提高，然而却

会丧失紧支的优点，因此在使用中应合理选取。 

采用距离基函数进行直接近似时，对于函数值和域内部的导数值都可以达到

很高的精度，然而在域边界附近导数近似的效果差。这一点在使用距离基函数

直接配点法求解边值偏微分方程时表现明显：如果边界条件不涉及导数，则全

域、紧支距离基函数计算精度都较高；然而如果边界条件中涉及到导数，则两

者计算效果都差。针对这一特点，本章又提出了 Hermit配点法。 

距离基函数 Hermit配点法通过在具有导数特性的边界结点处引入 Hermit近

似项，可以有效地提高这类问题的求解精度，这对距离基函数的广泛应用具有

很好的指导意义。然而必须注意的是，由于加入了附加的未知量，计算量有所

增加；由于导数边界处引入的附加近似项本身具有导数属性，因此对距离基函

数的光滑性也有更高的要求。 

另外，值得注意的是，在直接配点法和 Hermit 配点法中，紧支距离基函数

的表现并不令人十分满意。通常，它们只有在紧支域较大的情况下才能取得较

好的计算结果。对此，本文将做进一步的研究。 
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第五章 修正的紧支距离基函数配点法 

5.1 引言 

使用紧支距离基函数，在计算中可使系数矩阵具有稀疏、带状的特点，有利

于大型问题的求解，这是全域距离基函数所不及的。然而通过前一章的分析可

以看出，使用紧支距离基函数进行近似时，一般要在紧支域半径较大的情况下

才能有较好的效果，因此并不能充分发挥紧支的优点。 

本章将对紧支距离基函数提出修正方案，以构造既有紧支特性，又具有良好

的计算效果的紧支距离基函数；然后使用修正紧支距离基函数构造场函数的近

似，结合配点方案构造了求解偏微分方程的无网格方法；并将其用于泊松方程、

弹性静力问题、弹性动力基本问题和弹塑性基本问题等的求解。通过计算实例，

可以看出修正紧支距离基函数配点法的易用性和有效性。本章所得到的方法是

真正无网格的方法，具有计算简单、高效的优点。 

 

5.2 归一化的紧支距离基函数 

5.2.1 紧支距离基函数归一化处理方案 

当使用紧支距离基函数 ( )rφ 对函数 ( ),f ∈Ωx x 进行近似时，在域Ω中布置一

组离散结点 ix ，其中 1,2, ,i N= ! ，并假定结点 ix 处对应的待定参数值 ic ，从而

得到 ( )f x 的近似表达 ( )hf x ： 

1
( ) ( )

N
h

i i
i

f c φ
=

= ⋅ −∑x x x                              (5-1) 

其中 ( )iφ −x x 表示以 ix 为中心的紧支距离基函数，通常也被称为结点 ix 对应的

基函数，并简记为 ( )iφ x 。 

事实上，(5-1)式所表示的近似一般是比较粗糙的。一方面，不论所取结点数

稠密情况如何、结点的分布状况如何，也不论某个结点的具体位置在哪，是否

位于求解域边界上，它们所对应的距离基函数形状却是相同的；另一方面，一

般情况下基函数不满足归一化条件，即： 
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1
( ) 1

N

i
i

φ
=

≠∑ x                                     (5-2) 

这意味着即使对于常数场函数，(5-1)式也不能精确近似。 

当然，可以设法将结点基函数的紧支半径与结点的分布情况相关联。这一点

在移动最小二乘近似算法中对权函数的紧支半径进行自动选取时已有详细说

明，可以参看本文以前相关章节，此处不再叙述。 

针对(5-2)所示的情况，可以提出如下归一化方案： 

1

( )( )
( )

i
i N

i
i

φφ
φ

=

=
∑

xx
x

"                                  (5-3) 

其中， ( )iφ x" 被称为结点 ix 对应的归一化紧支距离基函数。容易看出， ( )iφ x" 仍保

持紧支特性，并且满足归一化条件。当然， ( )iφ x" 的计算要比 ( )iφ x 复杂，尤其是
对导数的计算。 

使用归一化紧支距离基函数，(5-1)式可以改写为： 

1
( ) ( )

N
h

i i
i

f c φ
=

= ⋅∑x x"                              (5-4) 

这里以前面一章中所介绍的紧支距离基函数 CSRBF2为例，说明归一化处理

对紧支距离基函数的影响。在 [0,20]x ∈ 区域中均匀布置 21个结点，各结点基函

数对应的紧支域半径均取 2.5R = 。未经处理的基函数在各结点完全相同，而归

一化处理以后的基函数则是不同的。图 5-1 给出了中心结点 10.0x = 处所对应的

普通距离基函数和归一化的距离基函数；图 5-2给出了不同结点所对应的归一化

距离基函数，其中包括：左端点 0.0x = 处，右端点 20.0x = 处和中心结点处；图

5-3 和图 5-4 给出了基函数的一阶导数；图 5-5 和图 5-6 给出了基函数的二阶导

数。由于结点均布，对于紧支域位于求解域内部的那些结点，所对应的归一化

距离基函数相同，而边界处结点所对应的归一化紧支基函数则有较大的变化。 

 



第五章 修正的紧支距离基函数配点法 

 73

 

 

 

5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

0

1

2

3

4

5

6

 距 距 距距距
 归归 归归 距 距 距距距

y

x

 
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

-0.1

0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

归归 归归 距 距 距距距

 左 左 左 左

 中 中 左 左

 右 左 左 左

y

x

 
      图 5-1 中心结点对应的基函数        图 5-2 不同结点对应的归一化基函数 
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        图 5-3基函数的一阶导数            图 5-4 归一化基函数的一阶导数 
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         图 5-5基函数的二阶导数           图 5-6 归一化基函数的二阶导数 
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5.2.2归一化的紧支距离基函数插值 

使用(5-4)式进行插值计算很简单，设函数 ( )f x 在结点 ix 处的函数值为 if ，

则求解系数 ic 所对应的方程如下所示： 

1
( ) ( 1, 2 )

N

k k j j
k

c f j Nφ
=

= =∑ x" !                           (5-5) 

将上述方程对应的系数矩阵记为 N N×A ，其分量形式为： 

( ) ( , 1,2, , )jk k j j k Nφ= =A x" !                           (5-6) 

为了说明归一化处理对插值近似效果的影响，以下对给定函数 ( , )f x y 进行插

值分析： 

    ( , ) sin( ) cos( ), [0.5,3.0], [0.5,3.0]f x y x y x y= ⋅ ∈ ∈    

为了比较计算的误差，根据离散的插值结点，定义一阶导数的误差 2E 和二阶导

数的误差 2D ，具体定义可参看以前章节。 

计算中采用10 10× 的均布结点。所使用的紧支距离基函数如前一章中所述。 

表 5-1给出了分别使用普通紧支距离基函数和归一化紧支距离基函数，在不

同的紧支域半径 R时对应的计算误差，其中前缀”U_”表示归一化处理。通过该

表可以看出，归一化处理大大提高了近似的精度，尤其是对边界附近的近似效

果有明显的改善。与未加处理的紧支距离基函数相比，归一化处理的基函数在

覆盖域较小的情况下就可以得到较好的近似效果。 

 

 R CSRBF2 U_CSRBF2 CSRBF6 U_CSRBF6 

1.0 33.369 2.40136 56.323 7.5952 

2.0 4.9013 0.40674 7.916 0.6389 

3.0 1.4558 0.2916 2.009 0.1969 2E  

4.0 0.794 0.3153 0.762 0.1271 

1.0 328.821 26.3734 513.416 71.180 

2.0 54.069 4.83789 90.204 7.774 

3.0 54.069 3.802 24.867 2.6169 2D  

4.0 9.532 4.089 9.8157 1.7573 

表 5-1 函数插值的误差（%） 
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5.3 紧支距离基函数完备性修正 

从上节的分析可以看出，归一化处理方案能够有效地提高紧支距离基函数的

近似属性。由于可以把归一化处理看成是零阶完备性要求，因此可进一步扩展：

如果将紧支距离基函数加以修正，使其满足更高阶的完备性要求，那么一定可

以进一步提高其近似能力。 

 

5.3.1 完备性条件 

设距离函数 ( )rφ 具有紧支特性，在区域Ω中取 N个离散的结点 ix 。各结点 ix

对应的紧支距离基函数为 ( )iφ x ，则相应的紧支距离基函数近似为： 

1
( ) ( )

N
h

i i
i

f c φ
=

= ⋅∑x x                                  (5-7) 

一般地，上式的近似不能精确地模拟线性函数、二次函数、等等，甚至不能

精确地模拟常数函数。将距离基函数进行归一化处理，则可使它们能够精确模

拟常数函数。 

所谓 k阶完备性要求，就是要求相应的紧支距离基函数近似可以精确模拟 k

次完全多项式。将经过修正的，满足 k阶完备性要求的紧支距离基函数记为

( )k
iφ x" ，则具体定义如下： 

0k = ，零阶完备性要求，即为归一化要求： 

0

1
( ) 1

N

i
i

φ
=

=∑ x"                                       (5-8) 

 

1k = ，一阶（线性）完备性要求： 

一维情况下： 

1

1

1

1

( ) 1

( )

N

i
i
N

i i
i

x

x x x

φ

φ

=

=

=

⋅ =

∑

∑

"

"
                               (5-9a) 

二维情况下: 
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1

1

1 1

1 1

( ) 1

( ) , ( )

N

i
i
N N

i i i i
i i

x x y y

φ

φ φ

=

= =

=

⋅ = ⋅ =

∑

∑ ∑

x

x x

"

" "
                   (5-9b) 

 

2k = ，二阶完备性要求： 

一维情况下： 
2

1

2

1

2 2 2

1

( ) 1,

( ) ,

( ) ,

N

i
i
N

i i
i
N

i i
i

x

x x x

x x x

φ

φ

φ

=

=

=

=

⋅ =

⋅ =

∑

∑

∑

"

"

"

                               (5-10a) 

二维情况下: 
2

1

2 2

1 1

2 2 2 2 22 2

1 1 1

( ) 1,

( ) , ( ) ,

( ) , ( ) , ( ) ,

N

i
i
N N

i i i i
i i
N N N

i i i i i i i
i i i

x x y y

x x x y xy y y

φ

φ φ

φ φ φ

=

= =

= = =

=

⋅ = ⋅ =

⋅ = ⋅ = ⋅ =

∑

∑ ∑

∑ ∑ ∑

x

x x

x x x

"

" "

" " "

   (5-10b) 

 

同样可以定义任意维空间中任意阶的完备性要求，此处不再描述。 

通过对紧支距离基函数 ( )iφ x 进行修正，使其满足一定的完备性条件，则可

得到修正的距离基函数 ( )k
iφ x" 。 

 

5.3.2完备性修正方案 

此处以一维空间中的二阶完备性为例详细说明对紧支距离基函数 ( )i xφ 进行

完备性修正的方案。 

设修正后的距离基函数 ( )i xφ" 的形式为： 

2
0 1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )i i i ix x b x b x x x b x x xφ φ  = ⋅ + ⋅ − + ⋅ − 

"            (5-11) 
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其中， 0 ( )b x 、 1( )b x 和 2 ( )b x 为待定的修正系数，并且它们是空间坐标的函数。 
将(5-11)所示的修正式代入二阶完备性条件(5-10a)中，得到：  

2

1 1 1
0

2
1

1 1 1
2

2 2 2 2

1 1 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

N N N

i i i i i
i i i

N N N

i i i i i i i i
i i i
N N N

i i i i i i i i
i i i

x x x x x x x
b x

x x x x x x x x x x b x
b x

x x x x x x x x x x

φ φ φ

φ φ φ

φ φ φ

= = =

= = =

= = =

 ⋅ − ⋅ − 
   
   ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅   
     

⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − 
 

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑
2

1
x
x

 
 =  
  

  (5-12) 

 

定义矩阵A： 

2

1 1 1

2

1 1 1

2 2 2 2

1 1 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

N N N

i i i i i
i i i

N N N

i i i i i i i i
i i i
N N N

i i i i i i i i
i i i

x x x x x x x

x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x

φ φ φ

φ φ φ

φ φ φ

= = =

= = =

= = =

 ⋅ − ⋅ − 
 
 = ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − 
 
 

⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − 
 

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑

A     (5-13a) 

向量P： 

   21
T

x x =  P                                          (5-13b) 

向量B： 

   2( ) ( ) ( ) ( ) ( )i i i i ix x x x x x xφ φ φ = ⋅ − ⋅ − B                    (5-13c) 

由(5-12)可解得系数： 

0
1

1

2

( )
( )
( )

b x
b x
b x

−

 
  = ⋅ 
  

A P                                      (5-14) 

值得注意的是，此处所得系数为空间坐标的函数，对于不同计算点需重新计

算。将所求得的系数代回(5-11)式，则可以得到修正后的距离基函数 ( )i xφ" ： 
1( )i xφ −= ⋅ ⋅B A P"                                      (5-15) 

一般情况下，无法得到函数 ( )i xφ" 的解析表达式。 
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对于其它完备性要求的修正方案，与上述类似，此处不赘述。仅给出几种情

况所对应的修正表达式。 

0k = ，零阶完备性要求： 

0( ) ( ) ( )i i bφ φ= ⋅x x x"                                   (5-16a) 

 

1k = ，一阶（线性）完备性要求： 

一维情况下： 

[ ]0 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )i i ix x b x b x x xφ φ= ⋅ + ⋅ −"                        (5-16b) 

二维情况下: 

0 1 1( ) ( ) ( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( )i i x i y ib x y b x y x x b x y y yφ φ  = ⋅ + ⋅ − + ⋅ − x x"    (5-16c) 

 

2k = ，二阶完备性要求： 

一维情况下： 

2
0 1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )i i i ix x b x b x x x b x x xφ φ  = ⋅ + ⋅ − + ⋅ − 

"          (5-16d) 

二维情况下: 

0

1 1

2 2
2 2 2

( , )
( ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( )

( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( )( )
i i x i y i

x i y i xy i i

b x y
b x y x x b x y y y

b x y x x b x y y y b x y x x y y

φ φ

 +
 

= ⋅ ⋅ − + ⋅ − + 
 

⋅ − + ⋅ − + ⋅ − −  

x x"  

(5-16e) 

在得出了修正的紧支距离基函数之后，就可以使用其进行场函数的近似： 

1
( ) ( )

N
h

i i
i

f c φ
=

= ⋅∑x x"                                    (5-17) 

 

5.3.3完备性修正方案所涉及的计算 

式(5-15)给出了修正距离基函数的计算公式，其中需要对矩阵A求逆，因此
必须保证在任意计算点矩阵A是可逆的。设 k阶完全多项式包含的单项式基个数
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为m，则矩阵A的阶数为m。将矩阵A的秩记为 rA，根据式(5-13a)可以看出，

如果对计算点 x有影响的结点个数为 n，则式(5-13a)中的求和次数为 n，那么：
r n≤A 。因此矩阵A可逆的必要条件是： 

m n≤                                         (5-18) 

为了保证上述条件成立，各结点所对应的紧支基函数的紧支半径必须根据结点

的分布进行设定，具体方案可以参看本文在第二章中的相关说明。 

在修正距离基函数的导数计算时，需要用到 1−A 的导数。计算可如下所示进

行： 

由于 1 I−⋅ =A A ，因此 
1 1

1( ) 0
x x x

− −
−∂ ⋅ ∂ ∂= + =

∂ ∂ ∂
A A A AA A                        (5-19) 

1
1 1

x x

−
− −∂ ∂= −

∂ ∂
A AA A                                 (5-20a) 

同理： 
1

1 1

y y

−
− −∂ ∂= −

∂ ∂
A AA A                                 (5-20b) 

同样方法可以计算出 1−A 的高阶导数。 
2 1 2 1

1 1
2 2( 2 )

x x x x

− −
− −∂ ∂ ∂ ∂= − +

∂ ∂ ∂ ∂
A A A AA A                     (5-21a) 

2 1 2 1
1 1

2 2( 2 )
y y y y

− −
− −∂ ∂ ∂ ∂= − +

∂ ∂ ∂ ∂
A A A AA A                     (5-21b) 

2 1 2 1 1
1 1( )

x y x y x y y x

− − −
− −∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂= − + +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
A A A A A AA A             (5-21c) 

通过以上分析可以看出：完备性修正后的紧支距离基函数，不仅取决于所使

用的原始距离基的形式，而且取决于完备性阶次、紧支域大小和结点的分布情

况等。因此必定具有更好的近似属性。 

另外，前面所述的归一化处理方案，实际上是完备性修正的一种特例。 

 

5.3.4完备性修正后的紧支距离基函数实例 

以紧支距离基函数 CSRBF2为例，说明完备性修正对距离基函数的影响。在

[0,20]x ∈ 区域中均匀布置 21个结点，各结点对应的紧支域半径均取 2.5R = 。未
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经处理的基函数在各结点完全相同，而完备性修正以后则是不同的，尤其是在

边界结点处。以下说明中，前缀”M1_”表示一阶（线性）完备性修正，前缀”M2_”

表示二阶完备性修正， 

图 5-7 给出了中心结点 10.0x = 所对应的普通距离基函数、线性完备性距离

基函数，以及二次完备性距离基函数； 

图 5-8 给出了中心结点 10.0x = 所对应的普通距离基函数、线性完备性距离

基函数，以及二次完备性距离基函数的一阶导数； 

图 5-9 给出了中心结点 10.0x = 处所对应的普通距离基函数、线性完备性距

离基函数，以及二次完备性距离基函数的二阶导数； 

图 5-10给出了不同位置的一次完备性距离基函数，其中包括：左端点 0.0x = ，

右端点 20.0x = 和中心结点； 

图 5-11给出了不同位置的二次完备性距离基函数，其中包括：左端点 0.0x = ，

右端点 20.0x = 和中心结点； 

图 5-12给出了一次完备性基函数的一阶导数；图 5-13则给出了二次完备性

基函数的一阶导数。 

通过这些图象，可以看出完备性修正对紧支基函数的影响。 
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图 5-7 中心结点所对应的紧支基函数 

 

 



第五章 修正的紧支距离基函数配点法 

 81

 

 

 

7 8 9 10 11 12 13

-6

-4

-2

0

2

4

6
  归 一 一 距

 CSRBF2
 M1_CSRBF2
 M2_CSRBF2

y

x
7 8 9 10 11 12 13

-15

-10

-5

0

5

10
  二一 一 距

 CSRBF2
 M1_CSRBF2
 M2_CSRBF2

y

x

 
        图 5-8 基函数的一阶导数             图 5-9 基函数的二阶导数 
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      图 5-10 一次完备性紧支基函数         图 5-11 二次完备性紧支基函数 

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

-1.0

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

M1_CSRBF2归 归 一 一 距

    左左左 左
    中 中 左 左

    右 左左 左

y

x
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

-1.6

-1.2

-0.8

-0.4

0.0

0.4

0.8

1.2

1.6

M2_CSRBF2归 归 一 一 距
     左左左 左
     中 中 左 左

     右 左左 左

y

x

 
      图 5-12 一阶导数(一次完备性)         图 5-13一阶导数(二次完备性) 
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5.3.5使用完备性修正的紧支距离基函数进行插值 

为了说明完备性修正对近似效果的影响，仍以给定函数 ( , )f x y 的插值分析为
例进行说明： 

插值分析一：插值分析一：插值分析一：插值分析一： 

曲面:  ( , ) sin( ) cos( ), [0.5,3.0], [0.5,3.0]f x y x y x y= ⋅ ∈ ∈    

插值所得的近似函数 ( , )hf x y 形式如式(5-17)所示。 

    计算中采用10 10× 的均布结点。 

表 5-2和 5-3给出了使用不同阶次完备性修正前后的紧支距离基函数，在不

同的紧支域半径R时所对应的计算误差。其中前缀”M1_”表示一阶（线性）完备

性修正，”M2_”表示二阶完备性修正。对于 M2_CSRBF2 在 0.4R = 的情况下，

由于结点覆盖域太小，导致计算不能进行。 

 

CSRBF2 M1_CSRBF2 M2_CSRBF2  

2E  2D  2E  2D  2E  2D  

R=0.4 70.538 3531.8 4.862 288.7 - - 

R=0.6 86.648 886.86 3.135 33.56 0.928 7.392 

R=0.8 60.245 540.25 0.979 12.518 0.451 6.255 
R 

R=1.0 33.369 328.821 0.2085 3.633 0.096 1.421 
表 5-2 使用修正的 CSBRF2插值的误差（%） 

 

CSRBF6 M1_CSRBF6 M2_CSRBF6  

2E  2D  2E  2D  2E  2D  

R=0.7 84.44 952.75 3.316 35.66 0.944 6.153 

R=0.75 81.76 840.81 2.886 31.75 0.787 6.463 

R=0.8 77.66 753.23 2.451 27.75 0.658 6.679 
R 

R=1.0 56.32 513.41 1.131 13.85 0.379 4.915 
表 5-3 使用修正的 CSBRF6插值的误差（%） 
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插值分析二：插值分析二：插值分析二：插值分析二： 

曲线：  
2

2 3( ) sin( ) [0.0,2.0]
x

y x x e x= + ∈  

使用 21 个均布结点进行近似，图 5-14、图 5-15 和图 5-16 分别给出了函数

及一阶、二阶导数的近似结果。 

其中均包括以下几种情况： 

使用紧支距离基函数 CSRBF2，紧支域半径R  =0.3； 

使用紧支距离基函数 CSRBF2，紧支域半径R  =2.0； 

使用一次完备性紧支距离基函数M1_CSRBF2，紧支域半径R  =0.3； 

使用二次完备性紧支距离基函数M2_CSRBF2，紧支域半径R  =0.3； 

使用二次多项式基的移动最小二乘法(MLS)，紧支域半径R  =0.3； 
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图 5-14 函数的近似结果 
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图 5-15 一阶导数的近似结果 
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图 5-16 二阶导数的近似结果 

 

通过上述数据表和图象，并与距离基函数近似计算的结果加以比较，可以明

显看出：完备性修正可以大大提高近似的精度，尤其是导数的近似效果；通过

完备性修正，在近似时可以使用较小的紧支域半径，从而保持紧支的优点，克

服紧支距离基函数近似在紧支域较小时误差大的弱点。另外，经过完备性修正

的紧支距离基函数具有与移动最小二乘近似相当的效果。 
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5.4 修正的紧支距离基函数配点法 

从本节开始，将使用修正紧支距离基函数构造场函数的近似，结合配点方案

构造求解偏微分方程的无网格方法，并将其用于泊松方程、弹性静力问题、弹

性动力基本问题和弹塑性基本问题等的求解。通过计算实例，可以看出修正紧

支距离基函数配点法的易用性和有效性。所得到的方法是真正无网格的方法，

具有计算简单、高效的优点。 

与本文以前各章所述的方法相比，不同之处在于，本章的计算方法中使用修

正距离基函数构造近似。假定待解的场函数为 ( )u x ，其中 ∈Ωx 。在求解域内布

置 N个离散结点 1 2, Nx x x! ，选取某种紧支距离基函数 ( )rφ ，可以建立对场函数

的修正紧支距离基函数近似： 

1
( ) ( )

N
h

i i
i

φ
=

= ⋅∑u x x u"                                 (5-22) 

其中，，，， ( )iφ x" 为结点 ix 对应的修正紧支距离基函数，它们满足某种阶次的完备性

要求。 

在以后的描述中，“CSRBF”指普通的紧支距离基函数，前缀“U_”表示归

一化处理（也可看作是零阶完备性处理），前缀“M1_”表示一阶完备性处理，

前缀“M2_”表示二阶完备性处理。 
 

5.5 修正紧支距离基函数直接配点法求解边值偏微分方程 

5.5.1 一般格式 

边值偏微分定解方程的一般形式为： 

    

( ( )) ( )
( ) ( )

( ( )) ( )
u

t

S
S

= ∈Ω
 = ∈
 = ∈

B u x f x x
u x u x x

T u x t x x"
                           (5-23) 

其中第 1式为偏微分方程，第 2、3式分别为基本边界条件和自然边界条件，对

于力学问题则分别被称为平衡方程，位移边界和力边界条件；Ω为求解区域， uS

为基本边界， tS 为自然边界。 )(xu 为待求场函数，B和T为微分算子， )(xf 、 )(xu
和 ( )t x" 分别为定义在域内、基本边界上和自然边界上的已知函数。 
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在直接配点法中，对于求解域内部的结点，要求在该位置满足偏微分方程；

对于边界上的结点，要求在该位置满足相应的边界条件，从而形成求解方程。

则方程(5-23)相应的直接配点格式为： 
* * *

* * *

* * *

( ( )) ( )
( ) ( )

( ( )) ( )

h

h
u

h
t

S
S

 = ∀ ∈Ω
 = ∀ ∈
 = ∀ ∈

B u x f x x
u x u x x

T u x t x x"" " "
                        (5-24) 

5.5.2 泊松方程求解分析 

本节将通过泊松方程的求解分析，研究修正紧支距离基函数的收敛属性。 

考虑如下的泊松方程： 
2 2( , ) 2.0 ( ) : [0,1], [0,1]

( , ) 0.0
u x y x y x y in x y

u x y on
∆ = − × + − − Ω ∈ ∈

= ∂Ω
        (5-25a) 

该问题的精确解为： 
2 2( , ) ( ) ( )u x y x x y y= − ⋅ −                                   (5-25b) 

为了比较计算的误差，根据离散的插值结点，定义函数近似的误差 2U 和一

阶导数近似的误差 2E ： 

1
2

1

( ( ) ( )) ( ( ) ( ))
100%

( ) ( )

N
h h

k k k k
k

N

k k
k

u u u u
U

u u

=

=

− ⋅ −
= ×

⋅

∑

∑

x x x x

x x
             (5-26a) 

    1
2

1

( ( ) ( )) ( ( ) ( ))
100%

( ) ( )

N
h T h

k k k k
k

N
T

k k
k

u u u u
E

u u

=

=

− ⋅ −
= ×

⋅

∑

∑

d x d x d x d x

d x d x
        (5-26b) 

其中； 

          , ,[ , ]T
x yu u u=d ， , ,[ , ]h h h T

x yu u u=d  

首先，采用15 15× 的均匀布点方案，使用直接配点法进行求解。表 5-4给出

了使用紧支距离基函数 CSRBF2、归一化的紧支距离基函数 U_CSRBF2、以及修

正的紧支距离基函数M1_CSRBF2和M2_CSRBF2求解时，误差随覆盖域半径R

不同而变化的情况。根据该表可以看出，随着完备性阶次的增加，近似精度有

很大提高；并且，完备性修正克服了紧支距离基函数近似要求覆盖域较大的缺
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点。分析 M1_CSRBF2 和 M2_CSRBF2 的计算结果可以看出，增大紧支域半径

并不一定能取得更好的结果。（表中“*”号标出了精度最高的一种情况）。 

 R CSRBF2 U_CSRBF2 M1_CSRBF2 M2_CSRBF2 

0.2 28.1 4.82 5.02 0.0565 

0.25 12.1 1.24   0.040 *   0.0198 * 

0.3 4.49 0.827 0.191 0.0318 2U  

0.35   2.66 *   0.489 * 0.247 0.0553 

0.2 41.4 19.9 5.61 0.435 

0.25 27.5 9.48   0.394 *   0.0874 * 

0.3 19.5 4.85 0.781 0.308 2E  

0.35   15.3 *   2.59 * 0.578 0.398 
表 5-4 均匀布点泊松方程求解误差(%) 

其次，采用15 15× 的随机布点方案进行求解。表 5-5给出了相应的计算结果。

布点方案如图 5-17 所示。结果表明，虽然布点方案对计算有一定的影响，但修

正紧支距离基函数近似仍具有较高的求解精度。通过该表还可以看出，覆盖域

半径的选取对解有较大的影响，比如在同样的 R 下，U_CSRBF2 的函数近似精

度就优于M1_CSRBF2和M2_CSRBF2；在 R=0.2时，M1_CSRBF2的计算精度

优于M2_CSRBF2。对于紧支覆盖域半径的选取，方法与移动最小二乘法中紧支

权函数覆盖域半径的选取相同，在本文的第二章中有详细介绍。 

 R CSRBF2 U_CSRBF2 M1_CSRBF2 M2_CSRBF2 

0.2 54.5 3.18 8.81 9.12 

0.25 21.5 0.930 2.90 0.967 

0.3 7.44 0.430 1.54 0.722 2U  

0.35 3.75 0.328 0.653 0.429 

0.2 61.4 22.0 10.7 22.9 

0.25 32.1 10.0 4.45 3.20 

0.3 19.4 5.02 2.69 3.43 2E  

0.35 14.6 2.89 1.48 4.48 
表 5-5 随机布点泊松方程求解误差(%) 
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图 5-17 随机布点方案 

另外，采用不同结点数的均匀布点方案，考察了修正紧支距离基函数近似的

收敛属性。在以下的叙述中，将结点疏密变化称为 H 方式的变化，将完备性阶

次的变化称为 P方式的变化。如下给出了两种情况。 

方式一：对于表 5-6，各种计算所采用的紧支覆盖域半径与结点的疏密情况

密切相关。如果结点的间隔为 h∆ ，则相应的紧支覆盖域半径 3.0*R h= ∆ ，因此

不管结点分布疏密，某个结点的紧支覆盖域所包含的结点数是不变的。表中给

出了5 5× 等分、10 10× 等分、15 15× 等分以及 20 20× 等分的布点情况。通过该表

可以看出，对于普通紧支距离基函数，其近似特性严重依赖于紧支域内所覆盖

的结点的数量，即使结点很密，只要紧支域所覆盖的结点较少，计算精度也会

较差；完备性修正可以有效地克服这一弱点，并且随着完备性阶次的提高，这

种弱点不再存在。比较相同结点数而不同完备性阶次的情况，可以看出 P 方式

的收敛性很好。 

方式二：对于表 5-7，各种计算所采用的紧支覆盖域半径相同，不论结点疏

密， 0.3R = 。随着结点分布加密，各结点的紧支覆盖域所包含的结点数将增加。

表中给出了10 10× 等分、12 12× 等分、16 16× 等分以及 20 20× 等分的布点情况。

通过该表可以看出，普通紧支距离基函数，在紧支域半径不大的情况下，H方式

的收敛速率并不快；完备性修正可以有效增快 H 方式的收敛速率。对比表 5-6

和 5-7，可以看出，对于紧支距离基函数，P方式的收敛性优于 H方式。然而，

也应注意到，随着完备性阶次要求的提高，必须要求更大的紧支域半径，以保
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证求解的可行性。这样不仅会使计算量急剧增加，也会使丧失紧支域基函数的

优点。因此，在计算中不应一味追求完备性阶次的提高，一般应不高于三阶。 

 等分 R CSRBF2 U_CSRBF2 M1_CSRBF2 M2_CSRBF2

5X5 0.6 17.4 8.64 5.02 1.33 

10X10 0.3 19.3 5.54 5.10 0.200 

15X15 0.2 28.1 4.82 5.02 0.0565 
2U

 

20X20 0.15 38.4 4.53 4.99 0.0218 

5X5 0.6 50.4 34.7 5.61 4.46 

10X10 0.3 41.1 24.2 6.31 1.08 

15X15 0.2 41.4 19.9 5.61 0.435 
2E

 

20X20 0.15 46.3 17.4 5.33 0.223 
表 5-6 不同结点数对应求解（方式一）误差(%) 

 等分 CSRBF2 U_CSRBF2 M1_CSRBF2 M2_CSRBF2

10X10 19.3 5.54 5.10 0.200 

12X12 11.2 1.96 0.186 0.119 

16X16 4.15 0.490 0.0471 0.0173 2U  

20X20 1.81 0.195 0.062 0.0129 

10X10 41.1 24.2 6.31 1.08 

12X12 30.6 12.7 0.637 0.195 

16X16 17.5 3.68 0.624 0.291 2E  

20X20 11.0 1.36 0.198 0.306 
表 5-7 不同结点数对应求解（方式二）误差(%) 

5.5.3 弹性静力问题求解分析 

关于弹性静力问题的基本方程，在本文的前面章节中有详细说明，此处不再

叙述。使用修正紧支距离基函数直接配点法，这里将进行一些弹性静力的算例

分析，以表明了该方法的有效性。 

在计算中，位移场函数 ( )u x 为基本未知量，为了进行误差比较和分析，对于
具有精确解的问题，仍采用这两种误差描述：结点位移相对误差 uL 和结点应力 Lσ

相对误差，具体定义可参看本文以前章节。 
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算例算例算例算例        开圆孔方板：开圆孔方板：开圆孔方板：开圆孔方板：    

该算例的情况与本文以前章节中相同，具体描述可参看以前章节。在对该算

例进行数值分析时，边界条件的提法仍然采用两种方式：方式一，所有的边界

点施加位移约束；方式二，具有对称性的左边界和下边界使用位移边界条件，

其它边界使用力边界条件。 

为方便比较，此处还给出了使用移动最小二乘直接配点法的计算结果，在计

算中使用的是指数型权函数。将使用线性多项式基函数的 MLS 计算记为

“MLS_1”， 使用二次多项式基的记为“MLS_2”。 

表 5-8给出了边界条件采用方式一时，使用各种方法进行求解，不同结点数

对应的数值计算误差 uL ；表 5-9 则给出了数值计算误差 Lσ。计算中紧支距离基

函数或紧支权函数的覆盖域半径由表 5-10给出。 

图 5-18给出了边界条件采用方式一的情况下，结点数同为 352N = 时，几种

计算所得到的 0x = 应力 xxσσσσ 的分布；图 5-19则给出了使用 M2_CSRBF2时，不

同结点数计算时所对应的 0x = 处应力 xxσσσσ 的分布结果。 
结点数 48 117 352 513 

MLS_1 1.3818 0.4831 0.31074 0.0686 

MLS_2 0.79326 0.2838 0.0379 0.0463 

CSRBF2 35.896 42.96 44.70 50.33 

U_CSRBF2 1.933 4.792 3.04 0.904 

M1_CSRBF2 1.59 0.7575 0.489 0.086 

M2_CSRBF2 1.167 0.5557 0.0595 0.021 

表 5-8 边界为方式一时，位移计算误差 uL  ( % ) 

 

结点数 48 117 352 513 

MLS_1 21.553 9.6621 5.3394 3.3073 

MLS_2 22.824 11.717 3.5054 2.232 

CSRBF2 136.56 192.93 312.21 344.6 

U_CSRBF2 42.74 37.08 24.23 14.097 

M1_CSRBF2 22.460 9.9646 5.973 3.338 

M2_CSRBF2 27.88 12.773 3.914 1.703 

表 5-9 边界为方式一时，应力计算误差 Lσ  ( % ) 
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结点数 48 117 352 513 

MLS_1 

CSRBF2 

U_CSRBF2 

M1_CSRBF2 

1．5 1．0 0．6 0．6 

MLS_2 

M2_CSRBF2 
2．0 1．2 1．0 0．9 

表 5-10计算中紧支域半径的选取 

1 2 3 4 5
0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

3.0

3.5  精 精精
 U_CSRBF2
 M1_CSRBF2
 M2_CSRBF2
 MLS_2

σ 
xx

y

 

图 5-18 边界为方式一，结点数 N=352时， 0x = 处应力 xxσσσσ  
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图 5-19 边界为方式一，使用 M2_CSRBF2时， 0x = 处应力 xxσσσσ  
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表 5-11和表 5-12分别给出了边界条件采用方式二时，数值计算误差 uL 和 Lσ。

图 5-20和图 5-21则给出计算所得到的 0x = 处应力 xxσσσσ 的分布情况。计算中紧支

距离基函数或紧支权函数的覆盖域半径与表 5-10所示相同。 
 

结点数 48 117 352 513 

MLS_1 45.374 6.1523 1.4962 0.93037 

MLS_2 33.298 5.4715 0.92884 0.5244 

CSRBF2 280.47 501.67 332.61 115.26 

U_CSRBF2 96.995 72.973 144.41 119.99 

M1_CSRBF2 88.24 14.855 5.7928 0.977 

M2_CSRBF2 31.384 5.4818 0.8354 0.342 

表 5-11 边界为方式二时，位移计算误差 uL ( % ) 

 

结点数 48 117 352 513 

MLS_1 173.26 25.227 11.271 3.9032 

MLS_2 125.53 23.862 3.9378 2.3448 

CSRBF2 668.58 1275.2 2188.1 675.48 

U_CSRBF2 250.00 147.32 260.68 121.13 

M1_CSRBF2 316.43 96.737 59.435 3.894 

M2_CSRBF2 103.69 15.498 4.138 1.670 

表 5-12 边界为方式二时，应力计算误差 Lσ ( % ) 

1 2 3 4 5
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2.0
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4.0

4.5

5.0

5.5

6.0

6.5

7.0
 精 精精
 M1_CSRBF2
 M2_CSRBF2
 MLS_2
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图 5-20 边界为方式二，结点数 N=352时， 0x = 处应力 xxσσσσ  
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图 5-21 边界为方式二，使用 M2_CSRBF2时， 0x = 处应力 xxσσσσ  

 

图 5-22和图 5-23分别给出了边界条件为方式一和方式二时，用结点应力误

差表示的收敛曲线。图中 h表示结点之间的最小间距。 

 

通过以上的计算结果可以看出，本文所提出的紧支距离基函数修正方法是非

常有效的。对于普通紧支距离基函数，如果紧支域半径较小，增加插值结点并

不能提高计算精度；对于修正的紧支距离基函数，随着完备性阶次的提高，其

求解的精度和收敛性都迅速得到改善。二阶完备性的紧支距离基函数的近似精

度与使用二次多项式基的MLS近似相当，并略有一些超出；同时也可看出，对

于修正紧支距离基函数近似，P 方式的收敛性优于 H 方式；另外，对存在力边

界的问题，计算精度要比仅包含位移边界的问题稍差。 
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图 5-22 边界条件方式一时的收敛曲线     图 5-23 边界条件方式二时的收敛曲线 

5.5.4 弹塑性静力问题求解分析 

有关求解弹塑性静力问题的无网格直接配点格式，在本文的以前章节中有详

细描述，此处不再讨论。本节将以修正的紧支距离基函数近似为基础，按照前

文所建立的增量求解的配点模式，对弹塑性问题进行求解，以验证修正紧支距

离基函数近似的有效性。 

以下是相应的算例分析结果。 
算例算例算例算例 1 1 1 1 ：：：：    

均匀长方板（长 0.15m，宽 0.01m）两端固定，在中间三分之二处受均布载

荷 P, 具体描述可参照本文以前章节的相同算例。 
将加载截面处的位移记为 pu ，加载面左侧的应力记为 Aσ ，加载面右侧的应

力记为 Bσ 。使用修正的紧支距离基函数，计算结果如图 5-24所示，图中给出了

加载截面左右两边的应力 Aσ 和 Bσ ，以及所加载荷 P与加载截面处位移 pu 的关系

曲线。 

计算中采用线性完备性修正的紧支距离基函数M1_CSRBF2，所用结点总数

为 48 个，布点方案为16 3× 的均匀分布，紧支域半径为 0.015m。容易看出，计

算结果与解析解吻合的很好。 
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图 5-24 弹塑性分析结果 

算例算例算例算例 2 2 2 2 ：：：：    

该算例为两端受均匀拉力 P，且中部具有对称缺口的单位厚度板。板的长度

0.04L m= ，宽度 0.02d m= ，缺口宽度 0.01a m= ，缺口深度 0.0025h m= ；板的

材料是各向同性理想塑性材料。结构和材料的详细信息与本文以前章节中的相

应算例相同，可参照前文。 
此处使用修正距离基函数进行计算，在计算中所使用的布点方案也与以前章

节中的计算相同。由于结构的对称性，计算中仅取右上的四分之一部分，对称

面施加相应的对称边界约束，结点总数为 198 个。结点分布图可参看本文以前

章节的相关内容。计算使用二次完备性修正的紧支距离基函数 M2_CSRBF2，紧支

域半径为 0.003m。结果表明：缺口尖端处最先进入塑性，塑性区域随载荷的增

加向周围扩展，计算得到分布载荷的极限值为 7 22.360 10 N m× 。 

当分布载荷 7 21.876 10P N m= × 时，使用本文所述方法、有限元方法（使用

ADINA软件）计算所得的 0.0x = 位置的应力 xxσ 和Mises应力分布分别如图 5-25

和图 5-26所示，其中也包含前文中MLS近似方法计算的结果。有限元计算所用

的网格图也可参看本文以前章节中的相关内容。 



第五章 修正的紧支距离基函数配点法 

 96

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8
0

500

1000

1500

2000

2500

3000

3500

 FEM
 MLS
 M2_CSRBF2

σ xx
  (

10
4  P

a)

y (10-2m)

 

图 5-25  0.0x = 处的应力 xxσ  
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图 5-26  0.0x = 处的 Mises应力 

通过以上算例可以看出该方法的有效性。使用直接配点法所构造的弹塑性静

力问题的无网格增量求解模式，具有高效、简单的特点，并且对于解决弹塑性

大变形问题具有很好的前景。 
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5.6 修正紧支距离基函数最小二乘配点法 

直接配点法只要求平衡方程在域内结点处满足，因此在其他位置、甚至是边

界上的结点处平衡方程都可能不满足。对于边值偏微分方程，这可能造成了解

的精度较差，尤其是在边界附近。针对这种缺点，本文提出了最小二乘配点法，

它不仅要求边界结点处满足边界条件，而且在插值结点(其中包括位于边界上的

结点)和附加的配点处都要求满足平衡方程。 

针对最小二乘配点法实施方案的不同，分为：直接最小二乘配点法、拉格朗

日乘子最小二乘配点法、修正的最小二乘配点法，其中对于边值问题，直接最

小二乘配点法效果较差。关于各种最小二乘方案的具体描述，可参看本文以前

相关章节。本节将以修正的紧支距离基函数近似为基础，按照最小二乘配点模

式，对基本算例进行求解，以验证修正紧支距离基函数近似的有效性。 
以下是相应的算例分析结果。 

算例：算例：算例：算例：    

悬臂梁算例，本算例的详细说明可参看本文以前章节。 

图 5-27所示为计算所得到的上表面应力 xxσσσσ 分布。其中包括如下信息：解析

解对应的应力分布曲线；结点数 126，使用直接配点求解的应力结果；结点数

126，且无附加配点，使用最小二乘配点法求解的应力结果；结点数 126，附加

配点数为 60，使用最小二乘配点法求解的应力结果。结点和配点的分布方案也

可参看本文以前章节。 

计算中都使用二次完备性修正的紧支距离基函数M2_CSRBF2。 

表 5-13给出了这几种计算方案对应的误差。 
 

 直接配点 

(N=126) 

最小二乘配点 

(N=126,M=0) 

最小二乘配点 

(N=126,M=60) 

uL  3.3293 1.0029 0.7734 

Lσ  37.706 2.0520 1.2042 

表 5-13 悬臂梁计算误差（%） 
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图 5-27 悬臂梁计算结果 

通过对比可以看出，最小二乘配点法可以有效地提高数值解的精度。 

 

5.7 修正紧支距离基函数配点法求解弹性动力问题 

5.7.1 弹性动力学基本方程
[1，2，3]

 

考虑域Ω上定义的弹性动力问题，位移边界为 uΓ ，力边界为 tΓ ，其所对应

的偏微分定解方程为(以位移 ( , )tu x 为基本未知量)： 

几何方程： 

, ,
1( , ) ( ( , ) ( , ))
2ij i j j it u t u tε = +x x x     ( ∀ ∈Ωx )               (5-27) 

本构方程： 
( , ) ( , )ij ijkl klt D tσ ε= ⋅x x            ( ∀ ∈Ωx )               (5-28) 

平衡方程： 

, ( , ) ( , ) ( , ) ( , )ij j i i it f t u t u tσ µ ρ+ + =x x x x# ##    ( ∀ ∈Ωx )          (5-29) 

边界条件： 
( , ) ( , )i iu t u t=x x        ( u∀ ∈Γx )                     (5-30a) 

( , ) ( , ) ( , )ij j it n t T tσ ⋅ =x x x"   ( t∀ ∈Γx )                     (5-30b) 

初始条件：  
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0

0

( ,0) ( )
( ,0) ( )

i i

i i

u u
u u

=
=

x x
x x# #

       ( ∀ ∈Ωx )                   (5-31) 

其中参数 x表示空间坐标，参数 t表示时间； ( , )iu tx# 表示速度场， ( , )iu tx## 表

示加速度场； ( , )if tx 、 ( , )iu tx 和 ( , )iT tx" 分别为定义在域内、位移边界上和力边界

上的已知函数； 0 ( )iu x 和 0 ( )iu x# 分别是初始位移和初始速度。在(5-29)式中 ρ表示
质量密度，µ是阻尼系数。由于仅考虑弹性状态，因此(5-28)式中的材料本构参

数为常数。 

为便于说明，本文以后的讨论将以二维问题为例。对二维问题，具体定义： 

( , ) [ ( , ), ( , )]
( , ) [ ( , ), ( , )]

( , ) [ ( , ), ( , ), ( , )]

( , ) [ ( , ), ( , ), ( , )]

T

T
x y

T
x y xy

T
x y xy

t u t v t
t f t f t

t t t t

t t t t

σ σ τ

ε ε γ

=
=

=

=

u x x x
f x x x

x x x x

x x x x

σσσσ

εεεε

               (5-32) 

应变：     

( , )

( , )
( , )( , )

( , )
( , ) ( , )

x

y

xy

u t
xt

v tt
y

t
u t v t

y x

ε
ε
γ

 ∂
 

∂  
 ∂  =   ∂   

   ∂ ∂+ ∂ ∂ 

x

x
xx

x
x x

                    (5-33) 

应力： 
x x

y y

xy xy

σ ε
σ ε
τ γ

   
   = ⋅   
   
   

D                                 (5-34a) 

        
0

0
0 0 0 2

0
0

1 0
1 0 ,

1
10 0

2

ED D
ν

ν
νν

 
 
 

= =  − −
 
 

D              (5-34b) 

平面应变问题：       0 02 ,
1 1

EE νν
ν ν

= =
− −

                    (5-34c) 

平面应力问题：        0 0,E E ν ν= =                          (5-34d) 

其中 E为杨氏模量，ν 为泊松比。 

平衡方程： 
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( , )( , ) ( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , )
( , ) ( , ) ( , )

xyx
x

xy y
y

tt f t u t u t
x y

t t
f t v t v t

x y

τσ µ ρ

τ σ
µ ρ

∂∂ + + + =
∂ ∂

∂ ∂
+ + + =

∂ ∂

xx x x x

x x
x x x

# ##

# ##
             (5-35) 

5.7.2 空间离散方案 

在动力分析中，空间离散与时间离散不相耦合。在求解域内及边界上布置N

个离散结点 1 2, Nx x x! ，将结点 Ix 在时刻 t的位移记为 ( )I tu ，选取紧支距离基函

数 ( )rφ ，根据修正紧支距离基函数近似方案则可建立位移场函数的近似，得到 t

时刻的位移： 

1
( , ) ( ) ( )

N

I I
I

t tφ
=

= ⋅∑u x x u"                              (5-36) 

其中 ( )Iφ x" 为结点 I 所对应的修正紧支距离基函数， ( )I tu 为待解未知量。 

将结点未知量写成矢量形式U，即： 

1 1 2 2( ) [ ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ]T
N Nt u t v t u t v t u t v t=U !!            (5-37) 

引入矩阵φφφφ，定义如下： 

1 2

1 2

( ) 0 ( ) 0 ( ) 0
( )

0 ( ) 0 ( ) 0 ( )
N

N

φ φ φ
φ φ φ

 
=  
 

x x x
x

x x x

" " "!
" " "!

φφφφ        (5-38) 

则可得到位移场函数的矩阵表达形式： 

( , ) [ ( , ) ( , )] ( )Tt u t v t t= = ⋅u x x x Uφφφφ                          (5-39) 

记： 

1 1 2 2( ) [ ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ]T
N Nt u t v t u t v t u t v t=U# # # # # # #!!            (5-40a) 

1 1 2 2( ) [ ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ]T
N Nt u t v t u t v t u t v t=U## ## ## ## ## ## ##!!            (5-40b) 

需要注意的是， ( )I tu 、 ( )I tu# 和 ( )I tu## 并不代表结点 I 的位移、速度及加速度，而

只是结点上定义的待定参数及其对时间的一次与二次导数。 

根据(5-39)式，可以得到相应的速度场和加速度场的近似： 

( , ) [ ( , ) ( , )] ( )Tt u t v t t= = ⋅u x x x U## # # φφφφ                        (5-41a) 

( , ) [ ( , ) ( , )] ( )Tt u t v t t= = ⋅u x x x U#### ## ## φφφφ                        (5-41b) 

定义矩阵算子 1K ， 2K ： 
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0

1 0 0

0 01 1
2 2

x y

D
x y

y x

ν

ν

ν ν

 ∂ ∂
 ∂ ∂ 
 ∂ ∂=  ∂ ∂ 
 − −∂ ∂
 ∂ ∂  

K                        (5-42a) 

2 2 2
0 0

2 2

2 0 2 2 2
0 0

2 2

1 1
2 2

1 1
2 2

x y x y
D

x y y x

ν ν

ν ν

 − +∂ ∂ ∂+ ∂ ∂ ∂ ∂ =
 + −∂ ∂ ∂+ ∂ ∂ ∂ ∂  

K            (5-42b) 

则应力可以表示为： 

1 ( ) ( )
T

x y xy tσ σ τ  = ⋅ ⋅  K x Uσ = φσ = φσ = φσ = φ                      (5-43) 

平衡方程可以表示为： 

2 ( ) ( ) ( , ) ( ) ( ) ( ) ( )t t t tµ ρ⋅ ⋅ + + ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅K x U f x x U x U# ##φ φ φφ φ φφ φ φφ φ φ         (5-44) 

引入矩阵 ( )DM x 、 ( )DK x 和 ( )DC x ，定义如下： 

2( ) ( ), ( ) ( ), ( ) ( )D D Dρ µ= ⋅ = ⋅ = ⋅M x x K x K x C x xφ φ φφ φ φφ φ φφ φ φ      (5-45) 

则平衡方程可进一步表示为： 
( ) ( ) ( , ) ( ) ( ) ( ) ( )D D Dt t t t⋅ + + ⋅ = ⋅K x U f x C x U M x U# ##           (5-46) 

另外，初始条件可表示为：  

初始位移：  [ ]0 0 0( ) ( ) ( ) ( ) T
tt u v=⋅ =x U x xφφφφ                        (5-47a) 

初始速度：  [ ]0 0 0( ) ( ) ( ) ( ) T
tt u v=⋅ =x U x x# # #φφφφ                        (5-47b) 

边界条件可表示为：  

位移边界：  
( , )

( ) ( )
( , )

u t
t

v t
 

⋅ =  
 

x
x U

x
φφφφ      ( u∀ ∈Γx )               (5-48a) 

力边界：   1

( , )
( ) ( )

( , )
x

y

T t
t

T t
  ⋅ ⋅ ⋅ =  
  

x
n K x U

x

"
"φφφφ     ( t∀ ∈Γx )          (5-48b) 

5.7.3 时间域的离散方案 

对于式(5-46)所表示的时间微分问题，通常采用分步数值积分的方法进行求
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解。在本文中，将采用隐式 Newmark 积分方法。时刻 0t = 的位移 0 ( )u x ，速度

0 ( )u x# ，加速度 0 ( )u x## 由初始条件给出；时间 t时刻的位移、速度和加速度分别记
为 ( )tu x 、 ( )tu x# 和 ( )tu x## ；将求解时间域 max0 t∼ 等分为 n个时间间隔 maxt t n∆ = 。

假定时刻 0， t∆ ， 2 t∆ ，!， t的解已求得，计算的目的在于求解 t t+ ∆ 时刻的

解，由此建立求解所有离散时间步所对应解的一般过程。 

Newmark积分方法采用如下假设： 
[(1 ) ]t t t t t t tδ δ+∆ +∆= + − + ∆u u u u# # ## ##                         (5-49) 

21
2t t t t t t tt tα α+∆ +∆

  = + ∆ + − + ∆    
u u u u u# ## ##                (5-50) 

其中α、δ是按积分精度和稳定性要求而决定的参数。 

利用(5-39)和(5-41)式的定义，可以得到： 
[(1 ) ]t t t t t t tδ δ+∆ +∆= + − + ∆U U U U# # ## ##                       (5-51) 

21
2t t t t t t tt tα α+∆ +∆

  = + ∆ + − + ∆    
U U U U U# ## ##              (5-52) 

为了求出 t t+ ∆ 时刻的解，要求在时间 tt ∆+ 基本方程(5-46)能够满足，即： 
( ) ( ) ( ) ( )D t t t t D t t D t t+∆ +∆ +∆ +∆⋅ + + ⋅ = ⋅K x U f x C x U M x U# ##        (5-53) 

由(5-52)可解得, 

2

1 1 1( ) 1
2t t t t t t tt tα α α+∆ +∆

 = − − − − ∆ ∆  
U U U U U## # ##            (5-54) 

将上式代入(5-51)，再一起代入(5-53)，可得到如下表达式： 

2

2

1( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1( ) 1
2

( ) ( 1) 1 , ( )
2

D D D t t t t

D t t t

D t t t

t t

t t

t
t

δ
α α

α α α
δ δ δ

α α α

+∆ +∆
 + − = − ∆ ∆ 

  − + + −  ∆ ∆   
  + + − + − ∆ ∀ ∈Ω  ∆   

K x C x M x U f x

M x U U U

C x U U U x

# ##

# ##

    (5-55) 

式(5-55)即为离散的动力学基本方程，它和式(5-54)、式(5-51)一起构成计算的核

心部分。 
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5.7.4 求解弹性动力问题的直接配点法 

直接配点法要求对于每一个求解时间步（如 t t+ ∆ ），在求解域内的各结点 ix
处满足基本方程，在边界结点处满足此时刻该点对应的边界条件，形成求解方

程组，从而求得 t t+ ∆ 时刻的基本未知量 t t+∆U ；再依次利用(5-54)式和(5-51)式，

求得 t t+∆U## 和 t t+∆U# 。这样即可得到 t t+ ∆ 时刻的位移场、速度场和加速度场。 

综合以上所述，直接配点法求解动力问题的方案可归纳如下： 

1、 初始计算 

(1) 形成转换矩阵H，质量矩阵M，刚度矩阵K，阻尼矩阵C： 

1 1

2 2

1 1

2 2

( ) ( )
( ) ( )

,

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

,

( ) ( )

D

D

N D N

D D

D D

D N D N

   
   
   = =
   
   
      
   
   
   = =
   
   
      

x M x
x M x

H M

x M x

K x C x
K x C x

K C

K x C x

% %

% %

φφφφ
φφφφ

φφφφ
                  (5-56) 

定义载荷矩阵 ( )tQ ： 

[ ]1 2( ) ( , ) ( , ) ( , ) T
Nt t t t=Q f x f x f x!                  (5-57) 

(2) 给定结点初始位移 0 ( )iu x 、初始速度 0 ( )iu x# 。 

利用(5-47a)和(5-47b)，可以得到结点未知量的初始值及对时间的一阶导数： 

0 1

0 21
0

0

( )
( )

( )N

−

 
 
 = ⋅ 
 
  

u x
u x

U H

u x
%

 ，   

0 1

0 21
0

0

( )
( )

( )N

−

 
 
 = ⋅ 
 
  

u x
u x

U H

u x

#
##
%

#

         (5-58) 

由于在 0=t 时刻各结点处应满足方程(5-46)，因此： 

0 0 0 0⋅ + + ⋅ = ⋅K U Q C U M U# ##                           (5-59) 

从而可以求得结点未知量的初始值对时间的二阶导数： 
1

0 0 0 0( )−= + +U M KU Q CU## #                           (5-60) 

(3) 选择时间步长 t∆ ，参数δ和α，并计算如下常数： 
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20
1
t

c
∆

=
α

， 1c
t

δ
α

=
∆
， 2

1c
tα

=
∆
， 3

1 1
2

c
α

= − ， 4 1c δ
α

= −  

5 ( 2)
2
tc δ

α
∆= ⋅ − ， 6 (1 )c t δ= ∆ ⋅ − ， 7c tδ= ⋅∆  

(4) 根据(5-55)式，可形成有效刚度矩阵 K̂： 0 1
ˆ c c= − +K K M C  

由于K、、、、M和C都是带状稀疏矩阵，因而 K̂也将是带状稀疏矩阵。 

      

2、 对于每一时间步长 

(1) 计算时刻 tt ∆+ 的有效载荷 ˆ
t t+∆Q  

0 2 3

1 4 5

ˆ ( )

( )
t t t t t t t

t t t

c c c
c c c

+∆ +∆= − − ⋅ + +

+ ⋅ + +

Q Q M U U U
C U U U

# ##
# ##

                (5-61) 

(2) 形成时刻 tt ∆+ 的基本方程组 
ˆ

t t t t+∆ +∆=KU Q"                                    (5-62) 

(3) 形成时间 tt ∆+ 时边界结点处的边界条件： 
( ) ( )i t t i t t+∆ +∆⋅ =x U u xφφφφ          ( i u∀ ∈Γx )            (5-63a) 

1 ( ) ( )i t t i t t+∆ +∆⋅ ⋅ ⋅ =n K x U T x"φφφφ    ( t∀ ∈Γx )             (5-63b) 

并用它们代替方程组(5-62)中相应自由度所对应的方程，从而形成最终的

待解方程组。 

(4) 求解所形成的方程，得到基本未知量 t t+∆U ； 

(5) 根据(5-54)式和(5-51)式依次计算 t t+∆U## 和 t t+∆U# ，即： 

0 2 3( )t t t t t t tc c c+∆ +∆= − − −U U U U U## # ##                    (5-64a) 

6 7t t t t t tc c+∆ +∆= + +U U U U# # ## ##                          (5-64b) 

(6) 根据(5-39)和(5-41)式，可以得到时间 tt ∆+ 时的位移场、速度场和加速

度场的近似，即： 
( ) ( )t t t t+∆ +∆= ⋅u x x Uφφφφ                            (5-65a) 

( ) ( )t t t t+∆ +∆= ⋅u x x U## φφφφ                            (5-65b) 

( ) ( )t t t t+∆ +∆= ⋅u x x U#### φφφφ                            (5-65c) 

(7) 计算时间 tt ∆+ 时的各结点的位移、速度和加速度： 
( ) ( )i t t i t t+∆ +∆= ⋅u x x Uφφφφ                          (5-66a) 

( ) ( )i t t i t t+∆ +∆= ⋅u x x U## φφφφ                          (5-66b) 
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( ) ( )i t t i t t+∆ +∆= ⋅u x x U#### φφφφ                          (5-66c) 

 

3、 时间步长的选取 

本文中所使用的 Newmark 时间积分方案为隐式格式，该算法在 5.0≥δ ，
2)5.0(25.0 δα +≥ 时为无条件稳定的[1，2，6]，即时间步长 t∆ 的大小不影响解的稳

定性。此时 t∆ 的选择主要是根据解的精度要求而定。 

 

本文的计算中，一般取 0.5δ = 和 0.25α = 。并且不考虑阻尼项，即 0.0µ = 。 

 

5.7.5 动力问题的算例分析
[112-115]

 

算例一：一维杆的振动算例一：一维杆的振动算例一：一维杆的振动算例一：一维杆的振动 
长为 l的杆， 0x = 端固定，x l= 端自由，如图 5-28所示。材料的弹性模量为E，

密度为 ρ； 

 

图 5-28 一维杆模型 

在 x l= 的自由端，该杆受到一纵向冲击载荷 ( ) ( )f t tδ= 的作用。问题的基本方程

和定解条件为： 

2 2

2 2 2

1 0, 0

( ,0) ( ,0) 0.0
(0, ) 0, ( , ) ( )

u u x l
x c t

u x u x
u t l t tσ δ

∂ ∂− = < <∂ ∂ = =
 = =


#                       (5-67) 

其中
Ec
ρ

= ，为波速； 

 l 

f(t) 

x 
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在 0x = 端，为固定边界，位移的反射系数为-1，应力的反射系数为+1；在 x l=

端，为自由边界，位移的反射系数为+1，应力的反射系数为-1。弹性波将在杆的

两个端点来回反射。对于冲击载荷 ( ) ( )f t tδ= ，杆中位移场的解析解为： 

3 3( , ) {[ ( ) ( )] [ ( ) ( )]

5 5[ ( ) ( )] }

c x l x l x l x lu x t H t H t H t H t
E c c c c

x l x lH t H t
c c

− + − += + − − − + − −

− ++ + − − −!
   (5-68) 

其中， ( )H i 为 Heaviside阶跃函数，即： 
1, 0

( )
0, 0

x
H x

x
>

=  <
                                  (5-69) 

采用本文所建立的求解动力问题的修正紧支距离基函数直接配点法，对该问

题进行了数值计算。计算中取： 4E=10 Pa， 3=1.0kg/mρ ， =10.0ml 。此时波速

=100m/sc ，波从一端传至另一端耗时为0.1s，因此使用图 5-29所示的载荷来模

拟冲击载荷。载荷的作用时间为0.02s，在0.01s时达到应力峰值100Pa。 

图 5-30至图 5-33给出了数值计算结果。在计算中，采用均布的 201个结点，

结点间距为 0.05h m∆ = ；使用满足线性完备性的紧支距离基函数M1_CSRBF2，

紧支域半径 0.2R m= ；计算的时间步长取 0.0005t s∆ = ，计算终止时间为

max 0.5t s= 。 

图 5-30给出了 0x = 端的应力变化曲线。作为固支端，应力波的反射系数为

+1，如果不存在阻尼耗散，该点的应力峰值应为 200。计算结果表明，该点在

0.11t s= 时达到第一次应力峰值184.26，与理想峰值的比为92.1%；在 0.31t s= 时

达到第二次应力峰值177.97 ，与理想峰值的比为88.99% 。 

图 5-31给出了位置 5x = 处的位移变化曲线，图 5-32则给出了该位置的应力

变化曲线；该点在 0.06t s= 时达到第一次应力峰值 93.22，与载荷峰值的比为

93.2%；在 0.16t s= 时达到第二次应力峰值90.02，与载荷峰值的比为90% 。 

图 5-33 给出了 x l= 端的位移变化曲线。作为自由端，位移波的反射系数系

数为+1； 

通过结果可以看出，数值计算与解析解吻合的很好。 
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图 5-29 冲击载荷（作用时间为0.02s，峰值为100） 
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图 5-30  x=0 端的应力           图 5-31  x=5.0处的位移 
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图 5-32  x=5.0处的应力           图 5-33  x=10.0处的位移 
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算例二：二维波传播问题的分析算例二：二维波传播问题的分析算例二：二维波传播问题的分析算例二：二维波传播问题的分析    

本例分析了由一个发射装置产生的线源作用到一无限大弹性半空间所产生

的扰动问题。该类波传播问题是由Lamb在1904年首先提出的，因此这类问题被

称为Lamb问题[112]。Achenbach[113,115] 等人给出了这类问题的解析解。 

设在半无限弹性介质的自由表面上作用着线源: 

( ) ( )yy Q x f tσ δ= − ⋅ ⋅                                (5-70) 

并且当 0t ≤ 时， ( ) 0f t = 。问题的几何描述如图5-34所示。 

 
图 5-34 线源作用的半无限弹性介质 

由于结构及载荷的对称性，计算中仅考虑右边二分之一部分。 
在数值计算中，取材料的弹性模量 410E Pa= ，密度为 4 310 /Kg mρ = ，泊松

比 1
3ν = 。相应的波传播速度为 1 /Ec m sρ= = 。设计算终止时间为9s，因此

仅取12 12m m× 的有限区域进行分析。所施加的载荷情况如图5-35所示，相应的

计算模型如图5-36所示。 

 

图 5-35 载荷情况 
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图 5-36 计算模型 
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图 5-37 结点的非均布方案（31 31× ） 
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采用修正紧支距离基函数直接配点法进行数值计算时，使用满足线性完备性

的紧支距离基函数M1_CSRBF2。计算中使用31 31 961× = 个结点，布点方案有两种：

均布和非均布。对于均布的布点方案，x方向和 y方向都被分成30等份，坐标轴

方向的结点间距为 0.4x yh h m∆ = ∆ = ；对于非均布的布点方案，在载荷源 (0,0)附

近结点较密，随着与原点距离的增加，结点在 x方向和 y方向的分布都变稀，坐

标 轴 方 向 的 最 小 结 点 间 距 为 min min 0.125x yh h m∆ = ∆ = ， 最 大 间 距 为
max max 0.571x yh h m∆ = ∆ = 。图5-37给出了结点非均布时的布点情况。 

计算中紧支域半径取 1.0R m= ，时间步长 0.125t s∆ = 。 

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
-0.30

-0.27

-0.24

-0.21

-0.18

-0.15

-0.12

-0.09

-0.06

-0.03

0.00

0.03

0.06

0.09

0.12

σyy

σxx

 精 精精
 结 结结 结结结 结结 结

 结 结结结 结结结 结结 结

St
re

ss

Time (s)

 
图 5-38  中心线上 (0.0, 2.0)− 处的应力响应 
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图5-38给出了数值计算得到的位于中心线上的点 ( 0.0, 2.0)x y= = − 处的应力

响应结果，图中包含应力 xxσ 和 yyσ 的计算结果以及它们的解析解。 

可以看出，使用此处所选取布点方案（均布或非均布）和计算步长，修正紧

支距离基函数直接配点法可获得精确的结果。并且，采用与载荷分布相关的结

点非均布方案，能够获得更好的计算效果。 

 

算例三：结点间距选取的原则算例三：结点间距选取的原则算例三：结点间距选取的原则算例三：结点间距选取的原则    

此处将通过算例的分析，来讨论使用本文所建立的直接配点格式的无网格方

法进行动力问题求解时，选取结点间距的原则。为简明起见，使用一维杆振动

算例，结构和材料的具体描述与前面的算例完全相同：杆长 10l m= ， 0x = 端固

定， x l= 端自由，并且在自由端受到冲击载荷的作用。 

首先，使用均匀分布的 51个结点进行数值计算。此时结点间距为 0.2h m∆ = ；

使用满足线性完备性的紧支距离基函数M1_CSRBF2，紧支域半径取 0.8R m= ；

计算的时间步长 0.0005t s∆ = 。作用于自由端的应力冲击载荷的峰值为 100，但

作用时间发生变化，也即波长不同。由于波速 100 /c m s= ，因此如果冲击载荷作

用时间为 pT ，则波长为 pc Tλ = ⋅ 。 

变化不同的波长，而保持其他条件不变，以进行各种计算。表 5-14 给出了

计算结果：在 5x = 处的第一次及第二次应力峰值与理想峰值的百分比。 

 

加载时间(s) 波长(m) h∆ /波长 
应力第一峰

值百分比 

应力第二峰

值百分比 

0.04 4.0 1/ 20  95.51% 93.94% 

0.03 3.0 1/15  94.03% 92.03% 

0.02 2.0 1/10  91.03% 87.76% 

0.016 1.6 1/8  89.23% 86.99% 

0.012 1.2 1/ 6  85.57% 82.43% 

0.01 1.0 1/ 5  81.90% 76.72% 

0.008 0.8 1/ 4  75.73% 68.24% 

0.006 0.6 1/ 3  64.97% 56.30% 
表 5-14 5.0x = 处应力峰值与理想峰值的百分比（结点总数为 51） 
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另外，图5-39和图5-40给出了载荷作用时间为 0.02s时计算所得到的 5x = 处

位移和应力的响应，此计算时对应的终止时间为 max 0.5t s= 。 
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   图 5-39  5.0x = 处的位移响应          图 5-40  5.0x = 处的应力响应 

然后，保持冲击载荷作用时间 0.02pT s= 不变，即波长 2.0mλ = ，而使用不

同数量的均布结点进行数值计算。使用满足线性完备性的紧支距离基函数

M1_CSRBF2，并且紧支域半径取 4.0*R h= ∆ ；计算的时间步长 0.0005t s∆ = ，

作用于自由端的应力冲击载荷的峰值为 100。表 5-15给出了相应的计算结果： 在

5x = 处的第一次及第二次应力峰值与理想峰值的百分比。 

 

结点

数 

结点间隔

h∆  (m) 

紧支覆盖域

半径R(m) 
h∆ /波长 

应力第一峰

值百分比 

应力第二峰

值百分比 

101 0.1 0.4 1/ 20  92.78% 88.37% 

81 0.125 0.5 1/16  92.44% 88.11% 

51 0.2 0.8 1/10  91.03% 87.76% 

41 0.25 1.0 1/8  89.25% 87.95% 

31 0.3333 1.34 1/ 6  85.98% 85.16% 

26 0.4 1.6 1/ 5  82.67% 81.39% 

21 0.5 2.0 1/ 4  76.09% 74.25% 

17 0.625 2.5 1/ 3.2  68.59% 66.38% 
表 5-15  5.0x = 处应力峰值与理想峰值的百分比（载荷情况不变） 
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 根据该算例的分析可以得出这样一个经验公式：对于修正紧支距离基函数

直接配点格式的无网格方法，为了保证动力计算的精度，结点分布最大间隔 h∆ 应

该满足如下条件： 

1 1( )
10 8

h λ∆ ≤ ⋅∼                                    (5-71) 

其中λ为计算中所涉及的波长。 

 

算例四：时间步长的选取原则算例四：时间步长的选取原则算例四：时间步长的选取原则算例四：时间步长的选取原则    

本文中所使用的隐式格式的 Newmark 时间积分方案在 5.0≥δ ，
2)5.0(25.0 δα +≥ 时为无条件稳定的，即时间步长 t∆ 的大小不影响解的稳定性。

然而 t∆ 的选择却会影响解的精度。一般而言， t∆ 的选取首先必须大于对系统产

生主要影响的固有频率所对应的最小周期。但是，为了保证一定的计算精度， t∆

还应该根据结点的分布情况来选取。 

此处将通过算例的分析，来讨论在使用直接配点格式的无网格方法进行动力

问题求解时，时间步长的选取原则。为简明起见，仍然使用一维杆算例。 

首先，使用均匀分布的 101个结点进行数值计算。此时结点间距为 0.1h m∆ = ；

使用线性完备性的紧支距离基函数M1_CSRBF2，紧支域半径取 0.4R m= ；作用

于自由端的应力冲击载荷的峰值为 100，冲击时间 0.02pT s= ，即波长为 2mλ = 。

使用不同的时间步长 t∆ 进行计算。表 5-16 给出了各自的计算结果： 在 5x = 处

的第一次及第二次应力峰值与理想峰值的百分比。 

 

时间步长 t∆  (s) :t
c
λ∆   应力第一峰值百

分比 

应力第二峰值百

分比 

0.00025 1/80  95.15% 92.61% 

0.0005 1/ 40  92.78% 89.37% 

0.001 1/ 20  88.41% 88.57% 

0.002 1/10  87.58% 77.01% 

0.0025 1/8  84.39% 69.77% 

0.005 1/ 4  65.51% 53.72% 

0.006 1/ 3  64.97% 56.30% 
表 5-16  5.0x = 处应力峰值与理想峰值的百分比（结点数为 101 个） 
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然后，使用均匀分布的 51个结点进行数值计算，此时结点间距为 0.2h m∆ = ；

仍使用满足线性完备性的紧支距离基函数 M1_CSRBF2，但紧支域半径取

0.8R m= 。 

使用不同的时间步长 t∆ 进行计算。表 5-17给出了各自的计算结果： 在 5x =

处的第一次及第二次应力峰值与理想峰值的百分比。 

 

时间步长 t∆  (s) :t
c
λ∆   应力第一峰值百

分比 

应力第二峰值百

分比 

0.00025 1/80  91.23% 90.15% 

0.0005 1/ 40  91.03% 87.76% 

0.001 1/ 20  88.09% 87.17% 

0.002 1/10  86.57% 74.87% 

0.0025 1/8  83.47% 69.14% 

0.005 1/ 4  65.20% 53.66% 
表 5-17  5.0x = 处应力峰值与理想峰值的百分比（结点数为 51 个） 

另外，图5-41和图5-42给出了结点数为51，时间步长 0.001t s∆ = 时计算所得

到的 5x = 处位移响应和应力响应。此计算的终止时间为 max 0.5t s= 。 
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   图 5-41  5.0x = 处的位移响应            图 5-42  5.0x = 处的应力响应 
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根据该算例的分析可以得出这样一个经验公式：对于修正紧支距离基函数直

接配点格式的无网格方法，为了保证动力计算的精度，计算的时间步长 t∆ 应该

满足如下条件： 

1( ) /
20

t cλ∆ ≤ ⋅                                  (5-72) 

其中λ为计算中所涉及的波长， c为材料中的波速。 

 

通过本节的算例可以看出，本文所建立的用于求解动力问题的修正紧支距离

基函数直接配点法是成功的，具有简洁、高效的优点。借助于算例分析，本节

还给出了使用该方法求解时，选择结点间距和时间步长的经验法则。 

 

5.8 小结 

本章讨论了紧支距离基函数的完备性修正方案，以及修正紧支距离基函数在

求解偏微分方程中的应用，内容涉及泊松方程的求解、弹性静力问题的求解、

弹塑性静力问题的求解，以及动力问题的求解。数值计算中使用修正紧支距离

基函数构造近似，使用直接配点方案或最小二乘配点方案形成方程，是简洁高

效的无网格计算方法。通过算例分析可以看出，修正紧支距离基函数配点法是

非常有效的。 

由于直接配点、最小二乘配点等方法在本文的以前章节有详细介绍，因此本

章没有过多讲述；同时，各算例的详细描述也可参照以前的相关章节。而对于

动力问题的计算，本章进行了较为详细的说明，并通过一系列的对比计算，得

到了具有指导意义的结论。 

另外，对于配点法中边界条件提法应注意的事项，在本文以前的章节有详细

的讨论，本章中的内容也都遵循那些原则。 
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第六章 基于子域法的无网格方法 

6.1 引言 

在本文的以前章节中，介绍了几种无网格近似方案（移动最小二乘近似、距

离基函数近似、修正紧支距离基函数近似等），并基于配点法（直接配点法、最

小二乘配点法等）构造了相应的无网格方法，它们都具有“真正无网格”的特

点。本章将使用子域法构造无网格计算方法。 

子域法和配点法都是加权残差方法的特殊格式，所不同的是配点法对结点处

进行约束以形成方程，而子域法是对结点附近的一个区域施加约束以形成方程。

结合无网格近似和子域法所建立的求解方法，仍然具有“真正无网格”的特点。

本章将介绍子域法的基本实现方案，并将其与修正紧支距离基函数近似相结合，

进行了求解力学问题的求解。 

 

6.2子域法 

本节将以弹性静力问题的求解为例对子域法进行说明，并限于二维空间的描

述。考虑弹性静力问题所对应的偏微分定解方程(以位移为基本未知量)： 

( ( )) ( )
( ) ( )

( ( )) ( )
u

t

S
S

= ∈Ω
 = ∈
 = ∈

B u x f x x
u x u x x

T u x t x x!
                            (6-1) 

其中Ω为求解区域， uS 为位移边界， tS 为力边界； )(xu 为待求位移场函数，B
和T为微分算子， )(xf 、 )(xu 和 ( )t x! 分别为定义在域内、位移边界上和力边界

上的已知函数。 

在求解域内及边界上布置 N个离散结点 1 2, Nx x x" ，在结点 Ix 处定义未知量

Iu ，则根据某种无网格近似方案可以建立位移场函数的近似： 

1
( ) ( )

N
h

I I
I

φ
=

= ⋅∑u x x u                                (6-2) 

其中 ( )Iφ x 为无网格近似中结点 I 对应的插值函数， Iu 为待解未知量。 

将近似解 ( )hu x 代入方程(6-1)，将产生如下残差： 
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( ) ( ( )) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ( )) ( )

u

t

h

h
S u

h
S t

S
S

Ω = − ∈Ω
 = − ∈
 = − ∈

R x B u x f x x
R x u x u x x
R x T u x t x x!

                     (6-3) 

如果 ( ) ( ) ( ) 0
u tS SΩ = = =R x R x R x ，则 ( )hu x 为精确解。而对于近似解，残差

将不等于 0。 

在子域法中，对于求解域内部的结点 Ix ，要求在该结点的影响域 IΩ 内平衡

方程的残差加权积分为零，即： 

( ) ( ) 0, ( ) ( ) ( )
I

I I I I u I td S SφΩΩ
⋅ Ω = ∈ Ω ∉ ∉∫∫ R x x x x x∩ ∩         (6-4) 

而对于边界上的结点，要求在该位置相应的边界条件的残差为零，即： 

( ) ( )
( ( )) ( )

h
I I I u

h
I I I t

S
S

 = ∀ ∈
 = ∀ ∈

u x u x x
T u x t x x!                         (6-5) 

如上所示的(6-4)式和(6-5)式构成了子域法求解的基本方程。对于(6-4)式所涉

及的积分计算，以下将做详细说明。 

设结点 Ix 的影响域半径为R，使用原点位于 Ix 的极坐标 ( , )r θ ，可以将(6-4)

式写成： 

2

0 0
( ) ( ) ( , ) ( , )

I

R

I I Ir
d r r r drd

π

θ
φ θ φ θ θΩ ΩΩ = =

⋅ Ω = ⋅ ⋅∫∫ ∫ ∫R x x R          (6-6) 

其中：  cos( )Ix x r θ= + ⋅ ,   sin( )Iy y r θ= + ⋅  

改写后的积分式(6-6)为矩形区域的积分，因此可以采用 Gauss数值积分方法

进行计算。设 Gauss 点坐标 ( , )i ir θ ，对应的积分系数为 ig ，则等式(6-4)可被进

一步写成： 

( , ) ( , ) 0, ( , )i i i I i i i i i
i

g r r r rθ φ θ θΩ⋅ ⋅ ⋅ = ∈ Ω∑ R               (6-7a) 

其中：       
( , ) ( , )
( , ) ( , )

i i i i

I i i I i i

r x y
r x y

θ
φ θ φ

Ω Ω=
 =

R R
     

cos( )
sin( )

i I i i

i I i i

x x r
y y r

θ
θ

= + ⋅
 = + ⋅

          (6-7b) 

此处应注意：在形成式(6-7)时，已经消去某些常数因子。并且，求和只包括

位于求解域Ω内及边界上的积分点，对于那些位于求解域Ω之外的积分点将被

忽略。 

具体地讲，对于某个结点 Ix ，其所对应的子域积分过程为： 
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1.确定 Gauss积分的阶数和积分点的总数 G; 

2.对各个 Gauss积分点循环： 

2.1 确定该积分点的局部极坐标 ( , )i ir θ 及相应的积分系数 ig ； 

2.2将极坐标转换成直角坐标 ( , )i ix y ： 

             
cos( )
sin( )

i I i i

i I i i

x x r
y y r

θ
θ

= + ⋅
 = + ⋅

 

2.3判断点 ( , )i ix y 是否在求解域Ω内部或边界上。若不是，跳转至 2.5; 

2.4计算 ( , ) ( , )i i i I i i ig r r rθ φ θΩ⋅ ⋅ ⋅R ，并累加到方程相应的系数项； 

2.5进行下一个积分点的计算，直至所有积分点都被计算； 

 

由于无网格近似的表达式一般都很复杂，而且通常无法得到解析式，因此在

数值积分计算时要求采用较高阶次的 Gauss积分。这也正是积分型无网格方法计

算量大的一个原因。 

 

6.3子域法算例分析 

结合修正的紧支距离基函数近似，进行了基本的算例分析。 

为了进行误差比较和分析，对于具有精确解的问题，此处仍采用前文定义的

两种误差：结点位移相对误差 uL 和结点应力 Lσ相对误差。 

在子域法的计算中，使用六阶的 Gauss积分。另外，在以下的描述中，MLS_1

表示线性多项式基的移动最小二乘近似；MLS_2 表示二次多项式基的移动最小

二乘近似；M1_CSRBF2 表示线性完备性修正的第二类紧支距离基函数；

M2_CSRBF2表示二次完备性修正的第二类紧支距离基函数。 
    

算例算例算例算例        开圆孔方板：开圆孔方板：开圆孔方板：开圆孔方板：    

中心圆孔半径为 1a = 的无限大方板，在无穷远处承受水平均布拉力 0σ ，计
算模型考虑圆孔中心右上方边长为 5.0的方形部分区域。对于该算例，本文以前

章节有详细描述，此处略过。 

在对该算例进行数值分析时，边界条件的提法仍采用两种方式：方式一，所

有的边界点施加位移约束；方式二，具有对称性的左边界和下边界使用位移边

界条件，其它边界使用力边界条件。 
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表 6-1 给出了边界条件为方式一的情况下，使用 MLS_1 直接配点法、

M1_CSRBF2直接配点法，以及M1_CSRBF2子域法求解时，不同结点数 N所对

应的计算误差。计算中紧支权函数或紧支基函数的影响域半径R也在表中说明；

表 6-2 则给出了使用 MLS_2 直接配点法、M2_CSRBF2 直接配点法，以及

M2_CSRBF2子域法求解时，相应的数值计算误差； 

图 6-1给出了边界条件为方式一的情况下，结点数 N=117时，各种计算所得

到的 x=0处应力 xxσσσσ 的分布。图 6-2则给出结点数 N=352时的结果。 
N=117， 1.0R =  N=352， 0.6R =   

uL  Lσ  uL  Lσ  

MLS_1 直接配点法 0.4831 9.6621 0.31074 5.3394 

M1_CSRBF2直接配点法 0.7575 9.9646 0.4899 5.9731 

M1_CSRBF2子域法 0.5186 8.5091 0.12641 4.2642 

表 6-1 边界条件方式一时的计算误差（%） 

N=117， 1.5R =  N=352， 1.0R =   

uL  Lσ  uL  Lσ  

MLS_2直接配点法 0.2838 11.717 0.03786 3.505 

M2_CSRBF2直接配点法 0.5557 12.773 0.05954 3.9143 

M2_CSRBF2子域法 0.3907 12.200 0.04956 2.5152 

表 6-2 边界条件方式一时的计算误差（%） 
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图 6-1 边界条件方式一，结点数 N=117时，x=0处应力 xxσσσσ 分布 
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图 6-2 边界条件方式一，结点数 N=352时，x=0处应力 xxσσσσ 分布 

表 6-3 给出了边界条件为方式二的情况下，使用 MLS_1 直接配点法、

M1_CSRBF2直接配点法，以及M1_CSRBF2子域法求解时，不同结点数 N所对

应的计算误差。计算中紧支权函数或基函数的影响域半径 R也在表中说明；表

6-4 则给出了使用 MLS_2 直接配点法、M2_CSRBF2 直接配点法，以及

M2_CSRBF2子域法求解时，相应的计算误差。 

图 6-3给出了边界条件为方式二的情况下，结点数 N=117时，各种计算所得

到的 x=0处应力 xxσσσσ 分布；图 6-4则给出了结点数 N=352时的结果。 
 

N=117， 1.0R =  N=352， 0.6R =   

uL  Lσ  uL  Lσ  

MLS_1 直接配点法 6.1523 25.227 1.4962 1.4962 

M1_CSRBF2直接配点法 14.855 96.737 5.7928 59.435 

M1_CSRBF2子域法 3.4967 22.878 1.4244 4.9674 

表 6-3 边界条件方式二时的计算误差（%） 

N=117， 1.5R =  N=352， 1.0R =   

uL  Lσ  uL  Lσ  

MLS_2直接配点法 5.5711 23.273 0.92884 3.9378 

M2_CSRBF2直接配点法 5.3043 25.279 0.83548 4.1382 

M2_CSRBF2子域法 4.9415 28.441 0.34905 2.8180 

表 6-4 边界条件方式二时的计算误差（%） 
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图 6-3 边界条件方式二，结点数 N=117时，x=0处应力 xxσσσσ 分布 
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图 6-4 边界条件方式二，结点数 N=352时，x=0处应力 xxσσσσ 分布 

 

6.4小结 

本章构造了基于子域法的无网格计算方法，并结合修正的紧支距离基函数近

似进行了相应的算例分析。 

由于无网格近似中插值函数的形式复杂且通常无解析表达式，因此为了提高
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数值积分精度，需采用较高阶的 Gauss积分，这必将产生较大的计算量。因此与

配点型无网格方法相比，子域法的计算工作量将数倍于配点法。 

通过对算例的比较分析，可以看出：子域法的计算精度稍优于同等条件的配

点法计算结果，这一点在具有力边界条件时尤为明显。 

另外，与基于 Galerkin变分原理的无网格计算方案相比，子域法不需要积分

网格，因此仍然具有形式简单、完全网格无关的优点。 
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第七章 域外结点近似的无网格方法 

7.1 引言 

通过以前章节的讨论可以看出，对于无网格近似配点法，计算结果误差最大

的位置一般在边界附近，而在求解域内部可以达到很高的精度。因此可以设想，

如果将求解域虚拟地向外扩展，使真实的边界成为虚拟域的域内部分，也许能

够提高边界附近的计算精度。根据这种想法，本文提出了使用域外结点进行无

网格近似的计算方法，并将在本章进行介绍，内容包括域外结点近似配点法和

域外结点近似子域法。 

与本文以前所述的无网格方法相比，域外结点近似无网格法具有以下特点： 

1.在形成近似时加入位于求解域外部的结点； 

2.域外结点不参与离散方程的形成； 

3.对于边界上的结点位置，不仅要求满足相应的边界条件，还要求满足平衡

方程。 

使用域外结点近似的无网格方法，能够有效地改善无网格配点法在边界位置

的计算精度；同时又保持了无网格配点法简单、完全与网格无关的优点。通过

对力学基本算例的分析，说明了该方法的有效性。 

 

7.2域外结点无网格近似方案 

本节将以弹性静力问题的求解为例对域外结点无网格近似方案进行说明，并

限于二维空间的描述。考虑弹性静力问题所对应的偏微分定解方程(以位移为基

本未知量)： 

( ( )) ( )
( ) ( )

( ( )) ( )
u

t

S
S

= ∈Ω
 = ∈
 = ∈

B u x f x x
u x u x x

T u x t x x!
                              (7-1) 

其中Ω为求解区域， uS 为位移边界， tS 为力边界； )(xu 为待求位移场函数，B
和T为微分算子， )(xf 、 )(xu 和 ( )t x! 分别为定义在域内、位移边界上和力边界

上的已知函数。 
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在求解域内及边界上布置 N个离散结点 1 2, Nx x x" ，其中位于边界上的结点

个数记为 SN ；再在求解域外布置 SN 个离散结点 1 2,
SN N N N+ + +x x x" ，要求它们位

于边界附近，并且与边界上的结点相对应。 

在结点 Ix 处定义未知量 Iu ，则利用域内的、边界上的和域外的结点，根据
某种无网格近似方案，可以建立位移场函数的近似： 

1
( ) ( )

SN N
h

I I
I

φ
+

=

= ⋅∑u x x u                              (7-2) 

其中 ( )Iφ x 为无网格近似中结点 I 对应的插值函数。与本文以前所建立的近似不

同的是，在形成近似的过程中使用了位于域外的结点；并且对于近似而言，它

们与域内的结点具有同等的地位。 

 

7.3域外结点无网格近似配点法 

7.3.1 域外结点无网格近似配点法 

在域外结点无网格近似配点法中，对于求解域内部的结点，要求在该位置满

足平衡方程；而对于边界上的结点，不仅要求在该位置满足相应的边界条件，

而且要求在该位置满足平衡方程。方程(7-1)相应的配点格式为： 

( ( )) ( ) 1,2,
( ) ( )

( ( )) ( )

h
I I

h
I I I u

h
I I I t

I N
S
S

 = =
 = ∀ ∈
 = ∀ ∈

B u x f x
u x u x x

T u x t x x

"

!
                     (7-3) 

在无网格近似式(7-2)中包含 SN N+ 组未知量 Iu ，而式(7-3)共包含 SN N+ 组

方程，因此对应的离散方程组可解。 

可以看出，由于引入了与边界结点数目相同的域外结点，从而可以在边界结

点位置施加更为充分的约束，以提高配点计算的精度。 

值得注意的是，域外结点 1 2,
SN N N N+ + +x x x" 所对应的未知量 Iu 只在数值计算

中使用，并不具有任何的物理意义。 

 

7.3.2修正紧支距离基函数域外结点近似配点法算例分析 

结合修正的紧支距离基函数近似，进行了基本的算例分析。在计算中，使用
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满足线性完备性的M1_CSRBF2和使用满足二次完备性的M2_CSRBF2。 

为了进行误差比较和分析，对于具有精确解的问题，此处仍采用本文以前定

义的两种误差：结点位移相对误差 uL 和结点应力相对误差 Lσ。 

在以下的描述中，MLS_1 表示线性多项式基的移动最小二乘近似；MLS_2

表示二次多项式基的移动最小二乘近似。 
    

算例算例算例算例 1111        开圆孔方板：开圆孔方板：开圆孔方板：开圆孔方板：    

中心圆孔半径为 1a = 的无限大方板，在无穷远处承受水平均布拉力 0σ 。该
算例的详细描述可参看本文以前章节，此处略过。 
图 7-1和图 7-2分别给出了直接配点法和域外结点近似配点法计算中所使用

的布点方案的示意图。 
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       图 7-1 直接配点法布点           图 7-2 域外结点近似配点法布点 

在对该算例进行数值分析时，边界条件的提法仍采用两种方式：方式一，所

有的边界点施加位移约束；方式二，具有对称性的左边界和下边界使用位移边

界条件，其它边界使用力边界条件。 

另外，当结点数 N=117时，域外结点近似配点法另有 40个域外结点；当结

点数 N=352时，域外结点近似配点法另有 72个域外结点。 

表 7-1 给出了边界条件为方式一的情况下，使用 MLS_1 直接配点法、

M1_CSRBF2直接配点法，以及M1_CSRBF2域外结点近似配点法求解时，不同
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结点数 N 所对应的计算误差；表 7-2 则给出了使用 MLS_2 直接配点法、

M2_CSRBF2直接配点法，以及M2_CSRBF2域外结点近似配点法时，相应的计

算误差。计算中紧支权函数或紧支距离基函数的影响域半径R也有说明。 

图 7-3给出了边界条件为方式一的情况下，当结点数 N=117时，几种计算所

得到的 x=0处应力 xxσσσσ 的分布；图 7-4则给出了结点数 N=352时的计算结果。 
 

N=117， 1.0R =  N=352， 0.6R =   

uL  Lσ  uL  Lσ  

MLS_1直接配点法 0.4831 9.6621 0.31074 5.3394 

M1_CSRBF2直接配点法 0.7575 9.9646 0.4899 5.9731 

M1_CSRBF2 域外结点近

似配点法 
0.2600 6.4277 0.44316 4.2254 

表 7-1 边界条件方式一时的计算误差（%） 

N=117， 1.5R =  N=352， 1.0R =   

uL  Lσ  uL  Lσ  

MLS_2直接配点法 0.28385 11.717 0.03786 3.505 

M2_CSRBF2直接配点法 0.5557 12.773 0.05954 3.9143 

M2_CSRBF2 域外结点近

似配点法 
1.2221 11.906 0.09241 2.5469 

表 7-2 边界条件方式一时的计算误差（%） 
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图 7-3 边界条件方式一，N=117         图 7-4 边界条件方式一，N=352 
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表 7-3 给出了边界条件为方式二的情况下，使用 MLS_1 直接配点法、

M1_CSRBF2直接配点法，以及M1_CSRBF2域外结点近似配点法求解时，不同

结点数 N 所对应的计算误差；表 7-4 则给出了使用 MLS_2 直接配点法、

M2_CSRBF2直接配点法，以及M2_CSRBF2域外结点近似配点法求解时的计算

误差。计算中紧支权函数或紧支距离基函数的影响域半径R也有说明； 

图 7-5给出了边界条件为方式二的情况下，当结点数 N=117时，几种计算所

得到的 x=0处应力 xxσσσσ 的分布；图 7-6则给出了结点数 N=352时的相应结果。 
N=117， 1.0R =  N=352， 0.6R =   

uL  Lσ  uL  Lσ  

MLS_1直接配点法 6.1523 25.227 1.4962 1.4962 

M1_CSRBF2直接配点法 14.855 96.737 5.7928 59.435 

M1_CSRBF2 域外结点近

似配点法 
4.8071 23.627 1.1679 4.5891 

表 7-3 边界条件方式二时的计算误差（%） 

N=117， 1.5R =  N=352， 1.0R =   

uL  Lσ  uL  Lσ  

MLS_2直接配点法 5.5711 23.273 0.92884 3.9378 

M2_CSRBF2直接配点法 5.3043 25.279 0.83548 4.1382 

M2_CSRBF2 域外结点近

似配点法 
1.5834 13.696 0.27859 3.3213 

表 7-4 边界条件方式二时的计算误差（%） 
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图 7-5 边界条件方式二，N=117           图 7-6 边界条件方式二，N=352 



第七章 域外结点近似的无网格方法 

 128

算例算例算例算例 2  2  2  2  悬臂梁：悬臂梁：悬臂梁：悬臂梁：    

端部受分布载荷的悬臂梁长度 12L m= ，宽度 2D m= 。关于该问题的详细描

述及解析解，可参考本文前面的有关章节，此处略去。 

使用域外结点近似配点法，对该问题进行了数值计算，并与直接配点法的结

果进行了比较。在计算中，使用两种布点方案：结点均布与边界处结点加密。

图 7-7给出了结点均布时的情况，图 7-8则给出了边界处结点加密时的情况。而

将域外结点去掉，即为直接配点法计算的布点方案。 
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图 7-7 结点均布时的布点方案 
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图 7-8 边界处结点加密时的布点方案 

表 7-5给出了在结点均布的情况下，使用MLS_2直接配点法、M2_CSRBF2

直接配点法，以及 M2_CSRBF2 域外结点近似配点法求解时，不同结点数 N 所

对应的计算误差。计算中紧支权函数或紧支距离基函数的影响域半径 R也在表
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中说明。 

对于结点均布情况，当结点数 N=125时，域外结点近似配点法另有 56个域

外结点；当结点数 N=186时，域外结点近似配点法另有 70个域外结点。 
 

N=125， 2.0R =  N=186， 2.0R =   

uL  Lσ  uL  Lσ  

MLS_2直接配点法 8.0042 8.4664 8.1712 9.2278 

M2_CSRBF2直接配点法 26.770 28.194 14.511 15.609 

M2_CSRBF2 域外结点近

似配点法 
6.2173 6.4101 3.0107 3.1000 

表 7-5 结点均布时的计算误差（%） 

 

表 7-6则给出了在结点非均布的情况下，相应的计算结果； 

对于边界处结点加密的情况，当结点数 N=126 时，域外结点近似配点法另

有 70个域外结点；当结点数 N=169时，域外结点近似配点法另有 84个域外结

点。 
N=126， 2.0R =  N=169， 2.0R =   

uL  Lσ  uL  Lσ  

MLS_2直接配点法 3.5924 20.913 0.39218 4.3070 

M2_CSRBF2直接配点法 4.2233 80.337 5.9217 17.461 

M2_CSRBF2 域外结点近

似配点法 
2.2999 2.7592 0.0772 1.8656 

表 7-6 边界处结点加密时的计算误差（%） 

 

图 7-9给出了结点均布的情况下，当结点数 N=186时，几种计算所得到的上

表面应力 xxσσσσ 的分布结果。 

图 7-10则给出了边界处结点加密的情况下，当结点数 N=169时，几种计算

所得到的上表面应力 xxσσσσ 的分布结果。 
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图 7-9 结点均布，N=186               图 7-10 边界处结点加密，N=169 

 

通过以上两个算例的分析可以看出，域外结点的引入能够有效地提高配点法

地求解精度，修正了配点法在边界附近精度较差的缺点。而且，由引入域外结

点所新增的计算量是微不足道的，丝毫没有破坏无网格配点法简洁、高效的优

点。 
 

7.3.3小结 

本节构造了基于域外结点近似和配点格式的无网格计算方法，并结合修正紧

支距离基函数进行了相应的算例分析。 

通过引入域外结点，可以有效地提高近似精度，尤其是在边界附近。这为无

网格计算中边界条件的处理又提供了一条新的思路。 

 

7.4域外结点无网格近似子域法 

7.4.1 域外结点无网格近似子域法 

在域外结点近似子域法中，对于求解域内部和边界上的结点，要求在该结点

对应的紧支子域中，平衡方程残差的加权积分为零；另外，要求在边界结点位
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置满足相应的边界条件；从而形成求解方程。则方程(7-1)相应求解格式为： 

[ ( ( )) ( )] ( ) 1, 2,

( ) ( )
( ( )) ( )

I

h
I I

h
I I I u

h
I I I t

d I N

S
S

φ
Ω

 − ⋅ Ω =
 = ∀ ∈
 = ∀ ∈

∫∫ B u x f x x

u x u x x
T u x t x x

"

!
             (7-4) 

关于上式中所涉及的积分运算，可参看本文以前章节的相关内容。 

 

7.4.2普通紧支距离基函数的域外结点近似子域法算例分析 

在本文以前的章节中曾经提到，使用普通紧支距离基函数直接近似配点法求

解边值偏微分问题时有两点不足：一是当边界条件包含力边界时，求解精度差，

尤其在边界附近。这一点通过 Hermit 近似可以得到改善；二是必须选取较大的

紧支半径，才能达到较高的精度。本节将把域外结点近似子域法与紧支距离基

函数相结合，形成紧支距离基函数的域外结点近似子域法。 

为了考察该方法的有效性，对开圆孔无限大板的基本算例进行了对比计算分

析。在计算中使用紧支距离基函数 CSRBF2，边界条件仍采用两种方式提出：方

式一，仅有位移约束；方式二，有位移边界条件和力边界条件。 

另外，当结点数 N=352时，另有 72个域外结点；当结点数 N=513时，另有

88个域外结点；当结点数 N=651时，另有 100个域外结点；当结点数 N=952时，

另有 120个域外结点。在数值积分计算时，使用6 6× 的 Gauss积分方案。 

表 7-7给出了边界条件为方式一的情况下，使用直接配点法、域外结点近似

配点法，以及域外结点近似子域法求解时，不同结点数 N对应的位移相对误差 uL

和应力相对误差 Lσ。计算中紧支距离基函数的影响域半径 1.0R = 。 
N=352 N=513 N=615 N=925 

 
uL  Lσ  uL  Lσ  uL  Lσ  uL  Lσ  

直接配点法 

 
7.121 180.3 2.179 123.6 2.013 100.5 1.087 68.83 

域外结点近

似配点法 
11.67 75.51 3.569 27.98 3.550 21.50 1.304 9.879 

域外结点近

似子域法 
2.377 21.90 0.569 5.944 0.666 4.931 0.353 2.213 

表 7-7 边界条件方式一, 计算相对误差（%） 
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图 7-11给出了边界条件为方式一的情况下，当结点数 N=615时，几种计算

所得到的 x=0处应力 xxσσσσ 的分布。 

1 2 3 4 5
0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

3.0

 精 精精
 直直 配结配

 域 域结 结域 域 配结配

 域 域结 结域 域 域 域 配

σ xx

y

 

图 7-11 边界条件方式一,结点数 N=615,上表面应力 xxσσσσ 计算结果 

表 7-8给出了边界条件为方式二的情况下相应的求解结果，其中还包含了当

力边界处使用 Hermit 插值近似时的计算结果。计算中紧支距离基函数的影响域

半径 1.0R = 。 

图 7-12则给出了边界条件为方式二的情况下，当结点数 N=615时，几种计

算所得到的 x=0处应力 xxσσσσ 的分布。直接配点法精度太差，故没有包含在内。 

 
N=352 N=513 N=615 N=925 

 
uL  Lσ  uL  Lσ  uL  Lσ  uL  Lσ  

直接配点法 

 
294.9 1677. 458.6 2323. 309.4 805.7 200.5 647.5 

Hermit近似

配点法 
71.64 93.01 63.77 78.70 57.78 69.96 48.75 57.50 

域外结点近

似配点法 
64.07 76.40 46.11 52.30 41.21 46.30 27.98 30.90 

域外结点近

似子域法 
21.61 27.39 8.676 10.31 9.057 10.22 6.486 7.037 

表 7-8 边界条件方式二, 计算相对误差（%） 
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图 7-12 边界条件方式二,结点数 N=615,上表面应力 xxσσσσ 计算结果 

通过以上算例的分析可以看出，紧支距离基函数的域外结点近似子域法能够

有效地求解边值偏微分问题。与紧支距离基函数直接配点法和 Hermit 配点法相

比，具有更高的计算精度和更好的数值求解属性。 

紧支距离函数的域外结点近似子域法能够有效地提高紧支距离基函数的可

用性和计算精度。虽然子域法中所涉及的积分具有较大的计算量，但基于紧支

距离基函数近似的简洁，整个计算过程仍然十分高效。对比算例的结果可以看

出：该方法对边界条件的处理是十分有效的，这一点在具有力边界约束时极其

明显。 

 

7.4.3修正紧支距离基函数的域外结点近似子域法算例分析 

在本节中，将修正的紧支距离基函数用于域外结点近似子域法，并进行了算

例分析，表明了该方法的有效性。同样针对开圆孔无限大板算例进行对比计算，

边界条件仍采用两种方式。计算中，使用线性完备性修正的紧支距离基函数

M1_CSRBF2。 

当结点数 N=117时，另有 40个域外结点；当结点数 N=352时，另有 72个

域外结点；当结点数 N=513时，另有 88个域外结点。 

表 7-9给出了边界条件为方式一的情况下，使用直接配点法、域外结点近似

配点法，以及域外结点近似子域法求解时，不同结点数 N 所对应的位移相对误
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差 uL 和应力相对误差 Lσ。计算中紧支距离基函数的影响域半径也在表中给出。 

图 7-13给出了边界条件为方式一的情况下，当结点数 N=352时，几种计算

所得到的 x=0处应力 xxσσσσ 的分布。 

 
N=117, 1.0R =  N=352, 0.6R =  N=513, 0.6R =  

 
uL  Lσ  uL  Lσ  uL  Lσ  

直接配点法 

 
0.7575 9.9646 0.489 5.973 0.086 3.338 

域外结点近

似配点法 
0.26006 6.4277 0.443 4.225 0.050 0.999 

域外结点近

似子域法 
0.0975 5.7711 0.101 1.663 0.013 0.620 

表 7-9 边界条件方式一, 计算相对误差（%） 

1 2 3 4 5

1.0

1.5

2.0

2.5

3.0

3.5
 精 精精
 直直 配结配

 域 域结 结域 域 配结配

 域 域结 结域 域 域 域 配

σ xx

y

 

图 7-13 边界条件方式一,结点数 N=352,上表面应力 xxσσσσ 计算结果 

 

表 7-10给出了边界条件为方式二的情况下，相应的计算结果。 

图 7-14给出了边界条件为方式二的情况下，当结点数 N=352时，几种计算

所得到的 x=0处应力 xxσσσσ 的分布。 
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N=117, 1.0R =  N=352, 0.6R =  N=513, 0.6R =  
 

uL  Lσ  uL  Lσ  uL  Lσ  

直接配点法 

 
14.85 96.73 5.792 59.43 0.977 3.894 

域外结点近

似配点法 
4.807 23.62 1.167 4.589 0.212 2.046 

域外结点近

似子域法 
0.825 6.379 0.241 1.817 0.088 1.470 

表 7-10 边界条件方式二, 计算相对误差（%） 

1 2 3 4 5
0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

3.0

3.5

4.0

4.5

5.0

5.5

6.0

6.5

7.0  精 精精
 直 直 配结配

 域 域结 结配结配
 域 域结 结域 域 配

σ xx

y

 

图 7-14 边界条件方式二,结点数 N=352,上表面应力 xxσσσσ 计算结果 

 

7.5小结 

本章构造了基于域外结点近似的配点型和子域型无网格方法。结合修正的紧

支距离基函数及普通的紧支距离基函数所进行的算例分析，表明了该方法的有

效性。 

本文以前章节提出了无网格子域法，其计算精度优于同等条件下的配点法；

本章提出了域外结点近似配点法，它可以大大提高边界条件的处理精度。 

综合域外结点近似和子域法的优点，本章构造了域外结点近似子域法的求解

方案。域外结点无网格近似子域法具有以下特点： 

1.在形成近似时使用位于求解域外部的结点； 
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2.对于位于域内和边界上的各个结点，平衡方程的残差在其影响子域中的加

权积分为零； 

3.位于边界上的结点处，满足相应的边界条件。 

使用域外结点近似子域法，能够有效地改善计算在边界位置的精度，同时又

保持了计算简单、完全无网格的优点。 
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第八章 结论 

8.1 本论文的主要结论和贡献 

本论文的主要目的是在对紧支函数和加权残差法进行研究的基础上构造有

效的无网格计算方法，并将其应用到力学计算中。目前已有的无网格方法主要

是建立在 Galerkin 变分原理的基础上，具有计算效率低的缺点，因此本文以配

点型无网格方法的构造和研究为主要内容。由于无网格方法的发展还处于初始

阶段，在对这种新型数值算法的研究中，本文进行了大量尝试性的对比计算，

编制了较多的程序代码。在程序设计中，使用了面向对象的 Visual C++语言。 

本文主要的研究成果和结论如下： 

1.对目前存在的各种无网格方法进行了综述，并按照加权残差的统一格式进

行了分类和描述，使得对无网格方法的理解和研究更加系统化。 

2.移动最小二乘(MLS)近似是目前在无网格计算中应用最为广泛的一种近似

手段。本文对其进行了详细地论述，构造了移动最小二乘近似配点法，并

成功地应用于力学方程的求解。该方法在建立近似和形成离散方程时都不

需要网格的支持，是一种真正的无网格计算方法。 

3.研究了无网格近似中结点影响域大小对计算精度的影响，提出并实现了影

响域半径的自动选取方案。 

4.研究了配点型无网格方法对各种边界条件的处理精度，提出了使用配点型

无网格方法计算时边界条件的处理方案；针对直接配点法在边界附近精度

较差的缺点，提出了最小二乘配点方案，并构造了相应的无网格计算格式。 

5.成功地将无网格方法应用于材料非线性计算领域，构造了求解弹塑性问题

的配点型无网格方法。基于无网格方法在处理大变形问题时的优势，该方

法具有巨大的发展潜力。 

6.将距离基函数近似引入到力学问题求解领域，构造了距离基函数近似配点

法，它本质上也是一种无网格计算方法，具有简洁、高效的优点。通过计

算，比较了几种常见距离基函数的特性。研究发现，该方法在边界附近导

数的误差较大。针对这种缺陷，又提出了距离基函数 Hermit近似方案，通

过在边界位置引入导数型近似项，可以有效地提高计算精度。另外，研究
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表明，紧支距离基函数在求解边值微分方程时效果较差。 

7.针对紧支距离基函数的缺点，提出了相应的修正方案，构造了能够满足一

定完备性要求的紧支距离基函数。使用修正的紧支距离基函数，建立了求

解微分方程、弹性静力问题、弹塑性静力问题、以及弹性动力问题的无网

格方法。通过对波传播问题的研究，给出了使用配点型无网格方法进行动

力计算时，结点间距和时间步长的选取原则。 

8.构造了子域型的无网格方法。与配点型无网格方法相比，它具有更高的求

解精度；与 Galerkin变分型的无网格方法相比，它不需要网格的支持，具

有真正无网格的优点。 

9.针对配点型无网格方法在处理边界条件上的弱势，提出了域外结点参与近

似的无网格方法，并构造了域外结点近似配点法和域外结点近似子域法，

它为无网格计算中边界条件的处理提供了一条新的思路。 

 

8.2 本论文的主要创新点 

1.将各种无网格方法归入加权残差的统一体系； 

2.构造了移动最小二乘近似配点法（直接配点法和最小二乘配点法）； 

3.成功地将无网格方法应用于材料非线性计算领域，构造了求解弹塑性问题

的配点型无网格方法； 

4.将距离基函数近似引入到力学问题求解领域，并提出了距离基函数 Hermit

近似方案； 

5.提出了紧支距离基函数的修正方案，并建立了求解微分方程、弹性静力问

题、弹塑性静力问题、以及弹性动力问题的无网格方法； 

6.构造了子域型的无网格方法； 

7.构造了域外结点参与近似的无网格方法。 

 

8.3 未来的展望 

无网格方法是一种新型的数值计算方法，它所具有的独特优点使之更适于处

理传统数值方法所不能成功解决的某些问题。基于传统 Galerkin 变分原理的无

网格方法，不仅计算量很大，远远超出有限元计算，而且通常还不能完全抛弃
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网格。因此，很多学者也致力于其它形式的无网格方法的研究。本文也正是在

这方面进行了大量的工作，并且这也仍是今后需要重点研究的。 

有限元法具有较为完备的数学理论基础，而目前无网格方法在这方面还很不

完善，这还需要力学工作者和数学工作者共同的努力。与有限元法相比，无网

格方法在自适应求解方面应该具有很强的优势，然而理论的不完善严重地制约

了自适应方法的发展。这也是下一步工作的一个方向。 
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