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摘　要: 从加权残量法的角度出发,系统地总结了现有各种无网格法的基本格式,阐明了无网格法的特点,论述

了无网格法的研究进展,给出了无网格法在碰撞、动态裂纹扩展、金属加工成型、流体力学以及其它领域中的应

用。
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1　引　言

有限元法是基于网格的数值方法,它在分析涉

及特大变形 (如加工成型、高速碰撞、流固耦合)、奇

异性或裂纹动态扩展等问题时遇到了许多困难。同

时,复杂三维结构的网格生成和重分也是相当困难

和费时的。近年来,无网格法得到了迅速发展,受到

了国际计算力学界的高度重视。不同于有限元法,

无网格法的近似函数是建立在一系列离散点上的,

不需要借助于网格,克服了有限元法对网格的依赖

性,在涉及网格畸变、网格移动等问题中显示出明

显的优势,同时无网格法的前处理过程也比有限元

法更为简单。

本文从加权残量法的角度出发,系统地总结了

现有各种无网格法的基本格式,阐明了无网格法的

特点,论述了无网格法的研究进展,给出了无网格

法在碰撞、动态裂纹扩展、金属加工成型等领域中

的应用。

2　无网格法的研究历史与现状

对无网格法的研究可以追溯到 20世纪 70 年

代对非规则网格有限差分法的研究[ 1, 2 ] ,由于当时

有限元法的巨大成功, 这类方法没有受到重视。

1977年L ucyt和 Gingo ld等分别 提出了光滑质点

流 体 动 力 学 方 法 ( Sm oo thed Part icle

H ydrodynam ics,简称 SPH ) [ 3, 4 ] , 并且成功地应用

于天体物理领域中。John son 等提出了归一化光滑

函数算法[ 5 ] ,提高了 SPH 法的精度,并使其能够通

过分片试验, 可以正确模拟常应变状态; Sw egle、

D yka 和Chen 等提出了 SPH 方法不稳定的起因及

稳定化方案[ 628 ]; V ign jevic等提出了克服零能模态

的具体方案[ 9 ]; M onaghan 对 SPH 法进行了总

结[ 10 ]; SPH 法已被应用于水下爆炸仿真模拟[ 11 ]、

高速碰撞等材料动态响应的数值模拟[ 12214 ]等领域。

近几年来,我国的学者也开始关注 SPH 法,张锁春

对 SPH 方法进行了综述[ 15 ] ,贝新源等将 SPH 方法

用于高速碰撞问题[ 16 ]。

N ayro les 等于 1992 年将移动最小二乘近

似[ 17 ] (M oving L east Square, 简称 M L S ) 引入

Galerk in 法中,提出了散射元法 (D iffu se E lem en t

M ethod,简称D EM ) [ 18 ]。Belytschko 等对D EM 进

行了两点改进, 在计算形函数导数时保留了被

N ayro les 忽略掉的所有项, 并利用拉格朗日乘子

法引入本质边界条件, 提出了无单元 Galerk in 法

( T he E lem en t2free Glerk in M ethod, 简 称

EFG) [ 19 ] ,给出了误差估计[ 20 ] ,并成功地应用于动

态裂纹扩展数值模拟[ 24, 29 ]和三维撞击分析[ 38 ] , 掀

起了无网格法的研究热潮。这类方法比 SPH 方法

计算费用高, 但具有较好的协调性及稳定性。

Belytschkohe等对 EFG 法中的数值积分方案以及

近似函数的计算方法进行了深入研究[ 21223 ] , 并将

EFG 方法用于动态裂纹扩展的数值模拟[ 24232 ] , 克

服了有限元方法在模拟裂纹扩展时需要不断进行

网格重新划分的缺点; 用M L S 可以较容易地构造

具有C
1 连续性的函数,因此 K rysl等将 EFG 用于

板壳分析中[ 33 ]; L iu 等将 EFG 和边界元法相耦合,

用于固体的应力分析[ 34 ]; Belytschko 和 H egen 等
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将 EFG 方法和有限元方法耦合[ 35, 36 ] ,以发挥各自

的优势; Belytschko 和D u 等将 EFG 用于三维撞

击和流体晃动分析[ 37239 ]; Co rdes等将 EFG 方法用

于相变问题的研究[ 40 ]; 张雄等将 EFG 法的思想应

用于节理岩体的分析中[ 41 ]; 为了避免使用背景网

格,Beissel等提出了节点积分方案[ 42 ] ,但计算稳定

性较差; Sm o lin sk i等给出了 EFG 法显式时间积分

方案并用于求解扩散问题[ 44 ]; 周维垣等对 EFG 进

行了详细介绍[ 45 ] ,并应用于裂纹扩展分析中[ 46 ]; 张

伟星等将 EFG 法应用于地基板的应力分析中[ 47 ];

庞作会等也对 EFG 法进行了介绍[ 48 ] ,并将其应用

于边坡开挖问题中[ 49 ]; 陈建等采用 EFG 法计算含

边沿裂纹功能梯度材料板的应力强度因子[ 50 ]。研

究表明, EFG 法精度和收敛速度都高于有限元法,

而且没有体积锁死现象,但 EFG 法计算量大,并且

需要借助于背景网格进行数值积分。

O nate 等利用移动最小二乘法来构造近似函

数, 并采用配点格式进行离散, 提出了有限点法

(T he F in ite Po in t M ethod,简称 FPM ) [ 51253 ]。该方

法不需要背景网格,效率高,主要应用于流体动力

学领域。宋康祖等将其应用于弹塑性分析中[ 54 ]。

L iu 等根据函数积分变换的思想, 基于

Galerk in 法提出了重构核点法 (R ep roducing

Kernel Part icle M ethod, 简记为 R KPM ) [ 55, 56 ] , 并

结合小波 (W avelets)的概念,构造了多尺度重构核

点法 (M u lt i Sca le R ep roducing Kernel Part icle

M ethod,简记为M R KPM ) [ 57259 ]。M R KPM 利用小

波函数的多尺度分析思想,构造了一系列可同时伸

缩和平移的窗函数,实现了R KPM 的自适应分析。

应用 R KPM 法已对大量问题进行了数值分析,如

结构动力学[ 60 ]、流体动力学[ 61263 ]、动态断裂和局部

化[ 64265 ]、应力集中[ 66 ]、大变形[ 67270 ]、金属加工成

形[ 71, 72 ]、中厚梁板[ 73 ]和微电子机械系统[ 74 ]等。O h s

用重构核函数近似和配点法,提出了无网格配点法

( M esh less Po in t Co lloca t ion M ethod, 简 称

PCM ) [ 75 ] ,并用于分析压电元件。

O den 等利用移动最小二乘法建立单位分解函

数,由此构造权函数和试函数,再通过 Galerk in 法

建立离散格式, 提出了 Hp 云团 (C louds)法[ 77 ]。

O den 等对这种方法进行了严格的数学论证[ 77 ]。

M endoncca 等将该方法用于求解铁摩辛柯梁问

题[ 79 ] , Garcia 等将其用于求解厚板的弯曲问题[ 80 ] ,

刘欣等将其用于平面裂纹问题的自适应分析[ 81 ]。

O den 等又将有限元形函数作为单位分解函数,提

出了基于云团法的新型Hp 有限元 (N ew C louds2
Based Hp FEM ) [ 82 ]。该方法需要借助于有限元网

格,破坏了“无网格”的部分特性,但能很容易进行

H、p 和Hp 自适应分析。L iszka 等改用配点格式,

避免了 Galerk in 格式中用于积分计算的背景网

格,提出了Hp 无网格云团法 (Hp M esh less clouds

M ethod) [ 83 ]。

Babu ska 等将单位分解法与有限元法相结合,

提出了单位分解有限元法[ 84, 85 ]和广义有限元

法[ 86, 87 ]方法。该方法在标准有限元空间中加入一

系列能够反映待求边值问题特性的函数 (如由角点

附近精确解的局部渐进展开而得到的奇异函数) ,

并将这些特殊函数与单位分解函数相乘后和原有

的有限元形函数一起构成了新的增广协调有限元

空间。用该方法求解动态裂纹扩展问题时,可以处

理任意裂纹形状,并且不需要重新划分网格[ 88, 89 ]。

刘欣等将单位分解法用于求解奇异问题中[ 90 ]。

A tlu ri等提出了局部边界积分方程法 (L oacl

Boundary In tegra l Equat ion M ethod, 简称

LB IE ) [ 91293 ] 和无网格局部 Petrov2Galerk in 法

(M esh l2ess L ocal Petrov2Galerk in M ethod, 简称

M L PG) [ 94297 ]。这两种方法都是用移动最小二乘法

建立场函数的近似, 用局部 Petrov2Galerk in 法建

立无网格格式,积分时不需要背景网格。LB IE 可

以看成是M L PG 的一种特殊情况,它只需对区域

边界用一些点来离散,不需要对区域内部离散,但

需要进行奇异积分计算。L iu 等[ 98 ]将M L PG 和有

限元及边界元相耦合,充分发挥它们各自的优势。

张见明等将用于杂交边界元的修正变分原理与移

动最小二乘近似结合,提出了杂交边界点法[ 99, 100 ] ,

其输入数据只是求解域边界上的离散点。

距离基函数 (R adia l Basis Funct ion s, 简称为

RBF)具有形式简单、各向同性等优点,数学界对其

进行了大量的研究[ 1012108 ]。张雄等将紧支距离函数

应用于配点法中, 建立了相应的无网格方

法[ 110, 111 ] ,用于求解固体力学问题。虽然紧支距离

函数具有许多优势,但它们不能满足完备性条件,

甚至不能正确描述场应变状态。宋康祖等提出了满

足完备性条件的紧支距离函数,并建立了相应的配

点型无网格格式[ 112 ] ,大幅度提高了计算精度。

基于 Galerk in 法的无网格法精度高, 但它需

要进行数值积分,不但计算量大,而且要引入背景
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网格。基于配点法的无网格法计算效率高,但其精

度低,稳定性差。张雄等基于最小二乘法提出了最

小二乘配点无网格法[ 113 ]和加权最小二乘无网格

法[ 114 ] ,很好解决了这一问题。该类方法的计算精度

远高于配点法,而计算量远小于 Galerk in 法,兼有

Galerk in 法和配点法的优点,是一种很有发展前途

的无网格方法。

与有限元法不同,无网格法中使用的近似函数

大都不具有插值特性, 因此在基于 Galerk in 法的

无网格法中处理本质边界条件具有一定的困难。

Belytschko、A tlu ri、M ukherjee、L iu 和张雄等都对

本质边界条件的处理进行了深入研究[ 1152121 ] ,提出

了直接配点法[ 24, 117, 118 ]、拉格朗日乘子法[ 19, 33 ]、修正

变分原理[ 117, 118 ]、罚函数法[ 41, 94, 116 ]、与有限元耦合

法[ 115, 36 ]、容许近似法[ 119 ]、达朗伯原理[ 120 ]、修正配

点法[ 116 ]和位移约束方程法[ 121 ]等方法。

3　无网格法的近似函数

目前在无网格法中使用的近似函数主要有:核

函数近似、重构核近似、最小二乘近似、单位分解函

数和径向基函数等。

3. 1　移动最小二乘近似

在移动最小二乘 (M L S)近似中, 函数近似的

形式为[ 19 ]

uh (x ) = ∑
m

i= 1
p i (x ) õ a i (x ) = p T (x ) õ a (x ) (1)

其中 m 是基函数的个数, p i (x ) 是基函数, a i (x ) 是

相应的系数, 并且它们都是空间坐标的函数。通常

使用单项式作为基函数, 也可以使用任何其它函

数,如奇异函数。

系数 a i (x ) 是根据加权最小二乘法确定的,即

要求误差泛函

J = ∑
I

w (x - x I ) õ [uh (x , x I ) - u I ]2 (2)

取最小值,其中 u I 为问题的真实解,权函数w (x -

x I ) 具有紧支性,常用的核函数有指数函数、高斯函

数、三次样条和四次样条函数等。它们的基本变量

均为 s = ‖x - y‖,因此紧支集为圆形或球形。记

s- = sösm ax ,其中 sm ax 是紧支子域的半径,则

　　指数型: w ( s- ) = e- ( s- öΑ) , s- ≤ 1 (3)

　　高斯型: w ( s- ) = (e- s- 2Β2

- e- Β2
) ö(1 - e- Β2

) ,

s- ≤ 1 (4)

　　三次样条:

w ( s- ) =
2ö3 - 4 s- 2 + 4 s- 3, s- ≤ 1ö2

4ö3 - 4 s- + 4 s- 2 - 4 s- 3ö3, 1ö2≤ s- ≤ 1

(5)

　　四次样条:

　　s- w ( s- ) = 1 - 6 s- 2 + 8 s- 3 - 3 s- 4,　s- ≤ 1 (6)

其中指数型权函数的连续性是 C - 1, 因为它在 s- =

1 处不连续, 但是对于数值计算而言, 它近似于C 1

或更高的连续性。对于三次样条、四次样条,都具有

C 2 连续性。

根据式 (2) 可求得系数 a i (x ) , 从而可建立

M L S的近似式

uh (x ) = ∑
N

I = 1
<I (x ) õ u I (7)

其中形函数 <I (x ) 为

<I (x ) = [p (x ) T õA - 1 (x ) õB (x ) ] I (8)

式中

A (x ) = ∑
N

I = 1
w I (x ) p (x I ) p (x I ) T

B (x) = [w 1 (x ) p (x1) w 2 (x) p (x2) ⋯ w N (x ) p (xN ) ] (9)

　　这里系数 a i (x ) 是空间坐标的函数,因此将这

种方法称为移动最小二乘近似。

3. 2　单位分解近似和 Hp云团

单位分解法使用一些以节点 x I 为中心、半径为

h I 的子域 8 I (8 I∶= {y∈R n∶‖x I - y‖R n < h I })

来覆盖整个求解区域 8 ∈ R n: n = 1, 2 或 3, 即

8 < ∪
N

I= 1
8 I. 在每个子域 8 I 上定义一个仅在该子域

内非零的函数 <I (x ) , 并且要求它们满足单位分解

条件

∑
I

<I (x ) = 1 (10)

　　函数集{<I (x ) }
N
I = 1 称为属于开覆盖{8 I }

N
I= 1 的

单位分解[ 77, 84 ]。构造单位分解{<I (x ) }
N
I = 1 的方法很

多,M L S的形函数、有限元形函数、Shepard函数等

都是单位分解函数。D uarte 等[ 76, 77 ] 将单位分解函

数与多项式或其它函数系列 (如奇异函数等) 相

乘, 形成了Hp 云函数 (Hp clouds)。利用Hp 云函

数,函数 u (x ) 可以近似为
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uh (x ) = ∑
I

[<I (x ) õ u I + ∑
m

i= 1
biI õ <I (x ) õ q i (x ) ]

(11)

其中 q i (x ) 是选定的基函数,一般使用单项式或勒

让得多项式,也可以是其它函数系列;系数 u I 和 biI

是待解未知量。由式 (11) 可看出,在这类方法中一

个节点所对应的未知量个数可以多于节点的自由

度数,因此可很容易实现 p 自适应分析。

3. 3　核函数近似和重构核近似

核函数近似使用积分变换对函数 u (x ) 进行近

似,即

uh (x ) =∫8w (x - y , h ) u (y) d8 y (12)

其中 uh (x ) 是 u (x ) 的近似函数,w (x - y , h ) 称为

核函数或权函数, 它具有紧支性, h 是其紧支集尺

寸的一个度量。核函数必须满足以下条件:

1. 半正定性, 即在紧支子域内满足w (x - y ,

h ) ≥ 01
2. 紧支性, 即在紧支子域外满足w (x - y , h )

= 01

3. 规一性,即∫8w (x - y , h ) d8 = 11

4. w (x - y , h ) 是距离 s = ‖x - y‖的单调递

减函数 1
5. 当 h→ 0时,w (x - y , h ) → ∆(‖x - y‖) ,

这里 ∆(s) 是D irac delta 函数。

其中条件 (2) 使得近似是局部的, 即 uh (x ) 仅仅取

决于紧支子域包含 x 的那些结点。

常用的权函数形式参见 3. 1节,它们的基本变

量均为 s = ‖x - y‖,因此紧支集为圆形或球形。

式 (12) 的离散形式是

uh (x ) = ∑
N

I= 1

w (x - x I ) õ u I õ ∃V I = ∑
N

I = 1

<I (x ) õ u I

(13)

其中 ∃V I 是关于结点 I 的某种区域度量, u I ≡

u (x I ) , <I (x ) = w (x - x I ) õ ∃V I为核函数近似的形

函数。一般情况下 u I ≠ u h (x I ) ,因此结点对应的参

数 u I 并不代表结点处的函数值。

重构核近似法又引入边界校正函数和多尺度

分析,精度与灵活性更好,其函数近似式为

uh (x ) =∫8C (a0, x , y ) õ <(x - y
a0

) õ u (y) d8 y

(14)

所对应的离散格式为

u h (x ) = ∑
N

I= 1
C (a0, x , x I ) õ <(

x - x I

a0
) õ ∃8 I u (x I )

(15)

其中 C (a0, x , x I ) 为边界校正函数, <( (x - x I ) öa 0)

为含伸缩系数 a0 的紧支核函数。引入边界校正函

数是为了修正边界处位于积分区域外的权函数被

忽略而导致的截断误差。利用紧支核函数 <(x ) 的

可伸缩性, 多尺度R KPM 法定义了一系列的核函

数 <m (x )

<0 (x ) = <(xöa0) , <m (x ) = <( x
2m a0

)

m = 1, 2, 3,⋯ (16)

　　引入相应于这些核函数的小波函数 Ωm (x )

Ωm + 1 (x ) = <m (x ) - <m + 1 (x ) (17)

　　将式 (17) 代入式 (14) 并反复迭代,则可以得

到多尺度的分解格式,即

uh (x ) = u 0 (x )　　　　　　　　　第一阶分解

= w 1 (x ) + u1 (x )　 　　 　 第二阶分解

= w 1 (x ) + w 2 (x ) + u 2 (x )　第三阶分解

= ⋯ (18)

其中

um (x ) =∫8C (2m a0, x , y ) õ <m (x - y ) õ u (y) d8 y

(19)

　　w m (x ) =∫8 Ωm (x - y ) õ u (y) d8 y (20)

　Ωm (x - y ) = C (2m - 1a0, x , y) õ <m - 1 (x - y) -

C (2m a0, x , y ) õ <m (x - y ) (21)

　　利用多尺度分解, 可实现多分辨率分析和自

适应分析。对于高维问题, 各插值点的控制域 ∃8 i

的计算存在较大的困难。

3. 4　径向基函数

径向基函数 (R adia l Basis Function, 简记为

RBF) 是一类以函数定义点到节点的距离为自变

量的函数,以每个离散节点x i为中心定义一组径向

基函数记为 <i (‖x - x i‖) ,则函数 u (x ) 可以近似

为

uh (x ) = ∑
N

i= 1
u i õ <(‖x - x i‖) (22)
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其中 N 为节点总数, u i为待定系数。RBF具有形式

简单、空间维数无关、各向同性等适用于数值计算

的优点,受到计算数学界的关注[ 101 ]。目前已有多种

定义在全域上的径向基函数可供选择, 如M Q 函

数[ 109 ] , 薄板样条函数、高斯分布函数等。近年提出

的紧支径向基函数[ 1042108 ] 也具有系数矩阵稀疏、带

状分布的特点,有利于求解大型问题。

4　无网格法的离散原理—— 加权
残量法

　　考虑弹性力学问题:

Ρij , j + bi = 0　在域 8 内

Ρijn j = ti　　在边界 # t上

u i = u
-

i　　在边界 # u 上

(23)

其中 bi 为体力矢量, n j 为边界 # t 的外法线单位矢

量, t
-

i为 # t上的指定面力矢量, u
-

i为 # u上的指定位

移矢量, Ρij为应力张量, u i为位移矢量。用于求解控

制方程 (23) 的加权残量方程为

∫8 v i õ (Ρij , j + bi) d8 +∫# t

v
^

i õ (Ρijn j - t
-

i) d# +

　　　　　∫# u

v
-

i õ (u i - u
-

i) d# = 0 (24)

式中 v i, v
^

i 和 v
-

i为权函数。将前面讨论的近似函数

u i (x ) = u
h
i (x ) 代入加权残量方程 (24) 中, 并选用

不同的权函数即可得到不同的无网格方法。

4. 1　Ga lerk in 法

在 Galerk in 法中权函数和近似函数取自同一

函数空间, 即式 (24) 中取 v i (x ) = ∑
N

I= 1
<I (x ) v I ,

v^ i (x ) = - v i (x ) , v
-

i (x ) = 01Galerk in 法计算精度

高,但需要布置背景网格进行数值积分, 无网格近

似函数一般不是多项式,为了保证精度必须使用较

高阶的高斯积分,因而计算量很大。

4. 2　配点法

在配点法中, 权函数取为 ∆函数, 即 v i = ∆(x

- x i) , i = 1, 2,⋯,N ,此时仅要求平衡方程在域内

节点处严格满足, 边界条件在边界节点处严格满

足。由配点法导出的无网格法不需要背景网格, 是

一种纯无网格方法,且计算量小,但其精度低,稳定

性差。

4. 3　局部 Petrov-Ga lerk in 法

在局部 Petrov2Galerk in 法中, 要求方程的残

差在一些子域内消除[ 94, 95 ] ,即

∫8 s

(Ρij , j + bi) v id8 - Α∫# su

(u i - u
-

i) v id# = 0 (25)

式中 v i为权函数, Α是用于引入位移边界条件的罚

函数, # su 是子域 8 s 的边界 58 s 上指定本质边界条

件的部分, 58 s 上指定自然边界条件的部分称为

# st, 其它部分称为L s,即 58 s = L s∪ # su∪ # st,L s =

58 s - # su - # st. 考虑到关系式 Ρij , jv i = (Ρij v i) , j -

Ρijv i, j ,并利用散度定理,上式可写为

　∫L s

Ρijn j v id# +∫# su

Ρijn jv id# +∫# st

t
-

v id# -

　　∫8 s

(Ρijv i, j - biv i) d8 - Α∫# su

(u i - u
-

i) v id# = 0

(26)

　　当某子域完全处于求解域内部时有 58 s = L s,

上式中沿 # su 和 # st 的积分为零。子域 8 s 一般取以

节点为中心的球形 (三维问题) 或圆形 (二维问题)

区域。

与Galerk in法不同, Petrov2Galerk in法的权函

数和近似函数取自不同的函数空间。为了简化上

式, 可以取在L s 上等于零的权函数, 如在M L S 中

使用的权函数。上式最终可写为

　∫8 s

Ρijv i, jd8 + Α∫# su

u iv id# -∫# su

Ρijn jv id# =

　　　∫# st

t
-

v id# + Α∫# su

u
-

iv id# +∫8 s

biv id8 (27)

　　局部 Petrov2Galerk in法中积分是在每个规则

子域 8 s 中进行的,不需要引入背景网格,是一种纯

无网格方法。

4. 4　最小二乘配点法

在配点法中,控制方程只在所有域内节点处严

格满足, 而没有在边界节点处和域内其它点处满

足。最小二乘配点无网格法[ 113 ] 要求控制方程不但

在所有节点处“满足”,而且要在N a 个指定的辅助

点处“满足”,即权函数取为 v i = ∆(x - x i) , i = 1,

2,⋯,N + N a1在该方法中,方程数多于未知数,需

要用最小二乘法求解,因此控制方程的残差实际上

是在最小二乘意义上予以消除的。为了保证解的精

度,边界条件必须在边界点处严格满足。与配点法

相比, 该方法大大提高了解的精度, 并且继承了配

点法高效的优点。

4. 5　加权最小二乘法

在加权最小二乘法[ 114 ] 中,方程和边界条件的
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残差是在加权最小二乘意义上消除的, 权函数为

v i = 5(Ρij , j + bj ) ö5u I , v
-

i = Α5(u i - u
-

i) ö5u I , v
^

i =

Β5(Ρijn j - t
-

) ö5u I ,其中Α和Β分别为用于施加位移

边界条件和力边界条件的罚函数,对弹性力学问题

可取为 Β = 105, Α= Β[E ö(1 - v 2) ]2。为了避免数

值积分, 提高计算效率, 张雄等[ 114 ] 用被积函数在

一些离散点处值之和来代替式 (24) 中的积分,即

　 5
5u I
∑

N + N a

i= 1

(Ρij , j + bi) 2 + ∑
N t

i= 1
Β(Ρij n j - t

-
i) 2 +

　　　　　∑
N u

i= 1
Α(u i - u

-
i) 2 = 0 (28)

其中N 为节点总数,N a 为辅助点总数,N t 为边界

# t上的节点数,N u 为边界 # u 上的节点数。

5　现有无网格方法小结

只要建立近似函数时不需要借助于网格,不论

是否需要背景网格计算积分,这种方法都是无网格

方法。目前已提出的无网格法有 10余种,它们都可

以由加权残量法导出,见表 1所示。

建立近似函数时不借助网格、基于函数逼近近

似 (而非插值)以及采用不同的形函数是无网格法

与有限元法的主要区别。采用定义在离散节点上

(通常具有紧支特性)的一组权函数和基函数来构

造近似函数,而不用定义在全域上的级数展开形式

是无网格法与经典加权残量法的主要区别。无网格

法具有以下优点:

1)无网格法的近似函数没有网格依赖性,减少

了因网格畸变而引起的困难, 适用于处理高速碰

撞、动态断裂、塑性流动、流固耦合等涉及大变形和

需要动态调整节点位置 (网格)的各类应用问题。

2)无网格法的基函数可以包含能够反映待求

问题特性的函数系列, 适用于分析各类具有高梯

度、奇异性等特殊性质的应用问题。

3)采用紧支函数的无网格法和有限元法一样

具有带状稀疏系数矩阵的特点。适用于求解大型科

学与工程问题。

4)无网格法的自适应很强。在 h 自适应分析中

不需要重新划分网格,且极易实现 p 自适应分析,

若引进小波函数还具有多尺度分析功能。

5)无网格法的前处理只要节点位置信息,不用

网格信息,比有限元法简单。

6)无网格计算的结果是光滑连续的,不必再进

行应力光顺化等后处理。

无网格法才刚刚起步,在严格的数学论证、计

算效率、边界条件处理和大量应用实例等方面都还

不能与成熟的有限元法相媲美,更未形成有效的通

用软件。另外,用M L S和R KPM 等建立无网格近

似函数时,涉及到对矩阵求逆,计算量较大。与有限

元法不同,无网格法的近似函数大都不是多项式,

因而基于 Galerk in 法的无网格法 (如 EFG、

R KPM、M L PG 等)需要在每个背景网格中使用高

阶高斯积分以保证计算精度,因此无网格法的计算

量一般大于有限元法。如何提高无网格法的计算效

率也是近年来的研究热点。虽然无网格法还远不成

熟,但由于它不需要网格,因此它在超高速碰撞、爆

炸、裂纹扩展、金属加工成型等领域中具有广阔的

发展前景。图 1至图 4给出了无网格法在超高速碰

撞、裂纹扩展、金属加工成型等方面的应用实例。

表 1　主要无网格法小结

T ab. 1　Summ ary of ex ist ing m esh less m ethods

名称 代表学者 近似方案 离散方案 背景网格
光滑质点流体动力学方法 (SPH ) [3216 ] L ucyt 核函数 配点法 无
散射单元法 (D EM ) [18 ] N ayrdes 移动最小二乘 Galerk in 法 有
无单元伽辽金法 (EFG) [19250 ] Belytschko 移动最小二乘 Galerk in 法 有
有限点法 (FPM ) [51254 ] O nate 移动最小二乘 配点法 无
重构核粒子法 (RKPM ) [55274 ] L iu 重构核近似 Galerk in 法 有
无网格配点法 (PCM ) [75 ] A luru 重构核近似 配点法 无

Hp 云法 (Hp2C louds) [76282 ] O den 移动最小二乘 Galerk in 法 有
Hp 无网格云法 (Hp2M esh less C louds) [83 ] L iszka 移动最小二乘 配点法 无
单位分解法 (PUM ) [84290 ] Babuska 单位分解 Galerk in 法 有
局部边界积分法 (LB IE) [91293 ] A tluri 移动最小二乘 Petrov2Galerk in 法 无

局部 Petrov2Galerk in无网格法 (M L PG) [94298 ] A tluri 移动最小二乘 Petrov2Galerk in 法 无
紧支径向基函数无网格法[1102112 ] 张雄等 紧支径向基函数 配点法 无
最小二乘配点无网格法 (L SC) [113 ] 张雄等 移动最小二乘 最小二乘配点法 无
加权最小二乘无网格法 (WL SM ) [114 ] 张雄等 移动最小二乘 加权最小二乘法 无
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Research progress and appl ica tion of m eshless m ethod

Zhang X iong3 , 　Song Kangzu, 　L u M ingw an
(D epartm en t of Engineering M echan ics, T singhua U n iversity, Beijing 100084, Ch ina)

Abstract: T he fin ite elem en t m ethod (FEM ) has been the m o st frequen t ly u sed and the m o st pow erfu l

num erica l m ethod in engineering du ring the past th irty years. How ever, the lack of robu st and efficien t

3D m esh genera to rs m akes the so lu t ion of 3D p rob lem s a diff icu lt task. Fu rtherm o re, m esh2based

m ethods are a lso no t w ell su ited to the p rob lem s associa ted w ith ex trem ely la rge defo rm at ion and

p rob lem s associa ted w ith frequen t ly rem esh ing. To avo id these draw back s of the FEM , con siderab le

effo rt has been devo ted du ring recen t years to the developm en t of the m esh less m ethod, and m o re than

10 differen t m esh less m ethods have been developed. In th is paper, the basic fo rm u la t ion s of m esh less

m ethods are first summ arized from the w eigh ted residua l m ethod po in t of view , and then com pared w ith

FEM , classica l w eigh ted residua l m ethod and fin ite d iffernce to show their characterist ics. T he research

p rogress in m esh less m ethods is d iscu ssed in deta il, and their app lica t ion s to im pact, dynam ic fractu re,

m eta l fo rm ing and flu id flow are g iven.

Key words: m esh less m ethod; la rge defo rm at ion; im pact; dynam ic fractu re
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