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板壳问题的三维无网格伽辽金直接分析法
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(清华大学 工程力学系,北京 100084)

摘　要: 对于板壳问题,共有三种数值模拟方案:线性或非线性的板壳理论、退化连续体方案和直接三维连续体方

案。无网格法近似函数可具有C 1 甚至更高的连续性,便于在K irchhoff2L ove理论中应用。但当各种无网格法用于

M indlin2R eissner板理论时,会遇到数值锁死的困扰。对比之下,三维连续体方案是最简单,最精确但并不常用的

一种方案。无网格法近似函数具有高度光滑性,在板壳的厚度方向仅布置 2～ 5层点就可以很好地捕捉此方向场

的梯度,同时还可以在一定参数范围内避免剪切和体积锁死,在处理复杂本构关系、非线性板壳等问题中更是具

有很大优势。本文采用无网格伽辽金法 (EFG)和三维连续体方案分析了线性板壳问题,与有限单元法做了对比,

并讨论了数值锁死等问题。
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1　引 言

近年来,对建立大型、轻重量的板壳及空间结

构的需求逐渐增大,例如汽车中的金属薄板,飞机

的机舱、机翼和风向舵, 能量池, 展览厅的圆形屋

顶,充气膨胀的空间结构等。梁、板壳结构的数值模

拟主要有三种方案: 线性或非线性的板壳理论、退

化连续体或者称作基于连续体的方案和直接三维

连续体方案。这三种方案在有限单元法中都得到了

很大的发展,各有优缺点。

广泛应用的梁、板壳理论有两种: Eu ler2
Bernou lli 梁理论 ( K irchhoff2L ove 壳理论 ) 和

T im o shenko 梁理论 (M indlin2R eissner 壳理论)。

Eu ler2Bernou lli梁理论假设中性线的法平面在变

形后保持为平面且仍垂直于中性线,这要求在单元

交界面上必须保持 w 及其一阶导数的连续性,即

要求插值函数具有C 1 连续性。因为在多维空间中

C 1 近似是很难构造的, 所以这种要求是 Eu ler2

Bernou lli和 K irchhoff2L ove 理论的最大缺陷。由

于无网格法近似函数具有高度光滑的特点[ 1 ] ,很容

易实现 C 1 甚至更高的连续性,所以迅速成为很理

想的解决 K irchhoff 板壳问题的手段,已有大量学

者把各种无网格法用于此理论中。

T im o shenko梁 (板壳)理论假设法平面在变

形后仍保持平面,并且在平面内没有变形。在有限

元方法中,位移和转动是独立的场函数,即板壳单

元是C 0 型单元。表达格式相当简单,基本和平面应

力单元表达格式类似。但在梁、板壳变得很薄时,可

能会出现剪切锁死;对于曲梁和壳问题则还有薄膜

锁死的问题。有限元法中往往借助于假设应变、杂

交元、选择或者减缩积分等手段来解决锁死问题。

然而这些方法在较为粗糙的网格上往往精度很差,

而且十分繁琐。无网格法在求解M indlin 板壳问题

时也会遇到类似困难,却是通过提高基函数的阶次

或者加大影响域大小来缓解甚至完全消除锁死。例

如为了消除锁死,在M L S 近似中一般可以选择四

次完全基[ 2, 3 ] ,或者双三次基[ 3 ] ,但这样往往会使得

计算费用大幅度增加。另一种消除锁死的方法是

Donn ing [ 4 ]提出的,称作匹配近似函数。它不像以前

那样转角与横向挠度是相互独立地构造近似函数,

而是改为转角基于挠度的梯度构造近似场函数。

基于连续体 (CB )方法又称退化连续体方案,

在Belytschko 的著作“连续体和结构的非线性有

限元”[ 5 ]中做了详尽的总结和细致的讨论。处理非

线性问题时,相对于普通的板壳理论,它直观和简

单的多,而且能得到很好的解答。然而对于非弹性

壳的非线性大变形问题, CB 法也很繁琐。它的不

足的根源在于剪切锁死和薄膜锁死的缺陷。同时,

在 CB 法中引入复杂的本构关系也是相当麻烦的

事情。

在这三种方案中,直接 3D 连续体方案是最简



单也最精确的。尽管如此,它同时也是最不常用的

一种。因为在有限元方法中,对于薄板壳结构采用

低阶单元则必须在厚度方向布置多层点才能获得

合理的梯度场,这使得离散系统过于刚硬,降低了

离散系统的条件数,从而降低了求解场的精度。直

接 3D 方法的另外一个问题是费时相对较高,比板

壳理论或者退化连续体方案需要更多的单元 (大约

3～ 5倍)。而L i等[ 6 ]利用无网格法近似函数的高

度光滑性,发现在板壳的厚度方向仅布置 2～ 5 层

点就可以很好地捕捉此方向场的梯度,而且同时还

可以在一定参数范围内避免剪切和体积锁死。他成

功地用R KPM 法和直接三维连续体方案处理了薄

板壳问题的非线性大变形问题。

第三种方案是一种很有前途的处理板壳问题

的思路。它很好地利用了无网格法近似函数光滑度

好的特点,形式简单,精度高。而且由于光滑性好,

可以较少的点获得足够的精度,部分消除了有限单

元法三维连续体方案求解板壳问题计算费用高的

缺点。本文采用 EFG 方法和直接三维连续体方案

对板壳问题进行了一些研究和对比,并得出了一些

有用的结论。

2　无网格伽辽金法 (EFG)

无网格伽辽金法 (EFG)是由Belytschko [ 7 ]于

1994 年提出的一种无网格方法, 从此掀起了无网

格法的研究热潮。它的近似函数建立在一系列离散

点上,不需要背景网格,克服了有限单元法对于网

格的依赖性。

EFG 方法与有限元的不同之处在于它采用了

移动最小二乘近似 (M L S)构造近似函数, 即函数

u (x ) 在求解区域 8 内的近似函数 uh (x ) 为

uh (x ) =∑
m

i= 1
p i (x ) õ a i (x ) = p T (x ) a (x ) (1)

其中 p i (x ) 是基函数,m 是基函数的个数, a i (x ) 是

相应的系数。基函数通常使用单项式, 也可以使用

其他函数。对于三维二次基 p = [1, x , y , z , x 2, y 2,

z 2, x y , x z , y z ]
T。

式 (1) 中的系数可根据加权最小二乘法来确

定,即要求对函数 u (x ) 的近似在各点的误差的加

权平方和

　　J =∑
N

I= 1
w I (x ) [uh (x I ) - u (x I ) ]2 =

∑
N

I= 1
w I (x ) õ [∑

m

i= 1
p i (x ) õ a i (x ) - u I ]

2

取最小值。其中 u I = u (x I ) 是函数 u (x ) 在节点 x I

对应的权函数,并且它是以 x I 为中心的紧支函数。

权函数有很多种取法, 本文采用了四次样条函数,

即:

w ( s
- ) =

1 - 6 s
- 2 + 8 s

- 3 - 3 s
- 4 s

- ≤ 1

0 s
- > 1

(2)

很容易验证,四次样条形式简洁且在边界具有

C 2 的连续性, 本文后面的算例都采用了四次样条

函数作为权函数。

由 J 的极值条件可得到系数 a i (x ) 为

a (x ) = A - 1 (x )B (x ) u (3)

其中　A = P TW (x ) P ,B = P TW (x )

将式 (3) 代入式 (1) 中,可得近似函数为

uh (x ) = ∑
N

I= 1

<k
I (x ) u I (4)

式中 <k 为形函数。从函数的表达式可以看出,形函

数的连续阶次 n 由基函数和权函数决定。如基函数

的完备阶次为 k , 权函数的连续阶次为 l, 则 n =

m in (k , l)。例如采用完全二次基和四次样条函数,

m = 10, l = 2, n = 2,则形函数 <就是C 2 连续的。

可见M L S近似构造具有高度连续性的形函数非常

直观,不需要有限元构造具有完备性的高阶单元形

函数那样繁琐。

在弹性的范围内, 相对于板壳理论, 直接连续

体方案的优势在于:

(1) 不需要任何运动学假设, 原理简单, 精度

高,可以用同一个程序求解薄板壳和厚板壳。

(2) 相对于M ind lin 板壳,在一定参数内避免

了数值锁死。

(3) 可以很方便地引入复杂本构关系。

无网格法相对于有限单元法在采用直接连续

体方案时,优势在于:

(1) 无需要划分网格,这对于三维问题尤其具

有优势。

(2) 精度高,只需要在厚度方向布置 2层～ 5

层点足以捕捉场梯度,部分消除了三维连续体方案

处理板壳问题需要划分单元多、布点多、计算费用

高的缺陷。

(3) 对体积锁死, 剪切锁死, 薄膜锁死免疫力

更强。

731　第 2期 张　伟,等: 板壳问题的三维无网格伽辽金直接分析法



对于无网格法为什么会具有如此好的性质,至

今尚无定论。一种较为被大家认可的解释为M L S

近似 (或其它无网格近似函数) 是一种“高阶”近

似,这种高连续性对于数值计算是有益的[ 6 ]。下面

几节就本文方法的这些特点用算例逐一对比讨论。

3　厚板壳和薄板壳分析

三维连续体方案不需要任何运动学假设,使用

方便而且精度高,可不做任何处理而同时求解厚板

壳和薄板壳问题。布点时在厚度方向只需要布置

2层～ 5层点,所以对比板壳理论计算费用不会显

著增加。

3. 1　受集中荷载作用的固支厚曲梁 (壳)

结构如图 1所示,壳体外径R = 5,内径 r = 3,

宽B = 2,端部受集中荷载P = - 100作用,材料参

数 E = 104, Μ= 1ö3 (若无特别说明,以下算例材料

参数与本算例相同)。本文方法采用 315个结点的

布点方案 (5× 21× 3) ,如图 2所示。M L S 近似采

用三维二次基函数, 球形支撑域, 选离节点最近的

27个有影响的结点组成影响域,采用 3× 3× 3的

高斯积分 (若无特别说明,以下算例 EFG 参数设置

与本算例相同)。

图 1　端部受荷载作用的固支壳
F ig. 1　C lamped shell under central load

图 2　厚壳 (左) 和薄壳 (右) 布点方案
F ig. 2　N ode distribu tion of th ick shell ( left)

and th in shell ( righ t) )

图 3给出 r= 4. 0, z = - 1, Η= 0°～ 90°的竖向

位移 u y 的计算结果。可见本文方法的精度是相当

高的。

3. 2　受集中荷载作用的固支薄曲梁 (壳)

将 3. 1 节中的计算参数改为 R = 10, r = 9,

B = 1, P = - 1。采用 279个结点 (3× 31× 3) ,如

图 2所示。图 4给出了 r = 9. 5, z = - 1, Η= 0°～

90°的竖向位移 u y 计算结果。本文方法计算得到 y

方向挠度的最大值为 - 0. 809,由AN SYS用 60个

4结点壳元计算得到的结果为 - 0. 80245, 两者仅

相差 0. 81%。

图 3　厚曲梁 EFG法和板壳理论竖向位移 uy 比较
F ig. 3　V ertical d isp lacem ent uy of th ick shell

in EFG m ethod and shell thoery

图 4　薄曲梁 EFG法和板壳理论竖向位移 uy 比较
F ig. 4　V ert ical d isp lacem ent uy of th in shell

in EFG m ethod and shell thoery

4　具有复杂形状的板壳

对于形状规则的板壳结构,差分法可以给出很

好的结果, 并且效率很高, 但对于不规则的边界则

遇到了困难。因此本节给出一个本文方法求解复杂

形状的板壳的例子。

如图 5所示,尺寸为 20× 20× 1的固支方板,

图 5　带四个孔的方板 (1ö4) 及其布点和背景网格
F ig. 5　Square p late w ith a ho le, its node distribu tion

and its in tegration elem ent
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图 6　带孔方板的挠度曲线
F ig. 6　D isp lacem ent curve of square p late w ith a ho le

荷载 P = - 40,取 1ö4进行分析。采用长方体支撑

域,半径为 2 倍布点间距。沿 y = 10, z = 0. 5 (中

面) , x = [0, 10 ]路径的挠度曲线如图 6所示,其中

有限单元法结果为相同布点方案下 AN SYS

SOL ID 45 单元求得的结果作为参照结果。可以看

出 EFG 的精度是可以的。

5　三维 EFG直接分析法和有限

单元法的对比

　　通过下面的算例可以清楚地看到三维EFG直

接分析法是计算板壳问题的一种有前途的方法。相

比之下,有限单元法因为其前述固有的缺陷而不能

在三维连续体方案中广泛的应用。

如图 7所示,尺寸为 20× 20× 1的四周固支

图 7　承受中央集中荷载的板及其布点方案
F ig. 7 Square p late under cen tral load and its node distribution

图 8　承受集中荷载方板的挠度变化曲线
F ig. 8　D isp lacem ent of square p late under central load

图 9　承受集中荷载方板的应力变化曲线
F ig. 9　Stress of square p late under cen tral load

的平板, 荷载 P = - 400, 材料参数 E = 104, Μ=

0. 3。取 1ö4进行分析,采用 11× 11× 3节点离散,

共有 363个点相当于有限单元法的 200 (10× 10×

2) 个实体单元。图 8给出了挠度的计算结果, 其中

三维 EFG 直接分析中采用长方体影响域, 半径大

小为 2 倍布点间距。板壳理论的计算结果由

AN SYS采用 100个 4结点壳元求得。图 8中FEM 1

是用有限元法 (FEA P 程序) 采用与 EFG相同的布

点方案求得结果, FEM 2是在厚度方向上单元再加

密一倍 (10×10×4) 求得的结果, FEM 3是在面内

两个方向单元各加密一倍 (20× 20× 2) 求得的结

果。

T imo shenko [ 8 ] 给出的中面挠度最大值的精确

解为 - 0. 978432,由AN SYS壳单元得到的结果为

- 0. 98545, 三维 EFG 直接分析法得到的结果为

- 1. 02343, FEM 1为 - 0. 805, FEM 2为 - 0. 831,

FEM 3为 - 0. 940。对比之下, 有限单元法采用三

维连续体方案处理板壳问题的弱点可以很明显地

看出来。由AN SYS用 1600个实体单元 (20×20×

4) 分析得到的结果作为对比, 其中面挠度最大值

为 - 1. 0517, 而本文方法比板壳理论更接近这个

结果。

图 9给出了沿 x = 10. 0, z = 0. 0, y = [0. 0,

10. 0 ]路径上的正应力 Ρx x 的变化曲线。这里多加

了一条 EFG (5) 是与 FEM 2布点相同 (厚度方向布

5层点) ,其余参数与上面 EFG 法设置相同的计算

结果。端部应力的误差应该是由于固端约束过紧的

缘故,按有限元法中对固端本质条件的方法做一点

修正应可消除。可以看出无论应力还是位移, EFG

方法的精度都远高于有限单元法。
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6　数值锁死问题

6. 1　不可压缩材料的固支板受压计算

采用图 7的结构模型,将材料改为近似不可压

材料,即将泊松比改为Μ= 0. 4999,其他参数不变。

图 10 比较了板壳理论 (由AN SYS 用板壳单元求

解)、三维 EFG 直接分析法和三维实体有限单元

(采用与 EFG 相同的布点方案, FEA P 计算) 求得

的挠度结果。通过本算例可以看出, 对于此几乎不

可压缩材料的问题,有限单元法已经锁死,而 EFG

直接分析法则基本不受影响。

图 10　不可压缩材料的方板受压的挠度曲线
F ig. 10　D isp lacem ent of incomp ressib le square p late

6. 2　端部受集中荷载 P 作用的悬臂超薄梁

悬臂梁尺寸 2000× 2× 2,端部受集中荷载作

用 P = - 1, 材料参数 E = 109, Μ= 1ö3。由于在

z 方向无荷载, 因此可以视为平面应力问题三维

EFG直接分析中采用 51× 51× 3的布点方案,共

459 个结点, 相当于有限元 200个单元 (50× 2 ×

2) , 布点方案如图 11所示。采用矩形支撑域, 支撑

域半径为 2 倍的布点间距。此时“单元”长宽比为

40∶1∶1, 这对有限元法是不可想象的。但本文方

案仍然给出了相当高的精度,如图 12所示。

值得注意的是, 梁的主要变形只是一个方向

的,布点间距的长宽比达到 40∶1∶1 的情况下仍

然能得到很满意的结果,此时有限单元法三维实体

单元基本完全锁死。对于复杂一些的板壳问题,三

维 EFG 直接分析法在布点间距的长宽比小于

8∶1∶1的情况下可以给出足够精确的结果。但如

果进一步增大布点间距的长宽比则可能会出现或

多或少的锁死现象。由此可见,三维EFG 直接分析

法是在一定参数范围内上消除了剪切和薄膜锁死

现象。

图 11　悬臂梁结构示意图和布点方案
F ig. 11　Cantilever and its node distribu tion

图 12　超薄悬臂梁的垂向挠度曲线
F ig. 12　V ertical disp lacem ent of can tilever

7　结　语

对于壳体和空间结构的分析,不仅要具有强健

性,还应能用于厚结构和薄结构的分析并且能避免

各种锁死问题和极薄结构的不稳定性问题。

本文采用无网格伽辽金法和直接三维连续体

方案求解板壳问题,原理简单,精度高,不用任何运

动学假设,可以同时处理薄、厚板壳问题。无网格的

近似函数具有高度光滑性,因此克服了有限元法在

求解此类问题时的缺陷。无网格法只需要在厚度方

向上布置 2 层～ 5 层点就可以捕捉场函数在厚度

方向的梯度,因此计算费用比板壳理论并无显著增

加。三维EFG 直接分析法很容易分析非线性问题,

而此时基于板壳理论的分析方法将变得非常复杂

和繁琐。另外,三维EFG 直接分析法在一定参数的

范围内可以消除数值锁死问题。由此可见,三维无

网格法直接分析法是处理板壳问题的一种很有前

途的方法。
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D irect ana lys is for pla te and shell by three-d im en siona l

elem en t free Ga lerk in m ethod

ZHAN G W ei, 　ZHAN G X iong3 , 　LU M ing2w an

(D epartm en t of Engineering M echan ics, T singhua U n iversity, Beijing 100084, Ch ina)

Abstract: T here are th ree app roaches in num erica l sim u la t ion of p la te and shell st ructu res: p la te and

shell theo ry app roach, degenera ted con t inuum app roach, d irect th ree2dim en siona l ( 3D ) con t inuum

app roach. Becau se m eshfree m ethods can easily estab lish app rox im at ion funct ion s w ith C 1 o r h igher

o rder of con t inu ity, they are w idely u sed in K irchhoff2L ove shell theo ry. W hen app lying in M indlin2

R eissner shell theo ry, m eshfree m ethods fa ll in to the d ilemm a of num erica l lock ing. Am ong these th ree

app roaches, d irect 3D con t inuum app roach is the sim p lest and m o st accu ra te one in p rincip le. How ever,

it is the least popu lar one in p ract ice becau se of inna te draw back s of FEM. Becau se of the h igh o rder of

con t inu ity of app rox im at ion funct ion s, m eshfree m ethod cou ld dep loy on ly 2 layers～ 5 layers of part icles

to cap tu re the field grad ien t in the th ickness d irect ion, and at the sam e tim e, it a lso cou ld a llevia te

lock ing in som e ranges of facto rs. T h is app roach show s grea t advan tages w hen trea t ing w ith m ateria ls

w ith com p lica ted con st itu t ive law , and non linear shell. In th is paper, elem en t free Galerk in m ethod and

direct 3D con t inuum app roach are em p loyed to ana lyze the p rob lem s of linear p la te and shell, and

num erica l resu lts a re com pared w ith tho se ob ta ined by fin ite elem en t m ethod. F ina lly, num erica l lock ing

is invest iga ted.

Key words: m eshfree m ethod; elem en t free Galerk in m ethod; p la te and shell; d irect th ree2dim en siona l

con t inuum app roach; num erica l lock ing
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