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摘 要

摘 要

现有的复合材料加筋层合结构和夹芯结构建模与分析方法主要是基于等效思

想的，随着复合材料结构设计理念和要求的不断提高，需要有一种既可以得到板

壳的精确应力位移结果，又可以在没有任何假设的情况下考虑任意复杂的加强

筋结构和夹芯结构的分析方法。本文结合逐层理论应力分析精度高和三维实体

元建模能力强的优点，建立了复合材料加筋结构和夹芯结构的逐层/实体元方法

(Layerwise/Solid-Element，LW/SE)。对于复合材料加筋结构（夹芯结构），分别利

用逐层理论和八节点实体单元建立复合材料板壳结构（上下面板结构）和加强筋

结构（芯子结构）的控制方程，然后基于板壳结构（上下面板结构）与加强筋结

构（芯子结构）之间的位移协调关系和内力平衡条件得到复合材料加筋层合板壳

结构（夹芯结构）逐层/实体元方法的控制方程。

通过数值算例验证了逐层/实体元方法分析复合材料加筋层合板壳和夹芯结构

的静动力响应问题的正确性，并建立了复合材料夹芯结构的静动力半解析和有限

差分灵敏度分析方法。利用非线性 Hertz接触律和渐进损伤模型，将逐层/实体元

方法应用于复合材料加筋层合板壳和夹芯结构中低速冲击响应的分析和损伤的预

测问题中，建立了一种渐进损伤分析方法，该分析方法能够得到加筋复合材料层

合板和夹芯结构精确的局部冲击响应和损伤分布。

在复合材料结构的实际损伤问题中，基体裂纹和层间分层损伤往往是同时存

在的，而现有扩展有限元方法对复合材料结构的基体裂纹和分层损伤是分开研究

的，且只能处理穿透型基体裂纹。本文结合逐层理论和扩展有限元方法的优点，

建立了含多层分层和基体裂纹损伤复合材料层合结构的扩展逐层理论 (Extended

Layerwise method，XLWM)。将传统逐层理论厚度方向上的插值节点由层间界面

处改为数学层中性面处，并在位移模式中分别引入弱不连续和强不连续函数来模

拟层间界面的应变不连续和分层区域的位移不连续现象。厚度方向上位移插值点

位于层合结构上下表面和各单层的中性面上，所以扩展逐层方法可以很方便地和

扩展有限元方法相结合用来模拟层合结构的面内基体裂纹。

利用各向异性材料的相互作用积分和最大周向应力准则，将扩展逐层理论应

用于复合材料层合结构的裂纹任意扩展问题上，并重点研究了裂纹尖端应力强度

因子在层合板厚度方向上的变化规律。

关键词：复合材料；分层；基体裂纹；逐层理论
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Abstract

Abstract

As the design concept and requirements of composite structures improving, it is nec-

essary to develop an analysismethodwhich not only can obtain the accurate displacements

and stresses of composite laminated plates/shells and facesheets but also can consider

the arbitrarily complex stiffeners and core without any assumptions and simplifications.

Based on the high precision of layerwise theory (LW) and modeling ability of the 3D

solid finite element method (FEM), a layerwise/solid-element (LW/SE) method is estab-

lished for the stiffened composite laminated shells/plates and sandwich structures. In the

present LW/SE method, the layerwise theory is used to model the behavior of the com-

posite laminated shells/plates or facesheets, and the eight-node solid element is employed

to discrete the stiffeners or core. And then, based on the governing equations of the shell-

s/plates and stiffeners (facesheets and core), the governing equations of the composite

stiffened laminated shells/plates (sandwich structures) is assembled by using the com-

patibility conditions and the internal force equilibrium conditions at the joint interface

between shells/plates and stiffeners (facesheets and core).

To demonstrate the excellent predictive capability of this LW/SE method, sever-

al numerical examples are carried out to investigate the problem of static analysis and

free vibration analysis for the stiffened composite laminated shells/plates and sandwich

structures. The semi-analytical and finite difference method of the statics and dynamic-

s sensitivity analysis are developed for the composite sandwich structures. In addition,

based on the modified nonlinear Hertz contact low and the progressive failure model, L-

W/SEmethod is applied to the low-velocity impact responses analysis and impact-induced

damages prediction, and a progressive failure analysis method is established for the stiff-

ened composite laminated shells/plates and sandwich structures. Accurate local impact

responses and damages distribution can be obtained by the presented progressive failure

analysis method.

In the practical damage problems of composite structures, the in-plane matrix cracks

always exist alongside the delaminations under impact loading. Although the shell el-

ements method improved by XFEM are applied to model thick-through cracks or de-

laminations individually for the composite laminated structures, there is no work has yet

II



Abstract

been reported for the typical damage pattern including matrix crack and delamination.

In this work, an extended layerwise method (XLWM) is developed to model the com-

posite laminated structures with multiple delaminations and matrix cracks based on the

advantages of layerwise method and the extend finite element method (XFEM). In the

displacement field, the nodes in the thickness direction are located at the middle surface

of each single mathematic layer, the top surface and the bottom surface of the composite

laminates. The displacement field contains the linear Lagrange interpolation functions,

the one-dimensional weak discontinuous function and strong discontinuous function. The

strong and weak discontinuous function are applied to model the displacement discontinu-

ity induced by delaminations and the strain discontinuity induced by the interface between

the layers, respectively. Because the nodes in the thickness direction are located at the

middle surface of each single layer, the extended layerwise method can be conveniently

employed to deal with the in-plane matrix cracks combined with the XFEM.

In addition, by using the interaction integral method and the maximum circumfer-

ential tensile criterion of orthotropic materials, XLWM is applied to the prediction of the

crack arbitrarily growth for the composite laminated plates. The distribution of the stress

intensity factor (SIF) along the thickness direction are investigated.

Key words: Composites; Delamination; Matrix cracks; Layerwise theory
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第 1章 引言

第 1章 引言

复合材料是由高强度、高模量、脆性的单一增强材料和低强度、低模量、

高韧性的单一基体材料在宏观尺度上复合而成的且具有新物理和化学性能的

新型结构材料。由于单一组成材料的种类和组份、成型工艺以及纤维角度等

参数都可以根据应用情况进行优化设计，因此复合材料是一种“可控制设计”

的工程材料。通常来说，复合材料的各项物理和化学性能会在很大程度上优于

单一常规材料，甚至会复合出一些组分材料没有的新的优异性能。现代先进

复合材料以其优异的性能解决了工程结构上采用常规传统材料无法解决的一

系列关键问题，特别是在大型飞机结构设计领域，复合材料以其特有的高比

刚度（强度）、轻质高效、抗疲劳及非金属性等特点，与钛合金、铝合金、钢

一齐成为现代飞机设计的四大主要结构材料，成为现代飞机结构设计先进性

的主要标志之一 [1]。

由于复合材料层合结构在中低速冲击载荷作用下容易产生内部损伤，如

工具跌落和跑道飞石。这些内部损伤将严重影响结构的刚度和强度，而且内

部损伤目视不可检，在没有得到及时检查和修理的情况下，随着损伤的积累

容易导致结构突然失效的严重后果，所以复合材料层合结构中低速冲击特性

是复合材料研究的重点领域之一。

(a) (b) (c) (d)

图 1.1 复合材料层合结构的典型损伤形式：(a)层间分层；(b)基体裂纹；(c)纤维断
裂；(d)纤维与基体之间的脱胶

随着复合材料整体成型技术的快速发展和广泛应用，各种复合材料加筋

结构、格栅结构和夹芯结构的形式越来越复杂，对现有分析方法提出了严重

挑战。因此，需要有一种分析方法能精细分析复合材料板壳结构、加强筋结

构以及夹芯结构在冲击载荷作用下的局部响应，从而提高现代先进复杂复合

材料结构的设计和应用水平。

另一方面，由于复合材料自身的复杂性导致了其损伤的复杂性和形式的

1
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多样性，一般来说复合材料的损伤分为四种基本形式：层间分层、基体裂纹、

纤维断裂以及纤维与基体之间的脱胶，如图1.1所示。基体裂纹一般平行于纤

维，是由拉伸、压缩或剪切引起的；分层损伤模式表现为具有不同铺层角单层

之间的剥离，是由层间应力引起的；纤维损伤模式包括纤维的断裂和屈曲损

伤，是由纤维拉伸断裂或压缩失稳引起的。因为纤维的拉伸强度很大，在中

低速冲击载荷作用下纤维断裂和屈曲引起的损伤仅出现在冲击接触区域，所

以在中低速冲击载荷作用下复合材料层合结构的主要损伤是基体裂纹和层间

分层，且两者总是同时出现的。因此，能同时精确描述基体裂纹和层间分层

的分析方法是通过数值方法研究复合材料层合结构损伤机理的关键，是准确

预测中低速冲击损伤、提高结构抗冲击能力设计水平的前提。

1.1 复合材料层合板壳的分析理论

从 1804年平板作为数学问题开始被关注并研究以来，至今板壳理论的发

展已经经历了二百多年。然而，直到 1850年，Kirchhoff才在两个目前被公认

的假设基础之上得到了正确的板弯曲变形能，并用虚功原理和变分运算，推

导出了著名的平板弯曲微分方程。这两个基本假设就是著名的 Kirchhoff假设：

1）原来垂直于中性面的直线，变形后仍然保持为直线且垂直于弯曲后的中性

面，即直法线假设。2）在横向载荷作用下板产生微弯曲变形时，板的中性面

并不伸长。对于工程结构中的薄板问题，基于 Kirchhoff假设建立的近似分析

理论能得到非常令人满意的结果。但该近似分析理论没有考虑横向剪切变形

的影响，使得薄板的基本方程是一个四阶偏微分方程，每条边上的边界条件

为两个。然而，对于厚板，或者需要关注集中载荷作用下薄板载荷作用点附

近以及边界周围局部变形的问题，基于 Kirchhoff假设的近似理论和边界条件

不但不能得到满足工程应用的精度要求，甚至会得出严重错误的结果。针对

平板弯曲分析中的这一问题，Reissner在位移模式中引入了平均转角的假设，

对 Kirchhoff的直法线假设进行了修改，假设原来垂直于中性面的直线变形后

保持为直线，但相对于中性面存在转角。该理论消除了近似理论中因忽略横

向剪切变形所引起的误差，得到的薄板基本微分方程是一个六阶偏微分方程

组，每条边上需三个边界条件。

19世纪 30年代航空工业的兴起和快速发展推动了各向异性板弯曲理论的

产生和发展。随后，19世纪 60年代纤维增强复合材料开始应用于航空航天领

域，且主要以层合结构的形式应用，利用各向异性板的弯曲理论分析这种新

2
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型材料制成的层合板壳结构的强度和刚度等问题已开始成为板壳理论发展的

主要方向。发展初期的复合材料层合板壳分析理论主要还是建立在 Kirchhoff

假设基础之上，被称为经典层合板壳理论（Classic laminated theory, CLT），后来

的层合板壳理论日趋精细化，分析中考虑的横向剪切效应也越来越合理。由

于复合材料层合结构面内的高度各向异性和厚度方向上弱界面的存在，严重

影响了传统板壳分析理论在复合材料结构上的直接应用。随着计算机计算能

力以及各种数值方法的发展，出现了大量高精度的层合板壳分析理论，如，等

效单层板壳理论（Equivalent single-layer theories, EST）、Zig-Zag理论、逐层理

论（Layerwise Theory）以及状态空间理论（State space theory, SST）等。

1.1.1 等效单层板壳理论

复合材料层合结构的经典分析理论是一种直接由传统板壳分析理论发展而

来的、采用等效单层描述的等效单层板壳理论（Equivalent single-layer theories,

EST），在厚度方向上利用合适的位移假设将层合板壳结构等效成单层结构。

因此，可以根据不同位移假设模式来区分不同的分析理论，几种典型位移假

设模式如图1.2所示。
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图 1.2 几种典型位移假设模式示意图：(a)变形前层合板；(b)经典层合板理论；(c)
一阶剪切变形理论；(d)高阶剪切变形理论；(e) Zig-Zag理论；(f)逐层理论

（1）经典层合板理论 (Classical Lamination Plates Theory, CLPT)

经典层合板理论是是一种工程中应用最为广泛的分析方法，未知量少且
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程序实现简单，对于薄板的全局小变形问题分析精度完全满足工程要求。经

典层合板理论直接将 Kirchhoff平面假设推广应用于层合结构问题中，即变形

前垂直于中性面的直线段变形后仍垂直于中性面，且保持直线。所以，经典

层合板理论的位移假设模式可写成

对于层合板 ui(x,y,z, t) = u0
i (x,y, t)− zu3,i(x,y, t) i = 1,2

u3(x,y,z, t) = u0
3(x,y, t)

(1-1)

对于层合壳
ui(ζ ,η ,z, t) =

1
Ri

u0
i (ζ ,η , t)− zu3,i(ζ ,η , t) i = ζ ,η

u3(ζ ,η ,z, t) = u0
3(ζ ,η , t)

(1-2)

式中，上标 0表示参考平面上的值，在板壳理论中通常取中性面为参考平面；

ζ 和 η 为壳结构的面内坐标；Ri为第 i层的半径。

由于层合板和层合壳的位移假设模式在所有的理论中其形式是一致的，所

以后面有关层合板壳的位移假设模式中只列出层合板的，层合壳的可以类似

地得到。

（2）一阶剪切变形理论 (First order Shear Deformation Theory, FSDT)

一阶剪切变形理论在经典层合板壳理论的基础上进一步考虑了横向剪切

变形，又称剪切变形理论，其位移假设模式为ui(x,y,z, t) = u0
i (x,y, t)+ zϕi(x,y, t) i = 1,2

u3(x,y,z, t) = u0
3(x,y, t)

(1-3)

式中，ϕi为层合板厚度方向上的转角。

由于位移沿厚度方向是线性变化的，在剪切变形理论的分析结果中，剪

切应变在层合结构整个厚度方向上为常量，而剪切应力在各单层的厚度方向

上为常量，所以一阶剪切变形理论分析得出的剪切应力在厚度方向上是不连

续的。

（3）Vlasov-Reddy理论 (Vlasov-Reddy Theory, VRT)

Vlasov [2] 从板壳上下表面横向剪切应力 σi3 = 0的角度对剪切变形理论进

行了一个简单地改进，与一阶剪切变形理论相比，该理论能更好的描述横向

剪切应变，从而显著地提高了剪切变形理论分析厚层合板壳结构静力和动力

4
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响应的精度。由于 Vlasov-Reddy [3]理论包含了厚度坐标的三次项，所以也称之

为三阶剪切变形理论。Vlasov-Reddy理论的位移假设模式为ui(x,y,z, t) = u0
i (x,y, t)+ zϕi3 −

4z3

3h2 [ϕi3 +u3,i(x,y, t)] i = 1,2

u3(x,y,z, t) = u0
3(x,y, t)

(1-4)

考虑到层合结构的内在对称性，该理论中并没有取厚度坐标的二次项。在

分析结果中，剪切应变在层合结构整个厚度方向上按二次曲线规律连续变化，

而剪切应力在各单层的厚度方向上按二次曲线规律变化，在层合结构整个厚

度方向上也是不连续的。

（4）高阶剪切变形理论 (Higher order Shear Deformation Theory, HSDT)

上述三种理论有一个共同点就是没有考虑 u3 在厚度方向上的变化，即认

为面外正应变为零。Koiter [4]提出在考虑横向剪切应变的同时应该考虑面外应

力，因此产生了高阶剪切变形理论，其位移假设模式为 [5]ui(x,y,z, t) = u0
i (x,y, t)+ zϕi i = 1,2

u3(x,y,z, t) = u0
3(x,y, t)+ zϕi + z2ϕ3

(1-5)

1.1.2 逐层理论

对于上面的四种层合板壳理论，位移模式中的未知量数量是与层合板的

层数无关的，这正是将其称为等效单层板壳理论的原因所在。虽然能够描述

横向应变和法向应变，高阶剪切变形理论甚至能反映截面的横向翘曲，但等

效单层板壳理论对层合结构的单层是不敏感的。如果要求分析单层的详细响

应，或单层之间存在很大的位移梯度，则必须提高等效单层理论位移模式中

的阶次，从而增加了待求未知量的数量，且使分析过程变得复杂。

若将层合结构的单层看成是独立的，分别利用剪切变形理论来描述，然

后基于各层间的位移协调将各单层拼装成一个整体，这个过程就是逐层理论

的基本思想。根据 Demasi [6] 的定义，控制方程中未知量随层合板层壳数变化

的分析理论称之为逐层理论。与等效单层理论相比，可以认为逐层理论是一

种三维分析方法，它能比较精确地给出层合结构的层间应力应变，这是等效

单层理论无法做到的。逐层理论位移假设模式中各单层的位移为

uk
i (x,y,z, t) = uk,0

i − zkuk
i1 + z2

kuk
i2 − z3

kuk
i3 + · · ·+(−1)kzNl

k uk
il

i = x,y,z, k = 1,2, · · · ,Nl

(1-6)
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第 1章 引言

上式中的各单层位移模式必须与各层间界面的协调条件一起使用。Reddy [7]

提出将位移在厚度方向上用一维拉格朗日插值函数进行离散，插值节点位于

层合板壳的上下表面和各数学层之间的界面上，将位移在面内用二维拉格朗

日函数进行离散，其位移假设模式为

ui(x,y,z, t) =
N+1

∑
n=1

un
i (x,y, t)ϕ n(z) (1-7)

与单层等效理论不同，逐层理论是基于沿厚度方向C0
z 连续的函数来假设

板壳结构位移模式的，所以该理论的位移在厚度方向连续，而应变在插值节点

处不连续，并且有可能保证横向应力在界面处连续，尽管该界面两侧的材料

不同。另外，逐层理论的位移模式还能描述面内位移在厚度方向上的 Zig-Zag

特征，尤其是对于厚板变形问题，逐层理论的位移模式相较于单层等效位移

模式来说更能准确描述截面的严重扭曲。根据横向位移的假设情况，可以将

逐层理论分为部分逐层理论和完整逐层理论两类，在部分逐层理论中只对面

内位移进行插值，而横向位移沿厚度不变，也就是说忽略了横向应变 ε33，在

完整逐层理论中对面内位移和横向位移两者都进行插值。

另外，在 Reddy的复合材料层合板壳逐层理论中，有限元控制方程中包含

了上下表面的位移自由度，这使得该方法能很方便地通过连接面上的位移协

调和内力平衡条件与其它方法耦合，建立复杂复合材料层合结构的分析方法，

如加筋结构和夹芯结构。

1.1.3 Zig-Zag理论

上面提到的四种等效单层板壳理论中，除了 Vlasov-Reddy理论之外都不能

满足C0
z 连续性要求。大量研究结果表明，基于高阶剪切变形理论完全可以得

到精度足够高的全局位移响应，甚至对于厚板壳结构也是如此，但由位移和

Hook定律计算得到的横向应力结果却非常差。逐层理论对位移的描述要比剪

切变形理论好得多，有研究表明：当逐层理论中单层的位移场取到三阶或四

阶时，能得到精确的位移和应力结果，甚至包括横向应力分量。

剪切变形理论和逐层理论的主要目标都是尽量完全或部分满足C0
z 连续性

要求，后来发展起来的一些更精确的层合板壳理论也是在尽量满足这个条件，

如 Zig-Zag理论。Zig-Zag理论的基本思想是首先假设层合结构的单层位移或

应力模式，然后通过层间的连续性和平衡条件来减少未知量。Zig-Zag理论的
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位移假设模式可写为

ui(x,y,z, t) = u0
i (x,y, t)+

N−1

∑
k=1

(z− zk−1)ψkH (z− zk−1) (1-8)

式中，ψk = u3,x +αkγ13，αk为由层间横向应力定义的单层常数；H (z− zk−1)为

Heaveside函数

H (z− zk−1) =

0 z ≤ zk

1 z ≥ zk

从上式可以明显看出，线性或分段线性位移假设会使 αk 沿厚度连续，且

与 z坐标无关。实际上，上式中的 Zig-Zag理论并不能满足层合板壳上下表面

横向剪切应力 σi3 = 0的条件。

在 Zig-Zag理论方面贡献最大的是 Lekhnitskii [8]、Ambartsumian [9,10]和Reiss-

ner [11,12]提出的相关基础性理论，其它相关理论的建立和发展都是基于这三种

原创理论进行的。

Lekhnitskii [8]首先于 19世纪 30年代在研究梁问题时，提出了能描述 Zig-Zag

效应和层间横向应力连续的分析理论，由于该理论只在他英语版著作中简要

提及，所以在后来的文献中几乎把他的杰出贡献遗忘。直到 1986年，Ren [13,14]

将 Lekhnitskii的理论推广应用于正交异性和各向异性板结构上，Ren先假设了

横向剪切应力在厚度方向上的模式，让横向剪切应力在各单层沿抛物线变化，

然后对应变位移关系积分，并考虑层间界面的位移协调条件就可得到厚度方

向上的假设位移场，所以该理论位移在各单层是沿三次曲线线变化的。

Ambartsumian [9,10] 提出的理论中未知量的数量与一阶剪切变形理论的相

同，三个位移分量和两个转角（或剪应变，即假设横向位移为常数），利用一

个未知函数 f (z)来假设横向剪切应力模式， f (z)可通过上下表面的应力边界

条件来确定，且对于对称和非对称层合结构来说 f (z) 具有明显不同的形式。

Whitney [15] 将该理论介绍给西方的板壳理论学者，并推广应用于到各向异性

板问题上。

Reissner [11,12]将位移和应力看成是相互独立的变量提出了一种混合变分理

论。基于该变分理论，Murakami [16,17] 在位移假设中用 C0
z 连续的 Zig-Zag形函

数建立了一种新方法，该方法的面内响应非常精确，甚至是在长厚比很小的

情况下也能保持很高的精度。Carrera [18,19] 利用 Reissner的混合变分理论建立

了正交双曲层合壳的差分控制方程，该方法的位移模式包含两种独立的基于
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Layerwise描述的假设场，将各层横向应力（剪切和正应力）和位移看成相互

独立的变量，位移和横向应力在层间的连续性满足 C0
z 连续条件。

1.1.4 状态空间理论/Hamilton正则方程

基于厚度方向上位移假设模式是上述所有方法的共同点，这导致了上述

方法得出的控制方程不能完全满足板壳结果应该满足的弹性力学所有基本方

程，且层间面外应力的计算结构精度比较低。近年来，将位移和面外应力看成

对偶变量，基于弹性力学辛理论发展出来了一种新的复合材料层合板壳分析

方法，该方法被称之为 Hamilton正则方程法或状态空间方法，属于理性的辛

体系方法 [20]。基于状态空间理论的复合材料层合板壳分析理论无需任何厚度

方向上的位移和应力假设，对于各向同性、正交异性或各向异性弹性体，从

弹性力学基本方程 [21] 或 H-R变分原理 [22,23] 出发可推导出各单层的一阶常微

分控制方程，然后利用层间的位移和应力连续条件得到层合结构的整体传递

方程。层合板壳结构第 µ 层的状态空间方程为

d
dz

 PPPµ(z)

QQQµ(z)

=

 HHHµ
11 HHHµ

12

HHHµ
21 HHHµ

22

 PPPµ(z)

QQQµ(z)

+

 FFFµ
1 (z)

FFFµ
2 (z)

 (1-9)

式中，PPP =
[

σ13 σ23 σ33

]T
；QQQ =

[
u1 u2 u3

]T
；HHHµ

i j(i, j = 1,2)为第 µ 层传

递矩阵的子矩阵；FFFµ
i (z)(i = 1,2)为第 µ 层的外载荷向量。

上式的解析解为

GGGµ(h) = KKKµ(h)GGGµ(0)+FFFµ(z) (1-10)

利用层间的传递技术，即层间的位移和横向应力连续，第 µ 层上表面的横

向应力 σ̂ µ
i3 和位移 ûµ

i 分别等于第 µ +1层下表面的横向应力 σ̌ µ+1
i3 和位移 ǔµ+1

i ，

可以得到层合板壳结构的总体控制方程为 [24]

GGGµ(H) =

((
N

∏
µ=2

KKKµJJJµ−1

)
KKK1

)
GGGµ(0)+

N−1

∑
i=1

(
N

∏
µ=i+1

KKKµJJJµ−1

)
FFF(hi)+FFF(hn) (1-11)

式中，JJJµ−1 为考虑第 µ − 1层和第 µ 层之间弱粘接的传递矩阵；hµ 为第 µ 层

的厚度，H 为层合结构的总厚度。

基于状态空间理论的复合材料层合板壳分析理论具有以下有几个突出的

优点 [23,25–27]：1）考虑了正交异性甚至于各向异性材料剪切变形的影响；2）

因为状态空间方程的半解析法在平面内可采用有限元法和无网格法等数值方
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法，所以适用于具有复杂侧面边界及复杂外载荷等工程实际问题；3）层间的

位移和横向应力的传递矩阵技术能显著地减少层合结构控制方程的未知量数

量，使控制方程中只包含上下表面的位移和应力未知量，所以该方法的未知

量数量完全与层合结构的层数无关；4）因为厚度方向用传递矩阵技术代替了

位移假设，可以认为是解析的，所以能保证层间位移和应力的连续性，结果

精度高，尤其是应力分析结果。

然而，基于状态空间理论求解层合板壳问题也存在几个方面的缺点：1）

该方法只能应用于弹性小变形问题，很难往弹塑性和大变形等非线性问题中

扩展，这限制了它的进一步发展；2）虽然得到了高精度的应力分析结果，但

计算量巨大，同时，由于积分后的传递矩阵是满阵，所以在分析相对比较复

杂的问题（如加筋结构）时，对内存的要求极其巨大；3）求解动力学问题时

计算成本巨大是该理论存在的最大问题，如固有频率的求解只能采用二分法。

1.2 复合材料加筋结构的分析方法

加筋板壳结构被广泛应用于建筑、桥梁和航空航天领域。在航空领域机

身和机翼是两种典型的加筋结构，例如飞机机身就是一种在轴向（长桁和梁）

和径向（隔框和环）都有加强筋的半硬式壳结构。在分析加筋结构时通常有

三种基本思路：1）将加强筋对响应的影响等效弥散到板壳上，然后基于板壳

理论分析整体结构的响应；2）将加强筋等效成梁，然后通过加强筋与板壳的

位移协调或相互作用力进行耦合分析；3）加强筋和板壳都用板壳理论建模，

然后通过加强筋与板壳的位移协调或相互作用力进行耦合分析。第一种思路

实现简单且计算量小，但分析精度低，是早期广泛应用的分析方法，且对工

程师的分析经验要求很高，很难满足现代工程结构设计所需的精度要求。第

三种思路虽然分析精度高，但计算量大且适用范围小，不能处理复杂的加强

筋结构形式。第二种思路兼顾了精度和计算量两方面，但仍然不能处理复杂

加强筋，且加筋结构的等效会引入较大误差，对分析人员的经验要求也很高。

在过去近 20年加筋板壳结构被广泛应用的过程中，对于弯曲、屈曲以及

振动等问题发展了大量的数值分析方法，如，基于能量原理的方法 [28,29]、半

解析法 [30,31]、微分求积法 [32]、有限元方法 [22,24,33–39]、无网格方法 [40,41]、边界

元方法 [42–46]以及有限元和边界元耦合的方法 [47]，在上述方法中，有限元方法

的应用范围最为广泛。

Kukreti和 Cheraghi [28,29] 基于能量原理为网格加筋板结构提出了一种分析
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方法，在该分析方法中假设加强筋与板完全刚性连接。Mukhopadhyay [31]扩展

了一种板壳半解析方法，用来分析加筋板结构的静力问题，并考虑了对称和非

对称两种加强筋结构。Brubak [30]为任意方向加强筋结构建立了一种半解析屈

曲强度分析模型。Siddiqi和 Kukreti [32]建立了一种微分求积方法分析横向均匀

分布载荷作用下对称加筋板的挠度。Mukhopadhyay和Mukherjee [33]利用非协调

有限元方法进行了加筋板结构的屈曲分析，该有限元模型能处理不规则边界

并考虑剪切变形，且可以推广应用于复合材料层合板结构。Deb [34]和 Palani [35]

分别基于 Mindlin线性有限元模型和两种二次等参有限元模型 (八节点 QS8S1

和九节点 QL9S1)进行了加筋板壳结构的静力和振动问题分析。另外，还有很

多其它的有限元模型被用来分析加筋板壳结构 [36–39]。在有限元和半解析解法

中，加强筋和板壳结构的网格需要相互协调，加强筋位置的改变将导致整个板

壳区域网格的重分。针对该问题，Peng [42,43]利用 Galerkin无网格法 (EFG)建立

了同心和非同心加筋板的静力和屈曲分析方法，该方法可有效避免在有限元

方法中遇到的网格重分问题。Tamijani和 Kapania [48]也基于 EFG法和一阶剪切

变形理论 (FSDT)分析了加筋板的静力和屈曲问题，该方法可以用来分析具有

任意数量曲线加强筋的加筋板结构。近年来，边界元方法 (BEM)也被用于分

析加筋结构的静力和动力学问题 [44–47]。而 Ng和 Cheung [49] 结合 BEM和 FEM

两者优点建立了一种新的板壳耦合分析方法，并将其推广用来分析更为复杂

slab-on-girder桥梁结构。

近年复合材料加筋结构得到了广泛应用，已经成为加筋结构研究的主要

方向。Wang [50]提出了均匀内压、常温度和轴向压力载荷联合作用下端部闭合

加筋复合材料圆柱壳结构的数值分析方法，首先分别建立了加强筋和壳结构

的控制方程，然后通过连接界面上的剪切应力和正应力平衡条件来建立耦合

方程。Jaunky [51] 在考虑连接面相互作用的前提下，为加筋复合材料层合板建

立了一种改进的弥散分析方法。Kidane [52]利用单包和弥散的方法建立了复合

材料圆柱格栅结构全局屈曲载荷的分析方法。Qing [22]基于复合材料层合板壳

状态空间方程的半解析解法建立了一种新的加筋复合材料层合结构自由振动

分析方法，该方法考虑了横向剪切变形、加强筋和板的转动惯量以及加强筋

和板之间界面上位移和应力的协调条件。Li [24]结合层间无厚度线性弹簧元将

Qing的方法推广应用于含弱粘接复合材料加筋板的静动力及其灵敏度分析问

题中。

现在复合材料的整体成型技术已得到广泛应用，各种复合材料加筋结构

和格栅结构的形式越来越复杂，对现有分析方法提出了严重挑战。复合材料
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自身的复杂性使复合材料结构的分析复杂化，且由于加强筋的存在使加筋复

合材料结构的分析更加困难。因此，随着复合材料结构设计水平和要求的不

断提高，需要有一种分析方法既可以得到板壳的精确应力位移结果，又可以

在没有任何假设的情况下考虑任意复杂的加强筋结构，且能精细分析板壳结

构与加强筋结构连接处的局部响应，从而提高复杂复合材料加筋结构的设计

和应用水平。

1.3 复合材料夹芯结构的分析方法

近年来，夹芯结构被广泛应用于交通、航海和航空宇航等领域。复合材料

夹芯结构由较厚的轻质芯子和复合材料层合面板组成，其受力特性与工字梁

类似，大部分面内膜应力和弯矩由上下面板承受，而芯子则主要用来承受剪

切载荷。

夹芯结构整体和局部行为的复杂性导致了其分析方法的多样性，Reissner [53]

以及一些其他的学者首次研究了不可压缩夹芯结构的计算模型问题，其中最著

名的传统建模方法是分裂刚度法 [54]。近年来，复合材料夹芯结构的建模分析

方法主要还是沿用复合材料层合结构的分析方法，例如等效单层理论 [3,55–60]。

传统的夹芯结构分析方法的最大问题就是必须对芯子结构进行等效，从而不

可避免地引入较大误差。

在实际工程应用中，夹芯结构的芯子相对面板来说很厚，而且复合材料

层合面板的材料性能在厚度方向上变化很大，所以横向剪切变形将显著影响

复合材料夹芯结构的响应分析结果。因为等效单层理论不能很好地考虑这种

由剪切变形带来的影响，所以若想对复合材料夹芯结构进行精确分析必须利

用高精度的准三维或三维方法，如逐层理论和三维弹性理论。由于三维弹性

解的数量有限 [61]，且三维有限元分析的计算量巨大，所以逐层理论也许是一

个更好的选择。

Hu [62]比较研究了各种剪切变形理论和 Zig-Zag理论在分析静载荷和动载

荷作用下夹芯结构弯曲特性时的精度问题，研究结果表明 Zig-Zag 理论的分

析精度要高于经典层合理论和剪切变形理论。Ferreira [63,64] 结合逐层理论和

径向基点函数研究层合板和夹芯结构的静力和自由振动问题。Roque [65] 提出

了一种三角逐层变形理论，用以分析对称铺层层合板和复合材料夹芯结构。

Theofanis [66]为了分析复合材料夹芯梁结构的阻尼特性提出了一种高阶离散逐

层理论，计算单层面内位移时位移模式需要添加二次和三次项，且层间剪切
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应力在厚度方向上是连续的。另外，还有一些其他的文献 [67–70]利用逐层理论

研究了复合材料夹芯结构的建模与分析问题。

有两个主要原因导致了上述复合材料夹芯结构建模与分析方法精度较低：

一个原因是，芯子结构材料性能参数的等效算法 (如三明治理论 [71])不能完全

反映芯子的力学行为；另一个原因是，芯子结构的厚度通常较大，一般在 3到

26mm之间 [72]，降低了分析方法的精度，因为上述面板和等效夹芯的分析方

法都是基于复合材料层合板壳理论建立的，而复合材料层合板壳理论的分析

精度随板壳厚度的增加而降低，尤其是等效单层理论。

上述复合材料夹芯结构建模与分析方法主要考虑结构的全局响应问题，然

而现代夹芯结构往往采用柔性芯子，在局部分布载荷、点载荷以及点支撑的

作用下将出现明显的局部响应现象，甚至出现凹坑，导致夹芯结构的上下面

板变形严重不一致。随着现代夹芯结构在防撞和吸能等领域的广泛应用，详

细局部损伤形态和破坏过程的模拟变得十分重要。

因此，需要有一种分析方法既能得到精确的全局响应和很好的局部响应，

又能在考虑计算量的情况下避免芯子结构厚度对分析精度的影响。

1.4 复合材料层合板壳结构中低速冲击问题研究进展

大量研究证明，因为复合材料纤维的拉伸强度很大，纤维断裂和屈曲引

起的损伤仅局限在冲击接触区域附近，所以在中低速冲击载荷作用下复合材

料层合结构的主要损伤是基体裂纹和层间分层 [73–83]。Choi等 [79] 指出中低速

冲击载荷作用下复合材料层合结构最先出现的是基体裂纹，一旦基体裂纹扩

展到上下具有不同纤维方向的层间，分层损伤就会随之出现，并沿层间扩展。

Joshi和 Sun [84]由实验得到的复合材料层合板中低速冲击作用下的典型损伤形

式如图1.3所示。

90°

90°

90°

90°

0°

0°

0°

v

分层 基体裂纹

图 1.3 典型基体裂纹和分层损伤形式
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对复合材料层合结构分层损伤进行研究的文献很多，难以一一综述，且

发展出来了大量的分析方法，这些方法主要归为两大类：基于损伤力学的方

法和基于断裂力学的方法。

基于损伤力学的复合材料层合结构分层损伤分析方法就是利用一定的损伤

判断准则，通过层间应力直接预测分层损伤，然后根据预测的分层损伤来退化

结构的材料性能。通常采用的分层损伤判断准则主要有 Choi/Chang准则 [78,79]、

Tang/Chai准则、Puck准则和 Hashin准则 [85,86]等。常用的材料性能退化方法有

立刻失效法、常应力法和渐进失效法三种，其中渐进失效法根据不同的退化

公式可分为不同类型，如线性退化和指数退化。基于损伤力学的方法在算法

实现上很简单，由于损伤的起始和累积都是直接与材料本构相关联的，所以

容易与有限元之类的数值方法相结合。然而，基于损伤力学的方法不能预测

损伤的真实扩展过程，且对损伤的预测精度不高。近期，德国结构力学研究

所宇航中心（DLR）基于该方法研发了一款复合材料结构损伤容限分析软件

（Composite Damage Tolerance Analysis Code, CODAC），该软件利用单点接触算

法模拟冲击载荷，利用隐式有限元法求解动态响应问题，可以得到复合材料

层合结构在冲击载荷作用下的冲击响应、损伤和层间分层等结果，并已应用

到了一些工程实际问题中。

在基于断裂力学的方法中，通常利用线性断裂力学来模拟分层损伤。虽

然断裂力学方法在金属材料损伤预测领域中得到广泛应用，但在复合材料损

伤预测方面的发展却比较缓慢。在基于断裂力学的分析方法中，首先利用板

壳单元或三维实体单元计算出结构的应力应变，然后由应力应变计算分层前

缘的能量释放率，进而达到预测分层前缘扩展的目的。该方法计算精度高，但

是分层前缘往往需要大密度网格才能得到较为精确的应力场结果，随着分层

前缘的扩展甚至需要网格重分技术，所以该方法计算很大。采用断裂力学方

法的最大优势是可以使用一些重要的断裂力学概念来精确地模拟分层损伤的

扩展过程，如临界能量释放率等。虽然基于断裂力学的分析方法在模拟各向

同性材料的裂纹问题上已经广泛应用，并取得了很好的效果。然而，对于复

合材料层合结构，分层前缘的基体裂纹对尖端应力场影响很大，裂纹的方向

同时受应力分布和铺层方向影响，且一般认为分层产生于损伤或缺陷，使得

分层的分析对损伤和断裂的敏感性很强。所以，对于各向异性且包含界面的

复合材料层合结构来说，利用基于断裂力学的分析方法进行分层损伤分析仍

然存在很多的困难。至今线性断裂力学只是适用于粘接复合材料结构，在这

种复合材料结构中存在真实的粘接缺陷容易被描述，且缺陷区域是均匀的线
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性应变区域。凝聚断裂模型在有些方面弥补了线性断裂力学的缺点，如裂纹

尖端出现材料软化的情况。

大量的复合材料基体裂纹分析方法同样可分为基于损伤力学的方法和基

于断裂力学的方法两大类，但由于基体裂纹的复杂性和随机性，分析方法仍

然以前者为主。Highsmith和 Reifshider [87]是首先利用剪滞模型研究复合材料结

构基体裂纹问题的，这种模型虽然相对简单但预测的结果却与实验吻合较好。

Laws和 Dvorak [88,89]提出了一种用 self-consistent方法用以分析含随机分布基体

裂纹单层复合材料的刚度退化问题，然后将退化后的刚度系数分量代入层合

板模型中计算层合板的整体刚度退化。Wang等 [90] 为静载荷和疲劳载荷作用

下复合材料层合结构的广布基体裂纹扩展问题发展了一个随机模型，并提出

了有效缺陷的概念，代替了传统的常厚度强度准则。Hashin [91,92] 基于最小余

能原理提出了一种显式方法来计算含基体裂纹层合板单层的应力和刚度退化，

该方法对于铺层方式为 [0p/90q]s的层合板具有很高的分析精度。Aboudi [93]利

用单胞表示含平行基体裂纹的层合板，在单胞里位移向量被表示为到中心线

距离的二次函数，从开裂区域的弹性能中推导出刚度退化。Lee [94] 利用内变

量概念提出了一种数学模型，该模型可以预测含基体裂纹交叉铺层层合板轴

向刚度退化的上限，轴向裂纹张开位移表示为轴向应变和无损伤材料参数的

函数。Gudmundson [95]基于含平行裂纹各向同性体的封闭解，建立了一个能描

述含基体裂纹层合板刚度退化的损伤力学模型。

最近 Heaviside间断函数被引入复合材料层合板壳结构分析理论的厚度方

向上位移假设模式中，用以模拟层间分层损伤引起的位移不连续现象。Barbero

和 Reddy [96] 首先基于该思路将 Reddy的逐层理论扩展到含多层分层损伤复合

材料层合结构问题上，利用厚度方向位移假设模式中的跳跃函数模拟分层损

伤引起的位移不连续，在分层面上，相邻层的位移相互独立，可以相互分离

和滑移。Chattopkdhyay和 Gu [97] 提出了一种新的高阶板壳理论来分析含分层

损伤复合材料层合板的屈曲和后屈曲问题，在位移的低阶和高阶项中，利用

分层界面上不连续条件来模拟层间分层，由自由面 (包括分层面)剪应力为零

的条件首先确定位移模式中的高阶项。Williams [98,99] 基于两种尺度的位移模

式提出了一种复合材料层合板的广义多尺度分析理论，位移模式的两种尺度

分别为整体和局部位移（单层位移），从该广义多尺度分析理论可以退化得到

多种现有复合材料层合板分析理论。Cho和 Kim [100,101]为含多层分层损伤复合

材料层合板结构提出了一种高阶 Zig-Zag理论，利用上下表面横向剪切应力为

零的条件以及层间界面横向应力连续的条件引入分层界面。
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虽然已有大量文献研究了分层损伤或基体裂纹损伤问题，但只有少量的

研究工作处理了分层损伤和基体裂纹损伤同时存在的问题。O’Brien [102] 建立

了一种简单的解析模型用以计算含分层或基体裂纹损伤复合材料层合板的能

量率。Dharani和 Tang [103] 提出了一个微观力学模型分析含横向基体裂纹和纵

向分层纤维增强复合材料层合结构的破坏行为，分层损伤位于 0/90 界面上，

该方法用一致剪滞理论代替了应力位移关系。Nairn和 Hu [104]将 Hashin的变分

法 [91,92]进行推广应用于交叉铺层层合板横向裂纹和分层损伤的起始和扩展问

题。Takeda和 Ogihara [105] 计算了横向裂纹尖端含分层损伤的交叉铺层复合材

料层合板的应力分布。Berthelot和 Corre [106]提出了一种解析模型，也计算了含

横向裂纹和分层损伤交叉铺层复合材料层合板的应力分布，无分层区域该解

析模型退化为常用的一维方法，而分层区域该解析模型是基于一种位移方法

的，该位移方法的纵向位移取决于单层的纵向和横向条件。Swindeman [107]针

对基体裂纹和分层的耦合问题建立了一种正则化扩展有限元方法 (Regularized

Extended Finite Element Method, Rx-FEM)，并用实验加以验证，在该方法中，分

层和基体裂纹分别利用凝聚区模型和网格独立裂纹技术 (MIC)模拟。

在复合材料结构的实际损伤问题中，如中低速冲击损伤，基体裂纹和层

间分层损伤往往是同时存在的，单独研究基体裂纹和分层损伤的分析方法离

实际应用还有很远。因此，建立能同时精确模拟基体裂纹和层间分层损伤的

分析方法，是复合材料结构损伤问题研究的关键技术。

1.5 扩展有限元方法在复合材料结构损伤分析中的应用

近年来，为了处理材料和几何中出现的强不连续和弱不连续问题，在传统

有限元方法框架下基于单位分解的概念提出了扩展有限元方法 (extended finite

element method, XFEM) [108–112]。在扩展有限元方法中，连续区域采用传统有限

元方法，在包含不连续边界的较小区域内，对位移插值函数进行扩充来处理

位移不连续和局部的应力畸变问题（如裂纹尖端），另外还需借助水平集方法

或快速推进法来描述间断界面。扩展有限元方法的最主要优势是所使用的网

格独立于结构内部的几何或材料界面，从而无需在裂纹尖端应力应变集中区

域进行高密度网格划分，即使在模拟裂纹扩展的过程中也不需要对网格进行

重分。扩展有限元方法与标准有限元方法相比，具有计算精度高、勿需网格

重构等特点，且保留了常规有限单元的优点，即刚度矩阵的对称性、稀疏性

和带状的特点。
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在相对成熟之后，扩展有限元方法被推广应用于板壳结构的面内裂纹分

析问题 [113–115]。Dolbow [114] 首次基于扩展有限元方法和 Mindlin-Reissner 中厚

板理论对板中的穿透型裂纹进行了研究。Areias [113]利用扩展有限元方法为壳

结构和夹芯结构的非线性任意裂纹扩展建立了一种新的分析方法。Zhuang和

Cheng [115]将扩充形函数的概念引入连续实体壳单元中，建立了管道裂纹任意

扩展的扩展有限元分析方法。

Remmers [116] 和 Nagashima [117] 首先利用扩展有限元方法处理复合材料裂

纹问题，经研究表明，适合于各向同性材料的裂尖扩充函数并不能应用于各

向异性的复合材料。随着各向异性扩充函数 [118–122] 的构造，扩展有限元方法

被进一步成功推广应用于复合材料的裂纹分析问题。Sukumar 等 [118] 利用基

于单位分解的扩充函数研究了两相材料界面上的裂纹问题，两相材料都是各

向同性材料。Zhuang 和 Cheng [123] 采用扩展有限元方法和最大轴向应力准则

研究了两相材料界面上混合裂纹的扩展问题。Asadpoure和Mohammadi [124–126]

基于扩展有限元法和各向异性材料裂尖扩充函数研究了二维各向异性体的裂

纹问题，首先用传统有限元模型离散整个二维区域，然后基于单位分解框架

利用二维渐进裂尖不连续位移场去扩充原来的连续有限元模型。Motamedi和

Mohammadi [127–129]利用静力和动力各向异性扩充函数研究了复合材料结构动

态裂纹问题，数值结果表明，静力和动力各向异性扩充函数的分析结果具有

明显差别，之后，Esna Ashari和 Mohammadi [120–122] 将他们的研究成果应用了

两相各向异性材料界面裂纹问题。Ayhan和Maghaddam [130–132]将扩展有限元应

用于各向同性功能梯度材料，Bayesteh和Mohammadi [133]将扩展有限元应用于

各向异性功能梯度材料，Hosseini等 [134]将扩展有限元应用于各向同性和各向

异性功能梯度材料裂纹的热 -力耦合分析问题中。

最近扩展有限元方法同时也被用于复合材料分层损伤的模拟，Hettich和

Ramm [119]在没有裂尖扩充函数的情况下研究复合材料分层问题，在此分层只

是被模拟成位移跳跃的界面。Nagashima和 Suemasu [135] 利用扩展有限元法分

析含层间分层薄壁复合材料层合板的应力，Curiel Sosa和 Karapurath [136] 将扩

展有限元方法应用于含分层损伤纤维金属双悬臂复合材料梁结构。

现有扩展有限元方法对复合材料结构的基体裂纹和分层损伤是分开独立

研究的，且只能处理穿透型基体裂纹，所以，结合扩展有限元方法的优势建

立能够能同时精确求解基体裂纹尖端和层间分层损伤前缘位移应力场的分析

方法具有十分重要的理论和实际应用价值。
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1.6 本文主要研究内容

针对现有复合材料层合加筋结构和夹芯结构分析方法在应用范围和局部

响应分析方面的不足，以及扩展有限元方法在分析复合材料层合结构基体裂

纹和分层损伤问题方面的缺陷，本文的研究工作主要从两个大的方面进行。

（一）结合逐层理论应力分析精确和三维实体元建模能力强的优点，建立

复合材料加筋结构和夹芯结构的建模与分析方法。该方法用于加筋板壳结构

分析时，在没有任何有关加强筋假设的情况下，既可以得到板壳的高精度应力

应变解，又可以考虑任意复杂的加强筋结构。该方法用于复合材料夹芯结构

分析时，能够得到结构在集中载荷作用下的高精度局部应力应变，模拟上下

面板变形的不一致性，而且能避免或降低芯子较大厚度带来的分析误差。利

用非线性 Heltz接触律和渐进损伤模型，将复合材料加筋结构和夹芯结构的逐

层/实体元方法应用于复合材料中低速冲击问题中，建立复合材料加筋结构和

夹芯结构的中低速冲击渐进损伤分析模型。该分析模型能分析得到冲击体和

靶体结构的冲击响应，尤其是靶体结构的局部响应，能准确预测纤维断裂/屈

曲、基体裂纹和层间分层损伤的起始和累积过程。

（二）结合逐层理论和扩展有限元方法的各自优点，建立含多层分层和基

体裂纹损伤复合材料层合结构的精确分析方法。将该方法与扩展有限元方法

相结合，能精确地同时模拟复合材料层合结构中的多处分层和基体裂纹损伤，

并且能精确分析分层前缘和裂纹尖端的位移场和应力场，能得到裂纹尖端应

力强度因子在层合板厚度方向上的变化规律，为复合材料层合结构的冲击损

伤模拟提供了一种精确的新方法。利用各向异性材料的相互作用积分和各向

异性材料的最大周向应力准则，将复合材料层合结构的扩展逐层理论应用于

复合材料裂纹任意扩展问题上，研究裂纹尖端应力强度因子在层合板厚度方

向上的变化规律。

基于以上两部分研究内容，论文章节安排如下：

第一章首先介绍了复合材料结构中低速冲击损伤问题研究的重要性，综

述了现有的几种重要复合材料层合结构分析理论的基本思想和发展历程，包

括等效单层理论、逐层理论、Zig-Zag理论以及状态空间理论。然后，分析了

复合材料加筋结构和夹芯的现有分析方法以及存在的不足之处，提出本文第

一部分研究内容的出发点，并总结了复合材料层合板壳结构的中低速冲击问

题研究进展情况。最后，介绍了近年扩展有限元方法在复合材料结构损伤分

析中的应用情况，提出本文第而部分研究内容的出发点。
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第二章首先介绍了 Reddy的复合材料板壳结构的逐层理论和三维六面体

单元的有限元列式，然后建立复合材料加筋板壳结构的逐层/实体元方法，并

通过数值算例验证该方法的正确性，以及该方法在分析复杂加筋结构方面的

适应性；

第三章将第二章中的方法推广应用于复合材料夹芯结构，建立复合材料

夹芯结构的逐层/实体元方法，以及芯子结构的全局模型、局部模型和等效模

型三种建模方法，并基于逐层/实体元方法建立了复合材料夹芯结构的静动力

灵敏度分析方法的半解析法和有限差分法。通过数值算例验证了复合材料夹

芯结构的逐层/实体元方法、三种建模方法以及灵敏度分析方法的正确性；

第四章结合非线性 Heltz接触律和渐进损伤模型建立复合材料加筋结构和

夹芯结构的中低速渐进损伤分析方法，通过数值算例验证该方法的正确性，并

基于该方法研究结构参数对冲击响应和损伤分布的影响规律；

第五章和第六章分别建立复合材料层合梁结构和层合板结构的扩展逐层

理论，并通过数值算例验证了该方法在分析无损伤、含分层和/或基体裂纹层

合梁结构和层合板结构问题上的正确性；

第七章结合各向异性材料的相互作用积分法和最大周向应力准则，将复

合材料层合板的扩展逐层理论应用于裂纹任意扩展问题，并重点研究应力强

度因子在层合板厚度方向上的变化规律；

第八章全文总结和今后工作展望。
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第 2章 复合材料加筋层合板壳结构的逐层/实体元方法

复合材料加筋结构和格栅结构的形式随着整体成型技术的发展变得越来

越复杂，对现有分析方法提出了严重挑战，需要有一种分析方法既可以得到

板壳的精确位移和应力结果，又可以在没有任何假设的情况下考虑任意复杂

的加强筋结构，且能精细分析板壳结构与加强筋结构连接处的局部响应。本

章将基于逐层理论和三维实体有限元建立一种加筋板壳结构的耦合分析方法，

逐层/实体元 (Layerwise/Solid-Element，LW/SE)方法。分别利用逐层理论和八节

点实体单元建立复合材料板壳结构和加强筋结构的控制方程，然后基于板壳

结构与加强筋结构之间的位移协调关系和内力平衡条件得到复合材料加筋板

壳结构的总体控制方程。通过数值算例验证了逐层/实体元方法分析复合材料

加筋板壳结构静动力响应的正确性，以及处理复杂复合材料加筋结构方面的

优势。

2.1 复合材料层合板壳的逐层理论

2.1.1 Reddy逐层理论的位移假设模式

在 Reddy的复合材料层合板壳完整逐层理论中 [7]（如图2.1所示），厚度方

向上的位移插值点位于层合板壳的表面和层间界面上，层合板壳结构任意点

P(x,y,z)的位移模式可假设为以下形式

uα(x,y,z, t) =
N+1

∑
k=1

uαk(x,y, t)ϕk(z) (2-1)

式中，α = 1,2,3表示在x、y和 z方向上的位移分量；ϕk 为沿板厚方向的一维

拉格朗日插值函数；上式的位移假设模式中，层合板壳结构根据铺层情况被

分为N层，N也被称之为数学层数，在实际建模分析时可将相邻的铺层角度相

同的物理单层合并成一个数学层，以减少控制方程中自由度数量，故数学层

数要小于或等于物理层数；uαk 为位移函数在厚度方向上的节点值，k为厚度

方向上插值点的编号。从上式中的位移模式可以看出，Reddy的逐层理论实际

上就是将一个三维问题解耦成为一个一维问题 (厚度方向)和一个二维问题 (面

内平面)，本质还是与三维方法等效。
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图 2.1 Reddy的复合材料层合板壳逐层理论的位移模式

将式 (2-1)中的位移假设模式代入 Von Karman的圆柱壳非线性几何方程 [7]

ε11 = u1,x +
1
2

u2
3,x = u1k,xϕk +

1
2
(
u3k,xϕk

)
(u3e,xϕe)

ε22 = u2,y +
u3

R
+

1
2

u2
3,y =

(
u2k,y +

u3k

R

)
ϕk +

1
2
(
u3k,yϕk

)
(u3e,yϕe)

ε33 = u3,z = u3kϕk,z

γ12 = u1,y +u2,x +u3,xu3,y =
(
u1k,y +u2k,x

)
ϕk +

(
u3k,xϕk

)
(u3e,yϕe)

γ23 = u2,z +u23,y −
u2

R
= u2kϕk,z +

(
u3k,y −

u2k

R

)
ϕk

γ13 = u1,z +u3,x = u1kϕk,z +u3k,xϕk

(2-2)

式中，R为圆柱壳的半径，e为厚度方向上插值点的编号，从式 (2-2)中去掉含

R的项就是平板的非线性几何方程，去掉其中的二次项则可以得到板壳结构

的线性几何方程。

2.1.2 运动方程和边界条件

逐层理论的运动方程和边界条件可由 Hamilton原理推导。Hamilton原理可

写为
ˆ T

0
(δU −δV −δM)dt = 0 (2-3)

式中，δU、δV 和 δM分别为结构的虚应变能、虚外力功和虚动能，它们可分

20



第 2章 复合材料加筋层合板壳结构的逐层/实体元方法

别表示为

δU =

ˆ
Ω

ˆ H/2

−H/2

(
σαβ δεαβ

)
dzdA

δV =

ˆ
Ω
[qb(x,y, t)δu3(x,y,−H/2, t)+qt(x,y, t)δu3(x,y,H/2, t)]dA+

ˆ
Γ

ˆ H/2

−H/2
(σ̄nnδun + σ̄nsδus + σ̄nzδu3)dzds

δM =

ˆ
Ω

ρ0 (u̇αδ u̇α)dA

式中，H 为层合壳的厚度；σ̄nn、σ̄ns和 σ̄nz为边界 Γ上的应力；δus和 δun为边

界上的位移；u̇α 为速度；ρ0为密度。

将位移假设模式 (2-1)代入结构的虚应变能、虚外力功和虚动能

δU =

ˆ
Ω

[
Nx

k δu1k,x +Ny
k

(
δu2k,y +

δu3k

R

)
+Nxy

k

(
δu1k,y +δu2k,x

)
+

Kyz
k

(
δu3,y −

δu2k

R

)
+Kxz

k δu3k,x+

Mx
keδu3k,xδu3e,x +My

keδu3k,yδu3e,y+

Mxy
ke

(
δu3k,xδu3e,y +δu3k,xδu3e,y

)
+

Qz
kδu3k +Qyz

k δu2k +Qxz
k δu1k

]
dA

(2-4)

δV =

ˆ
Ω

(
qbδuN+1

3 +qtδu0
3
)

dxdy+

ˆ
Γ

(
N̄nn

k δun
1k + N̄ns

k δus
1k + Q̄n

kδu3k
)

ds
(2-5)

δT =

ˆ
Ω
[Ike (u̇αkδ u̇αe)]dA (2-6)

式中，Nx
k、Ny

k 和 Nxy
k 为面内合内力；Kxz

k 和 Kyz
k 为面外合内力；Qxz

k 、Qyz
k 和 Qz

k
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为横向合剪内力；Mx
ke、My

ke和 Mxy
ke 为合扭矩。合内力和内力矩为(

Nx
k ,N

y
k ,N

xy
k

)
=

ˆ H/2

−H/2
(σ11,σ22,σ12)ϕkdz,

(
Qxz

k ,Q
yz
k ,Q

z
k

)
=

ˆ H/2

−H/2
(σ13,σ23,σ33)ϕk,zdz,

(
Kxz

k ,Kyz
k

)
=

ˆ H/2

−H/2
(σ13,σ23)ϕkdz,

(
Mx

ke,M
y
ke,M

xy
ke

)
=

ˆ H/2

−H/2
(σ11,σ22,σ12)ϕkϕedz,

Ike =

ˆ H/2

−H/2
ρ0ϕkϕedz,

(2-7)

边界合力为

N̄nn
k =

ˆ H/2

−H/2
σ̄nnϕkdz,

N̄ns
k =

ˆ H/2

−H/2
σ̄nsϕkdz,

Q̄n
k =

ˆ H/2

−H/2
σ̄nzϕkdz

(2-8)

边界法向和切向位移为

un
1k = u1knx +u2kny

us
1k =−u1kny +u2knx

(2-9)

将结构的虚应变能、虚外力功和虚动能代入 Hamilton原理，并分部积分，

按虚位移整理，可得复合材料层合圆柱壳结构逐层理论的运动方程为

δu1k : Nx
k,x +Nxy

k,y −Qxz
k = Ikeü1e

δu2k : Nxy
k,x +Ny

k,y −Qyz
k +

Kyz
k

R
= Ikeü23

δu3k : Kxz
k,x +Kyz

k,y −
(

Ny
k

R
+Qz

k

)
+qbδ N+1

k +qtδ 0
k

+
(
Mx

keu3e,x +Mxy
keu3e,y

)
,x +

(
My

keu3e,y +Mxy
keu3e,x

)
,y = Ikeü3e

(2-10)

式中，δ N+1
k 和 δ 0

k 为 Kronecker符号。
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自然边界条件为

δu1k : Nnn
k − N̄nn

k = 0

δu2k : Nns
k − N̄ns

k = 0

δu3k : Qn
k +ℜk − Q̄n

k = 0

(2-11)

式中，

Nnn
k = Nx

k nx +Nxy
k ny

Nns
k = Nxy

k nx +Ny
k ny

Qn
k = Kxz

k nx +Kyz
k ny

(2-12)

ℜk =
(
Mx

keu3e,x +Mxy
keu3e,y

)
nx +

(
My

keu3e,y +Mxy
keu3e,x

)
ny (2-13)

2.1.3 本构关系

复合材料任意角铺层的第 µ 层的线弹性应力 -应变关系为

σ11

σ22

σ33

σ23

σ13

σ12



(µ)

=



C11 C12 C13 0 0 C16

C12 C22 C11 0 0 C26

C13 C23 C33 0 0 C36

0 0 0 C44 C45 0

0 0 0 C45 C55 0

C16 C26 C36 0 0 C66



(µ)

ε11

ε22

ε33

γ23

γ13

γ12



(µ)

(2-14)

将上式代入式 (2-7)可得合内力和内力矩为

(
Nx

k ,N
y
k ,N

xy
k

)
=


A1

11ke A1
12ke A1

13ke A1
16ke

A1
12ke A1

22ke A1
23ke A1

26ke

A1
16ke A1

26ke A1
36ke A1

66ke




u1e,x

u2e,y +
u3e

R
u3e

u1e,y +u2e,x


+


D1

11kep D1
12kep D1

16kep

D1
12kep D1

22kep D1
26kep

D1
16kep D1

26kep D1
66kep




1
2

u3e,xu3p,x

1
2

u3e,yu3p,y

u3e,yu3p,x



(2-15)
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
Mx

ke

My
ke

Mxy
ke

=


D1

11kep D1
12kep D13kep D1

16kep

D1
12kep D1

22kep D23kep D1
26kep

D1
16kep D1

26kep D36kep D1
66kep




u1p,x

u2p,y +
u3p

R
u3p

u1p,y +u2p,x


+


F11kepq F12kepq F16kepq

F12kepq F22kepq F26kepq

F16kepq F26kepq F66kepq




1
2

u3p,xu3q,x

1
2

u3p,yu3q,y

u3p,yu3q,x



(2-16)

 Qyz
k

Qxz
k

=

 A3
44ke A3

45ke

A3
45ke A3

44ke

 u2e

u1e

+

 A2
44ke A2

45ke

A2
45ke A2

44ke

 u3e,y −
u2e

R
u3e,x

 (2-17)

Qz
k =

[
A2

13keu1e,x +A2
23ke

(
u2e,y +

u3e

R

)
+A3

33keu3e +A2
36ke (u1e,y +u2e,x)

]
+

1
2
[
D2

13kepu3e,xu3p,x +D2
23kepu3e,yu3p,y +D2

36kepu3e,yu3p,x
] (2-18)

 Kyz
k

Kxz
k

=

 A2
44ke A2

45ke

A2
45ke A2

44ke

 u2e

u1e

+

 A1
44ke A1

45ke

A1
45ke A1

44ke

 u3e,y −
u2e

R
u3e,x

 (2-19)

式中，m,n= 1,2, · · · ,6；p和 q为厚度方向上插值点的编号；A1
mnke、A2

mnke、A3
mnke、
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D1
mnkep、D2

mnkep和 Fmnkepq为等效刚度系数，具体表达式为

A1
mnke =

N

∑
µ=1

ˆ zµ
t

zµ
b

C(µ)
mn ϕkϕedz

A2
mnke =

N

∑
µ=1

ˆ zµ
t

zµ
b

C(µ)
mn ϕkϕe,zdz

A3
mnke =

N

∑
µ=1

ˆ zµ
t

zµ
b

C(µ)
mn ϕk,zϕe,zdz

D1
mnkep =

N

∑
µ=1

ˆ zµ
t

zµ
b

C(µ)
mn ϕkϕeϕpdz

D2
mnkep =

N

∑
µ=1

ˆ zµ
t

zµ
b

C(µ)
mn ϕkϕeϕp,zdz

Fmnkepq =
N

∑
µ=1

ˆ zµ
t

zµ
b

C(µ)
mn ϕkϕeϕpϕqdz

(2-20)

2.1.4 有限元列式

逐层理论运动方程 (2-10)中的位移在面内还是 x和 y的连续函数，所以还

需在面内对位移进行数值离散才能对 (2-10)进行求解。本文采用有限元方法

求解逐层方法的运动方程，为了得到逐层方法的有限元列式，厚度方向上的

位移节点值 u1k、u2k 和 u3k 在第 k个平面内可离散为

uαk(x,y, t) = uαkm(t)ψm(x,y) (2-21)

式中，m = 1,2, · · · ,nelm 为二维单元的节点数，ψm(x,y) 为二维单元的形函数,

uαkm为第 m个平面内节点的位移值。

将式 (2-21)代入 Hamilton原理中，经变分并分部积分可得复合材料层合结

构逐层理论运动方程的有限元列式

MαβkemnÜβen +KαβkemnUβen = Fαkm (2-22)

式中，MMM为质量矩阵；KKK 为刚度矩阵。

刚度矩阵可以写成以下形式（具体形式见附录 A1）

KKK =


K11kemn K12kemn K13kemn

K21kemn K22kemn K23kemn

K31kemn K32kemn K33kemn

 (2-23)
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质量矩阵为

MMM =


M11kemn 000 000

000 M22kemn 000

000 000 M33kemn

 (2-24)

式 中， M11kemn = M22kemn = M33kemn =

ˆ
Ω

ρ (Gkeψmψn)dxdy， 其 中 Gke =
ˆ H/2

−H/2
ϕkϕedz。

2.2 加强筋结构的三维实体元有限元列式

本文中复合材料加强筋结构是采用三维六面体单元建模的，六面体单元

的局部坐标和全局坐标系如图2.2所示，所以，加强筋结构任意一点的位移可

以表示为

uα =
nelm

∑
i=1

Ni


ũ1i

ũ2i

ũ3i

=
nelm

∑
i=1

Niũαi (2-25)

式中，ũαi = [ũ1i, ũ2i, ũ3i]
T为位移的节点值；Ni为单元形函数；nelm为加强筋结

构的有限元节点数。

z

x

y

O

O’
ξ

η

ζ

1 2

34

5 6

78

图 2.2 六面体单元的局部坐标和全局坐标

取六面体单元的形函数为

Ni =
1
8
(1+ξiξ )(1+ηiη)(1+ζiζ ) (2-26)

式中，ξ，η 和 ζ 为六面体单元的三个局部坐标。
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则六面体单元形函数对全局坐标的导数为

∂Ni

∂x

∂Ni

∂y

∂Ni

∂ z


=

1
8

JJJ−1


ξi (1+ηiη)(1+ζiζ )

ηi (1+ξiξ )(1+ζiζ )

ζi (1+ξiξ )(1+ηiη)

 (2-27)

式中，JJJ为雅可比矩阵，具体表达式为

JJJ =
1
8

8

∑
j=1


ξ j (1+η jη)(1+ζ jζ )

η j (1+ξ jξ )(1+ζ jζ )

ζ j (1+ξ jξ )(1+η jη)


将式 (2-25)代入为弹性体的应变位移方程中

εεε = ε̃εε =
nelm

∑
i=1


∂Ni

∂x
0 0

∂Ni

∂y
0

∂Ni

∂ z

0
∂Ni

∂y
0

∂Ni

∂x
∂Ni

∂ z
0

0 0
∂Ni

∂ z
0

∂Ni

∂y
∂Ni

∂x



T
ũ1i

ũ2i

ũ3i

=
nelm

∑
i=1

BBBiũuui (2-28)

将上式代入虚功原理可得

∑
e

δ ũuuT
i

[ˆ
Ωe

BBBT
i [σσσ0 +DDD(BBB jũuu j − εεε0)]dΩ−

ˆ
Ωe

NibbbdΩ−
ˆ

Γe
t

NitttdΓ

]
= 0 (2-29)

式中，σσσ0 和 εεε0 分别为结构的初始残余应力和应变；DDD为结构的刚度矩阵；bbb

和 ttt 分别为结构的体积力和表面力；Ωe和 Γe
t 分别为单元的空间区域和边界。

完成上式中的单元积分和求和（求和的过程即为单元刚度矩阵组装），利

用六面体单元离散的加强筋结构的控制方程可写为

KKKi jũuu j = fff i (2-30)

式中，

KKKi j = ∑
e

ˆ
Ωe

BBBT
i DDDBBB jdΩ

为加强筋结构的刚度矩阵

fff i = ∑
e

ˆ
Γe

t

NitttdΓ−
nelm

∑
i=1

ˆ
Ωe

[
BBBT

i (σσσ0 −DDDε0)−Nibbb
]

dΩ
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为加强筋结构的等效载荷向量

2.3 复合材料加筋层合板壳的 LW/SE方法

本节将基于逐层理论和三维实体有限元建立一种复合材料加筋板壳结构

的分析方法，该方法既可以得到板壳的精确应力位移结果，又可以在没有任何

假设的情况下考虑任意复杂的加强筋结构。对于加筋板和加筋壳而言，该方

法的建立过程是一样的，所以此处仅以加筋层合圆柱壳为例，加筋板的格式

可以类似得到。复合材料加筋层合圆柱壳结构的 LW/SE耦合分析方法如图2.3

所示，圆柱壳结构的问题域采用四边形平面单元离散，加强筋结构则采用八

节点实体单元离散。另外，为了方便应用位移协调条件和内力平衡条件建立

复合材料层合壳结构的总体控制方程，在板壳结构与加强筋结构相互连接区

域单元节点应保持一致。

加强筋

圆柱壳

位移协调：

 
1 1

S B
=U U

 
1 1

0
B S
+ =T T

内力平衡：

图 2.3 复合材料加筋层合圆柱壳结构 LW/SE方法示意图

将复合材料层合壳结构问题域中所有的位移自由度UUUP分为与加强筋结构

连接的位移向量UUUP
1（称为外部节点自由度）和不与加强筋结构连接的位移向

量UUUP
2（称为内部节点自由度）。据此对式 (2-22)进行行列变换，重写成以下形

式  MMMP
11 MMMP

12

MMMP
21 MMMP

22

 ÜUUP
1

ÜUUP
2

+

 KKKP
11 KKKP

12

KKKP
21 KKKP

22

 UUUP
1

UUUP
2

=

 000

FFFP
2

+

 TTT P
1

000


(2-31)
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式中，FFFP
2 和 TTT P

1 分别是壳结构的外载荷向量和外部相互作用力向量 (壳结构与

加强筋之间的相互作用力)；下标 1表示位移、加速度以及载荷向量是与外部

节点相关的；下标 2表示位移、加速度以及载荷向量是与内部节点相关的。

利用三维六面体单元离散加筋结构，其控制方程为式 (2-30)。同理，对加

强筋结构的控制方程进行相同处理 (下式中符号和角标的含义与上式相同) MMMS
11 MMMS

12

MMMS
21 MMMS

22

 ÜUUS
1

ÜUUS
2

+

 KKKS
11 KKKS

12

KKKS
21 KKKS

22

 UUUS
1

UUUS
2

=

 000

FFFS
2

+

 TTT S
1

000


(2-32)

根据板壳结构与加强筋结构相互连接区域的位移协调条件和内力平衡条

件 (UUUP
1 =UUUS

1，TTT P
1 +TTT S

1 = 0)，将式 (2-31)的第一行与式 (2-32)的第一行相加(
KKKP

11 +KKKS
11
)

UUUS
1 +KKKS

12UUUS
2 +KKKP

12UUUP
2+[(

MMMP
11 +MMMS

11
)

ÜUUS
1 +MMMS

12ÜUUS
2 +MMMP

12ÜUUP
2

]
= 000

(2-33)

将式 (2-33)与式 (2-31)第二行和 (2-32)的第二行联立则可得到复合材料加

筋层合圆柱壳结构的总体控制方程，写成矩阵形式为
MMMP

11 +MMMS
11 MMMP

12 MMMS
12

MMMP
21 MMMP

22 000

MMMS
21 000 MMMS

22




ÜUUP
1

ÜUUP
2

ÜUUS
2

+


KKKP

11 +KKKS
11 KKKP

12 KKKS
12

KKKP
21 KKKP

22 000

KKKS
21 000 KKKS

22




UUUP
1

UUUP
2

UUUS
2

=


000

FFFP
2

FFFS
2



(2-34)

对于静力学问题
KKKP

11 +KKKS
11 KKKP

12 KKKS
12

KKKP
21 KKKP

22 000

KKKS
21 000 KKKS

22




UUUP
1

UUUP
2

UUUS
2

=


000

FFFP
2

FFFS
2

 (2-35)
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对于自由振动问题
MMMP

11 +MMMS
11 MMMP

12 MMMS
12

MMMP
21 MMMP

22 000

MMMS
21 000 MMMS

22




ÜUUP
1

ÜUUP
2

ÜUUS
2

+


KKKP

11 +KKKS
11 KKKP

12 KKKS
12

KKKP
21 KKKP

22 000

KKKS
21 000 KKKS

22




UUUP
1

UUUP
2

UUUS
2

=


000

000

000



(2-36)

2.4 数值算例

2.4.1 圆柱壳的线性静力和自由振动分析

本节算例的目的是验证本文所编写基于逐层理论的复合材料板壳结构有

限元分析程序的可靠性。以中心受集中载荷 P = 667.26 kN的四边简支圆柱壳

结构为研究对象，圆柱壳的几何尺寸为：a = b = 0.508m，R = 25.40m。材料

性能参数为：E = 275.86GPa，v = 0.25。为了验证本文程序的计算结果，基于

有限元分析软件MSC.Patran建立了该圆柱壳的有限元模型，如图2.4，并利用

Nastran软件求解。逐层理论采用的有限元网格划分与MSC.Patran软件建立的

有限元模型一样，共 484(22×22)个单元，且集中载荷作用附近区域的网格密

度要大于其他区域。本文程序中采用 4×4的高斯积分。

对于固有频率计算结果，利用下式进行无量纲化

ω̄ = ω
(

a2

t

) √
ρ
E

(2-37)

式中 t 为板壳的厚度。

图 2.4 圆柱层合壳结构的有限元网格划分
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表 2.1 逐层理论与MSC计算得到的圆柱壳位移 u3的最大值和第一阶固有频率的对

比

t
最大位移 u3 /101 mm 第 1阶固有频率

逐层理论
MSC

逐层理论
MSC

(3D实体元) (2D壳单元) (3D实体元) (2D壳单元)
1.0 -0.4430 -0.4572 -0.2591 1.0451 1.0185 1.6813
0.8 -0.7234 -0.8128 -0.4826 1.1362 1.0681 1.7120
0.6 -1.4519 -1.6637 -1.0770 1.2406 1.1603 1.7590
0.4 -3.5131 -4.3434 -3.2512 1.4903 1.3671 1.8657
0.2 -11.7300 -19.5834 -11.8796 2.3867 2.0253 2.3304

逐层理论与MSC计算得到的圆柱壳位移 u3的最大值和第一阶固有频率的

对比情况见表2.1，其中MSC.Nastran的计算结果由 8节点 Hex_Solid64单元 (3D

实体单元)和 4节点 Quad4单元 (2D壳单元)得到。从结果对比可以看出，当圆

柱壳厚度较大时逐层理论的计算结果与MSC的 3D实体单元计算结果吻合较

好，当圆柱壳厚度较小时逐层理论的计算结果与 MSC的 2D壳单元计算结果

吻合较好。因此，逐层理论既可以用于薄板壳又可以用于厚板壳。

长桁

加强环

1 3
0u u= =

1 3
0u u= =

2 3
0u u= =

2 3
0u u= =

x

y

z

图 2.5 具有轴向和横向加筋条的圆柱壳结构
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2.4.2 加筋圆柱壳的线性静力和自由振动分析

本算例以具有轴向和/或横向加筋条的四边简支圆柱壳结构为例，如图2.5

所示，验证逐层/实体元方法分析各向同性材料加筋圆柱壳静力和自由振动问题

的正确性。圆柱壳中心受集中载荷 P = 667.26 KN作用，圆柱壳的几何尺寸为：

a = b = 0.508m，R = 25.40m。轴向和横向加强筋的尺寸为：t = c = 2.54mm，其

中 t 和 c分别为加强筋的高度和厚度。圆柱壳和加强筋的材料性能参数相同：

E = 275.86GPa，v = 0.25。MSC建立的加筋圆柱壳结构有限元模型如图2.6所

示，该模型中轴向和横向加强筋与圆柱壳之间采用位置重合节点合并的技术

处理连接问题，即为完好刚性连接，与逐层/实体元方法中采用的连接面耦合

方法等价。

(a) (b) (c)

图 2.6 MSC建立的加筋圆柱壳结构有限元模型：(a)具有轴向和横向加强筋的圆柱
壳；(b)具有轴向加强筋的圆柱壳；(c)具有横向加强筋的圆柱壳

逐层/实体元方法和 MSC.Nastran计算所得加筋圆柱壳结构位移 u3 最大值

和前 4阶固有频率对比分别见表2.2和2.3。本文方法计算得到的加筋圆柱壳结

构前 4阶基本振型如图2.7所示。从最大位移、固有频率以及基本振型的对比

可以看出，本文方法计算各向同性材料加筋圆柱壳结构的静动力响应结果是

可靠的。具有横向加筋结构的整体位移要小于周向加强结构，而固有频率则刚

好相反，原因是横向加强对圆柱壳结构整体刚度的提升要大于轴向加强。从

前 4阶振型可以看出，加强筋与圆柱壳之间的连接很好，说明通过连接界面

位移协调和内力平衡条件的耦合方法是正确可靠的，实现了完好的刚性连接。

表 2.2 逐层/实体元方法和MSC计算得到的加筋圆柱壳结构位移 u3最大值对比

轴向加强筋 横向加强筋 轴向和横向加强筋

LW/SE MSC LW/SE MSC LW/SE MSC
壳 -3.6779 -3.5306 -3.0963 -3.5052 -2.6391 -2.7940

加强筋 -3.4138 -3.2258 -2.9566 -3.2004 -2.3647 -2.4892
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表 2.3 逐层/实体元方法和MSC计算得到的加筋圆柱壳结构前 4阶固有频率对比

阶次
轴向加强 横向加强 轴向和横向加强

LW/SE MSC LW/SE MSC LW/SE MSC
1 1.0623 1.0889 1.1701 1.0876 1.2073 1.1649
2 2.6910 2.3872 2.5563 2.3833 2.9286 2.7786
3 2.9143 2.7655 2.9798 2.7447 3.1032 2.7920
4 4.1422 4.4806 4.1423 4.4665 4.2222 3.8451

第1阶 第2阶

第3阶 第4阶

图 2.7 逐层/实体元方法计算得到的加筋圆柱壳结构前 4阶基本振型

2.4.3 开口加筋板结构静力和自由振动分析

在工程实际应用中，在保证飞机结构强度、刚度、重量及工艺性等要求的

前提下，为了实现各种装载的使用、检测和航测改装等相关功能，经常需要

在飞机的适当位置上布置开口，如飞机机身上的舷窗、登机门以及机翼上的

勤务端口等。这些开口的设计总体上来说主要是出于减重、使用性和维修性

等方面的考虑。然而，结构开口将显著改变加筋结构的传力路径和振动特性

等力学性能。对于复合材料结构来说，开口会切断纤维的连续性，大幅度削

减复合材料结构的承载能力，直接影响到结构的使用寿命和安全裕度。

因此，本算例以开口加筋结构为研究对象，验证逐层/实体元方法分析这种

结构的正确性。井字形加强开口加筋板结构的几何模型和有限元模型如图2.8

所示，a1 = 508mm，a2 = 98.806mm，t1 = 50.8mm，t2 = 25.4mm，b = 177.8mm，

c = 152.4mm，边界条件为四边固支，8个由加强筋围成的外围矩形区域中心

受单位集中载荷作用，用以模拟气动力的等效集中载荷。开口板的弹性参数

33



第 2章 复合材料加筋层合板壳结构的逐层/实体元方法

a1 a2

t 1 t 2

y

x

b

c

(a)

(b)

z

图 2.8 开口加筋板结构的几何模型和有限元模型：(a)几何模型；(b)有限元模型

和加强筋的弹性参数均为：E = 275.86GPa，v = 0.25。

表 2.4 逐层/实体元方法和MSC计算得到开口加筋板结构最大位移分量计算结果对
比

u1 /10−7 mm u2 /10−7 mm u3 /10−6 mm

LW MSC LW/SE MSC LW/SE MSC
6.8864 7.2898 6.8864 7.2898 4.1641 4.3434

逐层/实体元方法和 MSC 计算得到开口加筋板结构最大位移分量对比见

表2.4，前 6阶固有频率和振型如图2.9所示。固有频率利用下式进行无量纲化

ω̄ = ω
(

a2
1

t2

) √
ρ

E22
(2-38)

从表2.4中的比较结果可以看出，本文方法计算结果与有限元软件 M-

SC.Nastran计算吻合较好，证明了逐层/实体元方法分析开口加筋结构静力和

动力响应是正确的。
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(b) 第2阶(6.1737)(a) 第1阶(5.0495)

(d) 第4阶(8.9503)(c) 第3阶(7.6026)

(f) 第6阶(9.6234)(e) 第5阶(9.2477)

图 2.9 开口加筋板结构的前 6阶固有频率和振型

2.4.4 复合材料加筋层合圆柱壳结构静力和自由振动分析

本算例以复合材料加筋层合圆柱壳结构为研究对象，该结构的几何尺寸

和边界条件与 2.4.2 节算例中的相同。层合圆柱壳的铺层顺序为 [0/90/0]，所

有单层具有相同的材料力学性能：E11 = 275.86GPa，E22 = E33 = 6.8966GPa，

G23 = 4.1379GPa，G12 = G13 = 3.4483GPa，v23 = 0.25，v12 = v13 = 0.25。加强筋

结构的材料性能为 E = 275.86GPa，v = 0.25。复合材料加筋层合壳的载荷为作

用于中心点的集中载荷 P = 667.26 kN。

逐层/实体元方法计算得到的无加强和三种不同加强方式复合材料加强筋

层合圆柱壳结构的最大位移和横向应力见表2.5，表中位移和应力取面内最大

值点处层间界面上的值，I表示复合材料圆柱壳的下表面；II表示复合材料层

合壳第一和第二层之间的界面；III表示复合材料层合壳第二和第三层之间的

界面；IV表示复合材料圆柱壳的上表面。三种不同加强方式加筋圆柱壳的变

形如图2.10所示。从表中的位移结果，尤其是位移 u3，可以看出加强筋的引入

显著地提高了复合材料层合圆柱壳结构的整体刚度，但也使结构的最大横向

应力显著增加，尤其是应力 σ33。周向加强对圆柱壳结构整体刚度的提升作用
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要明显强于轴向加强，且横向应力最大值的增加也要小于轴向加强。双向加

强在刚度提升和横向应力增加两方面都要优于轴向或周向的单向加强。

表 2.5 无加强、轴向加强、周向加强和双向加强复合材料加强筋层合圆柱壳结构的

最大位移和横向应力

最大位移 (mm) 最大应力 (102 MPa)
u1 u2 u3 σ13 σ23 σ33

无加强

I -1.3868 -2.2301 -28.4251 \ \ \
II -0.4191 -1.4427 -26.6319 -1.5248 -1.8832 -0.3447
III -0.4775 -0.7950 -26.6243 -1.1441 -1.6002 -0.3469
IV -1.4402 -1.1481 -28.4099 \ \ \

轴向加强

I -0.9322 -2.1920 -24.8869 \ \ \
II -0.2819 -1.5697 -17.8435 -4.9069 -4.8876 -49.4738
III -0.3099 -0.9881 -15.9131 -2.4248 -4.7352 -45.8090
IV -0.9576 -0.4318 -15.1130 -1.8648 -3.2103 -44.0752

周向加强

I -0.9169 -1.1278 -19.3751 \ \ \
II -0.5817 -0.5690 -12.3368 -5.0221 -4.7559 -33.4834
III -0.3734 -0.3099 -10.4191 -2.1372 -2.1262 -29.8821
IV -0.4318 -0.4470 -9.6114 -2.2462 -1.2717 -28.1455

双向加强

I -0.7493 -1.1074 -17.2441 \ \ \
II -0.4775 -0.7950 -10.1905 -4.9055 -4.8124 -27.3476
III -0.3124 -0.5029 -8.2906 -1.7655 -2.3993 -23.5966
IV -0.3759 -0.2286 -7.4727 -1.8703 -1.6352 -21.5910

(a) (b) (c)

图 2.10 复合材料加强筋层合圆柱壳结构的变形图：(a)轴向加强；(b)轴向加强；(c)
双向加强

逐层/实体元方法计算得到的无加强和三种不同加强复合材料加强筋层合

圆柱壳结构的前 6阶固有频率见表2.6，三种不同加强层合圆柱壳结构的前 6

阶振型如图2.11所示。固有频率利用下式进行无量纲化

ω̄ = ω
(

a2

t

) √
ρ

E22
(2-39)
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从表2.6和图2.11可知，加强筋提高了层合圆柱壳结构与面外刚度有关的

固有频率。加筋形式对固有频率的影响规律与振型相关。第 1阶振型反映了层

合圆柱壳结构整体面外刚度，所以虽然双向加强使结构的重量增加最大，但

基频依然最大；第 2阶振型主要反映了层合圆柱壳结构轴向刚度，周向加强

筋变形很小，所以轴向加强层合圆柱壳结构的第 2阶固有频率与双向加强的

接近。

表 2.6 无加强、轴向加强、周向加强和双向加强复合材料加强筋层合圆柱壳结构的

前 6阶固有频率

前 6阶固有频率
第 1阶 第 2阶 第 3阶 第 4阶 第 5阶 第 6阶

无加强 2.8646 4.2754 7.4820 7.7514 9.0816 9.7293
轴向加强 3.1630 7.0170 7.3763 7.6751 9.1856 10.0748
周向加强 3.9242 4.5372 7.3765 7.6853 7.8509 9.9978
双向加强 4.1913 7.3119 7.3419 7.3552 10.3844 10.4023

2.4.5 复杂复合材料加筋层合壳结构静力和自由振动分析

本算例的目的是验证逐层/实体元分析方法在复杂加筋结构方面的适应性，

研究对象为与半硬壳式飞机机身结构类似的复杂复合材料加筋圆柱壳。该结

构的几何示意图和尺寸，以及有限元网格划分如图2.12所示。桁条两端为简支

边界，框两端为固支边界，每个小四边形框的中心均作用单位集中载荷，复合

材料层合蒙皮的铺层顺序为 [0/90/0]。所有单层具有相同的材料性能：E11 =

275.86GPa，E22 = E33 = 6.8966GPa，G23 = 4.1379GPa，G12 = G13 = 3.4483GPa，

v23 = 0.25，v12 = v13 = 0.25，ρ = 27679.9kg/m3（1lb/in.3）。加强筋结构的材料

性能为：E = 275.86GPa，v = 0.25。

具有复杂加筋结构的复合材料层合圆柱壳的最大位移和应力见表2.7，其

变形图如图2.13所示，前 6阶固有频率和基本振型如图2.14所示。固有频率利

用下式进行无量纲化

ω̄ = ω
(

l2
1
t

) √
ρ

E22
(2-40)

本算例验证了逐层/实体元方法分析具有复杂加筋结构的复合材料层合结

构的正确性和优势。

具有复杂加筋结构的复合材料开口层合圆柱壳结构的几何尺寸、边界

条件以及材料参数与上面算例中复杂加筋结构的相同，矩形开口的尺寸为

37



第 2章 复合材料加筋层合板壳结构的逐层/实体元方法

第1阶

第2阶

第3阶

第4阶

第5阶

第6阶

(a) (b) (c)

图 2.11 复合材料加强筋层合圆柱壳结构的前 6阶振型：(a)轴向加强；(b)轴向加强；
(c)双向加强

376.4974× 214.5612mm，位于圆柱壳的中心，有限元网格划分如图2.15 所示，

无开口小四边形框的中心均作用单位集中载荷。具有复杂加筋结构的复合材

料开口层合圆柱壳的变形图如图2.16所示，前 6阶振型和固有频率如图2.17所

示，其中固有频率利用式 (2-40)进行无量纲化。从图2.17和图2.14的对比可知，

开口提高了结构的固有频率，主要原因是开口降低结构刚度的同时也大大减

轻了结构重量，而加筋结构的刚度主要由加强筋贡献，所以对于本算例中的
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(a)

(b)

R
1
= 2534.92 mm；θ

1
= 9.50；l1

= 952.5 mm；
R

2
= 2524.76 mm；θ

2
= 39.0；l2

= 127.0 mm；
R

3
= 2494.28 mm；θ

3
= 0.20；b = 42.3418 mm；

R
4
= 2458.72 mm；θ

4
= 0.80；

图 2.12 具有复杂加筋结构的复合材料层合圆柱壳结构的几何示意图和网格划分图：

(a)几何示意图；(b)网格划分图

表 2.7 具有复杂加筋结构的复合材料层合圆柱壳沿厚度方向的最大位移和应力

最大位移 (10−5 mm) 最大应力 (10−2 MPa)
u1 u2 u3 σ13 σ23 σ33

1 1.4884 2.2548 39.4513 1.0138 0.7943 10.2364
2 0.8347 1.8902 39.3776 0.9124 0.7309 10.2528
3 0.9004 1.6596 39.3217 0.6794 0.7999 10.2690
4 1.5406 1.6162 39.2862 \ \ \
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(a) (b)

图 2.13 具有复杂加筋结构的复合材料层合圆柱壳的变形图：(a)加强筋结构；(b)整
体结构

(a) 第1阶 (7.4863) (b) 第2阶 (8.6659)

(c) 第3阶 (9.6103) (d) 第4阶 (9.6993)

(e) 第5阶 (9.9886) (f) 第6阶 (12.2220)

图 2.14 具有复杂加筋结构的复合材料层合圆柱壳的前 6阶振型和固有频率
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加筋开口圆柱壳结构来说，，开口减重对固有频率的影响要大于刚度下降对固

有频率的影响。另外，开口对结构 2阶以上振型具有显著影响，因为低阶反应

的是结构整体特性，高阶往往是结构的局部振动，开口并没有改变结构的整

体力学特性。

图 2.15 具有复杂加筋结构的复合材料开口层合圆柱壳结构的网格划分图

(a) (b)

图 2.16 具有复杂加筋结构的复合材料开口层合圆柱壳的变形图：(a)加强筋结构；
(b)整体结构

2.5 本章小结

本章基于逐层理论和三维实体元建立了一种复合材料加筋板壳结构的逐

层/实体元分析方法。在该方法中，复合材料层合板壳利用逐层理论建模，而

加筋结构采用八节点实体元建模，然后基于板壳结构与加强筋结构之间的位

移协调和内力平衡关系耦合得到复合材料加筋板壳结构的逐层/实体元分析方

法的控制方程。通过数值算例验证了逐层/实体元分析方法在复合材料加筋板
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(a) 第1阶(8.4928) (b) 第2阶(9.5680)

(c) 第3阶(10.5702) (d) 第4阶(12.3930)

(e) 第5阶(12.6214) (f) 第6阶(13.7770)

图 2.17 具有复杂加筋结构的复合材料开口层合圆柱壳的前 6阶振型和固有频率

壳结构静动力分析的正确性，以及逐层/实体元分析方法在复杂加筋结构方面

的适应性。

逐层/实体元方法既可以得到板壳的精确应力位移结果，又可以在没有任

何假设的情况下考虑任意复杂的加强筋结构，避免了传统分析方法对加筋结

构进行等效处理而带来的误差。

一方面，逐层理论是准三维的，应力分析结果精度高。另一方面，加筋结

构采用三维实体元建模时没有引入任何等效处理，且板壳与加强筋的耦合方

法也完全真实地反映了它们之间的连接问题。逐层/实体元方法可以精确地得

到复合材料加筋层合板壳结构的静动力响应，尤其是板壳与加强筋连接附近

的局部响应，因此，逐层/实体元方法非常适合分析诸如集中载荷、集中支撑

边界以及冲击等问题引起的局部响应。

逐层/实体元方法的思想和应用范围可以进行推广。在众多层合结构分析

理论中，只要上下表面的位移自由度包含在控制方程中就可以方便地采用本

章的方法建立加筋结构的耦合分析方法，如状态空间方法。在应用方面，逐
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层/实体元方法可以推广应用到复合材料夹芯和点阵等结构中，这也是本文下

一章的研究内容。
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第 3章 复合材料蜂窝夹芯结构的逐层/实体元方法

传统复合材料夹芯结构分析方法首先需要将芯子等效成为横观各向同性

材料，然后采用板壳理论进行分析。在全局响应分析方面，传统分析方法能

得到令人满意的结果。然而，对于一些需要重点关注局部响应的问题，如集

中载荷作用和冲击问题，传统分析方法很难得到面板和芯子的准确局部响应。

在实际情况中，复合材料夹芯结构在集中载荷和冲击载荷作用下，上下面板

和芯子的响应是完全不同的，传统的分析方法不能得到这样真实的分析结果。

另外，复合材料夹芯结构传统分析方法采用单层等效板壳理论，当芯子厚度增

加时，将大大降低分析精度。逐层理论等三维分析方法可保证分析精度，但当

芯子的厚度增加时，将大大提高计算成本。鉴于此，本章建立了一种逐层/实

体元方法（layerwise/solid-element, LW/SE）来克服复合材料夹芯结构传统分析

方法的缺点，针对实际工程应用，提出了芯子结构的三种建模方法：全局模

型、局部模型和等效模型，并结合逐层/实体元方法和三种芯子建模方法建立

了复合材料夹芯结构静动力响应灵敏度分析的半解析法和差分法。

3.1 复合材料夹芯结构的逐层/实体元方法

如果复合材料夹芯结构的芯子利用三维实体有限单元离散并建立控制方

程，而面板采用逐层理论建立控制方程，那么就可以有效避免芯子厚度对分

析精度的显著影响。与等效单层理论不同的是，逐层理论中板壳上下表面的

位移自由度出现在最后控制方程中，所以逐层理论建立的面板控制方程可以

很方便地与三维实体有限单元建立的芯子控制方程耦合，而且能完全保证界

面上的位移连续性和内力平衡条件。

复合材料夹芯结构逐层/实体元分析方法的如图3.1所示。夹芯结构的上下

复合材料层合面板由逐层理论建模，而芯子结构则采用八节点实体元建模，然

后通过面板和芯子之间的位移协调和内力平衡条件耦合得到复合材料夹芯结

构逐层/实体元方法的控制方程。本文的研究对象为复合材料蜂窝夹芯结构，

其他类型夹芯结构的建模方法可类似地得到。

基于逐层理论建立的复合材料层合上下面板结构的控制方程为式 (2-22)。

将上下面板结构的逐层理论控制方程中的所有位移自由度分为两部分，一部

分位移自由度与芯子结构连接，称之为外部节点自由度，其余部分则称为内
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下面板  

蜂窝夹芯 

上面板   
1 1

t c
=U U

 
1 1

0
t c
+ =T T

位移协调：

内力平衡：

 1 2

b c
=U U

 
1 2

0
b c
+ =T T

位移协调：

内力平衡：

x

z

y

图 3.1 复合材料夹芯结构逐层/实体元分析方法

部节点自由度。据此，上下面板结构逐层理论控制方程可重写成以下形式：

对于上面板 MMMt
11 MMMt

12

MMMt
21 MMMt

22

 ÜUU t
1

ÜUU t
2

+

 KKKt
11 KKKt

12

KKKt
21 KKKt

22

 UUU t
1

UUU t
2

=

 000

FFF t
2

+

 TTT t
1

000

 (3-1)

对于下面板 MMMb
11 MMMb

12

MMMb
21 MMMb

22

 ÜUUb
1

ÜUUb
2

+

 KKKb
11 KKKb

12

KKKb
21 KKKb

22

 UUUb
1

UUUb
2

=

 000

FFFb
2

+

 TTT b
1

000

 (3-2)

式中，
[
ÜUU t

1, ÜUU t
2

]T
和
[
UUU t

1,UUU t
2
]T
分别为根据外部节点自由度和内部节点自由度进

行交换之后的上面板位移和加速度向量；
[
ÜUUb

1, ÜUUb
2

]T
和
[
UUUb

1,UUUb
2
]T
分别为根据

外部节点自由度和内部节点自由度进行交换之后的下面板位移和加速度向量；

FFF t
2和 TTT t

1分别是上面板的外载荷向量和上面板与芯子之间的相互作用力向量；

FFFb
2和 TTT b

1分别是下面板的外载荷向量和下面板与芯子之间的相互作用力向量；

下标 1表示位移、加速度以及载荷向量是与外部节点自由度相关的；下标 2表

示位移、加速度以及载荷向量是与内部节点自由度相关的。

利用三维六面体单元离散芯子结构，其控制方程为式 (2-30)。同理，对芯

子结构的控制方程进行相同处理 (下式中符号和角标的含义与上式相同)得
MMMc

11 MMMc
12 MMMc

13

MMMc
21 MMMc

22 MMMc
23

MMMc
31 MMMc

32 MMMc
33




ÜUUc
1,t

ÜUUc
1,b

ÜUUc
2

+


KKKc

11 KKKc
12 KKKc

13

KKKc
21 KKKc

22 KKKc
23

KKKc
31 KKKc

32 KKKc
33




UUUc
1,t

UUUc
1,b

UUUc
2

=


000

000

FFFc
2

+


TTT c

1,t

TTT c
1,b

000


(3-3)
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式中，上标 c表示芯子结构；UUUc
1,t和 ÜUUc

1,t分别为芯子与上面板相关的外部节点

位移和加速度向量；UUUc
1,b 和 ÜUUc

1,b 分别为芯子与下面板相关的外部节点位移和

加速度向量。

根据上面板与芯子结构相互连接区域的位移协调和内力平衡条件 (UUU t
1 =UUUc

1，

TTT t
1 +TTT c

1 = 0)，将式 (3-1)的第一行与式 (3-3)的第一行相加，得(
KKKt

11 +KKKc
11
)

UUU t
1 +KKKt

12UUU t
2 +KKKc

12UUUc
1,b +KKKc

13UUUc
2+[(

MMMt
11 +MMMc

11
)

ÜUU t
1 +MMMt

12ÜUU t
2 +MMMc

12ÜUUc
1,b +MMMc

13ÜUUc
2

]
= 000

(3-4)

根据下面板与芯子结构相互连接区域的位移协调和内力平衡条件 (UUUb
1 =UUUc

1，

TTT b
1 +TTT c

1 = 0)，将式 (3-2)的第一行与式 (3-3)的第二行相加，得

KKKc
21UUU t

1 +
(
KKKb

11 +KKKc
22
)

UUUb
1 +KKKb

12UUUb
2 +KKKc

23UUUc
2+[

MMMc
21ÜUU t

1 +
(
MMMb

11 +MMMc
22
)

ÜUUb
1 +MMMb

12ÜUUb
2 +MMMc

23ÜUUc
2

]
= 000

(3-5)

将式 (3-4)、式 (3-5)、式 (3-1)和 (3-2)的第二行以及式 (3-3)的第三行联立

则可得到复合材料夹芯结构的总体控制方程，写成矩阵形式为

MMMt
11 +MMMc

11 MMMt
12 MMMc

12 000 MMMc
13

MMMt
21 MMMt

22 000 000 000

MMMc
21 000 MMMb

11 +MMMc
22 MMMb

12 MMMc
23

000 000 MMMb
21 MMMb

22 000

MMMc
31 000 MMMc

32 000 MMMc
33





ÜUU t
1

ÜUU t
2

ÜUUb
1

ÜUUb
2

ÜUUc
2


+



KKKt
11 +KKKc

11 KKKt
12 KKKc

12 000 KKKc
13

KKKt
21 KKKt

22 000 000 000

KKKc
21 000 KKKb

11 +KKKc
22 KKKb

12 KKKc
23

000 000 KKKb
21 KKKb

22 000

KKKc
31 000 KKKc

32 000 KKKc
33





UUU t
1

UUU t
2

UUUb
1

UUUb
2

UUUc
2


=



000

FFF t
2

000

FFFb
2

FFFc
2



(3-6)

对于静力学问题，夹芯结构的控制方程为

KKKt
11 +KKKc

11 KKKt
12 KKKc

12 000 KKKc
13

KKKt
21 KKKt

22 000 000 000

KKKc
21 000 KKKb

11 +KKKc
22 KKKb

12 KKKc
23

000 000 KKKb
21 KKKb

22 000

KKKc
31 000 KKKc

32 000 KKKc
33





UUU t
1

UUU t
2

UUUb
1

UUUb
2

UUUc
2


=



000

FFF t
2

000

FFFb
2

FFFc
2


(3-7)
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对于自由振动问题，夹芯结构的控制方程为

MMMt
11 +MMMc

11 MMMt
12 MMMc

12 MMMc
13

MMMt
21 MMMt

22 000 000 000

MMMc
21 000 MMMb

11 +MMMc
22 MMMb

12 MMMc
23

000 000 MMMb
21 MMMb

22 000

MMMc
31 000 MMMc

32 000 MMMc
33





ÜUU t
1

ÜUU t
2

ÜUUb
1

ÜUUb
2

ÜUUc
2


+



KKKt
11 +KKKc

11 KKKt
12 KKKc

12 000 KKKc
13

KKKt
21 KKKt

22 000 000 000

KKKc
21 000 KKKb

11 +KKKc
22 KKKb

12 KKKc
23

000 000 KKKb
21 KKKb

22 000

KKKc
31 000 KKKc

32 000 KKKc
33





UUU t
1

UUU t
2

UUUb
1

UUUb
2

UUUc
2


=



000

000

000

000

000



(3-8)

从式 (3-6)中可以看出面板与芯子的耦合关系，式 (3-6)中质量和刚度矩阵

中右下角的 3×3子矩阵为芯子与下面板的耦合控制矩阵，它的形式与第 2章

中复合材料加筋结构逐层/实体元方法的控制矩阵相同。如果将芯子和下面板

看成整体，式 (3-6)可写成
MMMt

11 +MMMc
11 MMMt

12 12MMMc
13

MMMt
21 MMMt

22 000

21MMMc
31 000 MMMbc




ÜUU t
1

ÜUU t
2

ÜUUbc
12

+


KKKt

11 +MMMc
11 KKKt

12 12KKKc
13

KKKt
21 KKKt

22 000

21KKKc
31 000 KKKbc




UUU t
1

UUU t
2

UUUbc
12

=


000

FFF t
2

FFFbc
2


(3-9)

式中，21MMMc
31 =


MMMc

21

000

MMMc
31

；12MMMc
13 =


MMMc

12

000

MMMc
21


T

=[21MMMc
31]

T；

MMMbc =


MMMb

11 +MMMc
22 MMMb

12 MMMc
23

MMMb
21 MMMb

22 000

MMMc
32 000 MMMc

33


为芯子与下面板的耦合控制矩阵；刚度矩阵中的子矩阵可类似得到。

上式中芯子和下面板组成的整体结构与上面板的耦合控制矩阵的形式也

与第 2章中复合材料加筋结构逐层/实体元方法的控制矩阵相同，因此，可以
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递推得到 n个子结构耦合得到的控制矩阵。

3.2 蜂窝夹芯结构的建模方法和材料性能等效理论

3.2.1 蜂窝夹芯的三种建模方法

如图3.2(a)所示，如果所有的蜂窝芯子胞元都按照真实结构建模（称之为

全局模型），而胞元的尺寸相对夹芯结构来说要小得多，这会导致模型的计算

量巨大。为了有效减少计算量，可以先将蜂窝芯子等效成横观各向同性材料，

然后利用实体元建模分析，如图3.2(c)所示，该方法称之为等效模型。虽然等

效模型在最大程度上减小了计算量和建模难度，但与全局模型相比降低了分

析精度，且不能得到由集中载荷或点支撑等引起的局部效应。为了兼顾计算

量和分析精度，尤其是局部响应问题，可以采用如图3.2(b)所示的局部模型，

对需要重点关注的局部区域胞元按照真实结构建模，而其他区域则采用等效

方法处理。局部模型兼顾了全局模型和等效模型两者的优点，在减小了计算

量的情况下保证了分析精度，尤其是集中载荷作用下的局部响应。

(a) (b) (c)

图 3.2 芯子结构的三中建模方法：(a)全局模型；(b)局部模型；(c)等效模型

3.2.2 蜂窝夹芯结构的材料性能等效理论

六边形蜂窝芯子胞元及其几何尺寸如图3.3所示，图中 l 和 h 为芯子结构

的边长，H 为芯子的高度，t 为芯子的厚度，θ 为芯子的特征角度。本文采用

Gibson [71]的方法等效蜂窝芯子结构的材料性能参数，具体的等效过程简述如

下。
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t

z

x

H

y
h

l

θ

图 3.3 正六边形蜂窝芯子胞元

假设蜂窝结构的相对密度 ρ⋆/ρs很小，即 t/l 很小，则相对密度为

ρ⋆

ρs
=

t/l (h/l +2)
2cosθ (h/l + sinθ)

(3-10)

式中，ρ⋆为等效密度；ρs为芯子材料的真实密度。

对于正六边形蜂窝，l = h，θ = 30◦，则等效密度为

ρ⋆

ρs
=

2√
3

t
l

(3-11)

沿 x轴方向的等效弹性模量为

E⋆
1

Es
=
(t

l

)3 cosθ
(h/l + sinθ)sin2 θ

(3-12)

沿 y轴方向的等效弹性模量为

E⋆
2

Es
=
(t

l

)3 (h/l + sinθ)
cos3 θ

(3-13)

对于正六边形蜂窝

E⋆
1

Es
=

E⋆
2

Es
= 2.3

(t
l

)3
(3-14)

面外等效弹性模量为

E⋆
3

Es
=

t
l

(3-15)

面内等效泊松比为

v⋆12 =
cos2 θ

(h/l + sinθ)sinθ
(3-16)

等效剪切弹性模量为

G⋆
12

Es
=
(t

l

)3 (h/l + sinθ)
(h/l)2 (2h/l +1)cosθ

(3-17)
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对于正六边形蜂窝有

G⋆
12

Es
= 0.57

(t
l

)3
(3-18)

3.3 蜂窝夹芯结构静动力响应灵敏度分析

结构灵敏度分析是一种计算结构响应量随某一设计变量变化速率的分析

方法，是结构优化设计、可靠性评估和参数识别等工程实际应用问题的主要

先决条件，所以结构的灵敏度分析在工程上的意义重大。在过去的二十年中，

灵敏度分析已经发展成为结构分析的重要研究领域之一，国内外已有大量

的文献 [24,137–144] 对静力响应、瞬态响应、屈曲响应和特征值灵敏度问题进行

了研究。虽然如今已有很多的灵敏度计算方法，但解析法 (Analytical Method,

AM)、半解析法 (Semi-analytical method, SAM)和有限差分法 (Over Finite Different

Method, FDM)是三种最为常用的方法 [141]。解析法在进行数值计算之前的所有

推导都是解析的，得到的结构响应灵敏度系数具有明显的物理意义。但是对

于很多灵敏度分析情况，进行严格的解析推导是很困难的。有限差分法具有

程序实现简单和计算精度高的特点，在工程领域应用广泛。但对于大型结构，

其计算量巨大。半解析法的最终结果是解析的，但诸如刚度矩阵和载荷向量

等中间变量的导数则采用有限差分法求解，所以它兼顾了解析法和有限差分

法两者的优点。由于普遍的适应性、计算效率高以及实现相对简单，半解析

法是三中方法中应用最广泛的方法。

Zienkiewicz和 Campbell [145]于 1973首先将 SAM方法应用于结构的形状优

化。Cheng和 Liu [146]也对 SAM方法进行了系统研究，将他们的方法称为准解

析方法 (Quasi-Analytical Method, QAM)，并阐明了该方法在效率、精度和程序

实现方面的优势。然而，不久之后的研究成果 [147,148] 提出了该方法在某些方

面存在精度不足的问题，这成为了该方法推广应用的最大障碍。经大量数值

研究表明，SAM在几何尺寸和材料性能参数灵敏度分析方面具有很高的精度。

该方法的分析误差主要来自于两个源头，一个源头是有限差分的截断误差，对

于某些形状设计变量来说，SAM方法对差分步长很敏感，甚至得不到可靠的

分析结果；另一个源头是有限元建模，如果分析对象的有限元模型在分析结

构响应时就存在精度问题，则无疑灵敏度分析也存在精度问题。

为了克服 SAM方法的精度问题，Cheng等 [149]研究了梁单元、平面应力三

角形单元、平面应力等参元、实体单元以及三角形弯曲单元在 SAM灵敏度分

析方面的精度问题。研究表明只有当有限元单元数量足够大的时候，SAM方法
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才会出现严重的精度问题。基于这些研究，Cheng等提出了一种前/后差分法，

在该差分法中单元的误差被邻近单元的误差中和掉。Olhoff和 Rasmussen [150]

也研究了 SAM方法的精度问题，并建立了一种刚度矩阵求导的非标准有限差

分法，刚度矩阵导数的近似值取一阶前差和后差的平均值，进而避免了单元

数量对 SAM方法误差的影响。之后，Olhoff等 [151] 利用一些修正系数和特殊

单元形函数又提出了一种“精确”数值差分方法。

3.3.1 灵敏度系数控制方程

对于静力问题来说，复合材料层合夹芯结构灵敏度系数的控制方程可通

过对式 (3-7)求导来建立。假设材料性能或几何设计参数为 λ，式 (3-7)对 λ 的

导数即为静力响应灵敏度系数的控制方程

KKKUUU ,λ = FFF ,λ −KKK,λ KKK−1FFF (3-19)

式中，UUU ,λ =
∂UUU
∂λ
为静力响应灵敏度系数向量。

若载荷向量 FFF 与设计变量 λ 无关，即 FFF ,λ = 0，则静力响应灵敏度系数控

制方程 (3-19)可写为

KKKUUU ,λ =−KKK,λ KKK−1FFF (3-20)

即

KKKUUU ,λ = FFFλ (3-21)

式中，FFFλ =−KKK,λ KKK−1FFF 为静力响应灵敏度系数的等效载荷向量。

对于复合材料夹芯结构的面板来说，在逐层理论位移假设模式下，小变

形的应变位移关系为 [152]

ε11 = u1,x = u1i,xϕi

ε22 = u2,y = u2i,yϕi

ε33 = u3,z = u3iϕi,z

γ13 = u1,z +u3,x = u1iϕi,z +u3i,xϕi

γ12 = u1,y +u2,x = u1i,yϕi +u2i,xϕi

γ23 = u2,z +u3,y = u2iϕi,z +u3i,yϕi

(3-22)
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式中，i = 1,2, · · · ,N +1，N 为数学层数。

若设计变量 λ 与厚度方向上的插值函数 ϕi 无关，则式 (3-22)关于设计变

量的导数为

ε11,λ = u1i,xλ ϕi

ε22,λ = u2i,yλ ϕi

ε33,λ = u3i,λ ϕi,z

γ13,λ = u1i,λ ϕi,z +u3i,xλ ϕi

γ12,λ = u1i,yλ ϕi +u2i,xλ ϕi

γ23,λ = u2i,λ ϕi,z +u3i,yλ ϕi

(3-23)

应力的灵敏度系数控制方程为

σσσ ,λ =CCC,λ εεε +CCCεεε ,λ (3-24)

式中，σσσ = [σ11,σ22,σ33,τ13,τ12,τ23]
T；εεε = [ε11,ε22,ε33,γ13,γ12,γ23]

T；CCC = [Ci j]为刚

度矩阵；Ci j(i, j = 1,2, · · · ,6)为材料的刚度系数。
若设计变量 λ 与刚度矩阵 CCC无关，即 CCC,λ = 0，则应力的灵敏度系数控制

方程为

σσσ ,λ =CCCεεε ,λ (3-25)

复合材料夹芯结构芯子的灵敏度分析方法与以上面板的分析方法相同，此

处就不再重复推导。

复合材料夹芯结构自由振动的控制方程可写为(
KKK −ω2

n MMM
)

qqqn = 000 (3-26)

式中，ωn和 qqqn为第 n阶固有频率和与之相对应的第 n阶振型。

对上式关于 λ 求导，复合材料夹芯结构固有频率的控制方程为

ωn,λ =
1

2ωnqqqT
n MMMqqqn

qqqT
n
(
KKK,λ −ω2

n MMM,λ
)

qqqn (3-27)

如果振型 qqqn 已经归一化，即 qqqT
n MMMqqqn = 1则固有频率的控制方程可进一步

简化为

ωn,λ =
1

2ωn
qqqT

n
(
KKK,λ −ω2

n MMM,λ
)

qqqn (3-28)
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3.3.2 解析法和半解析法

基于 SAM法，分别通过式 (3-20)和 (3-28)可计算得到复合材料夹芯结构

有限元节点位移的灵敏度系数UUU ,λ 和固有频率灵敏度系数 ωn,λ。但是，首先必

须计算刚度矩阵的导数 KKK,λ 和质量矩阵的导数MMM,λ。值得注意的是，因为面板

设计变量λ 不会影响芯子的刚度和质量矩阵，所以此时 KKKc
,λ 和MMMc

,λ 为零，同样

因为芯子设计变量λ 不会影响面板的刚度和质量矩阵，所以此时 KKKt
,λ 和MMMt

,λ 为

零。故刚度和质量矩阵的导数可以按照以下表达式计算。

面板设计变量λ

KKK,λ =



KKKt
11,λ KKKt

12,λ 000 000 000

KKKt
21,λ KKKt

22,λ 000 000 000

000 000 KKKb
11,λ KKKb

12,λ 000

000 000 KKKb
21,λ KKKb

22,λ 000

000 000 000 000 000


(3-29)

MMM,λ =



MMMt
11,λ MMMt

12,λ 000 000 000

MMMt
21,λ MMMt

22,λ 000 000 000

000 000 MMMb
11,λ MMMb

12,λ 000

000 000 MMMb
21,λ MMMb

22,λ 000

000 000 000 000 000


(3-30)

芯子设计变量λ

KKK,λ =



KKKc
11,λ 000 KKKc

12,λ 000 KKKc
13,λ

000 000 000 000 000

KKKc
21,λ 000 KKKc

22,λ 000 KKKc
23,λ

000 000 000 000 000

KKKc
31,λ 000 KKKc

32,λ 000 KKKc
33,λ


(3-31)

MMM,λ =



MMMc
11,λ 000 MMMc

12,λ 000 MMMc
13,λ

000 000 000 000 000

MMMc
21,λ 000 MMMc

22,λ 000 MMMc
23,λ

000 000 000 000 000

MMMc
31,λ 000 MMMc

32,λ 000 MMMc
33,λ


(3-32)
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根据刚度矩阵和质量矩阵导数的求解方法，可将结构灵敏度分析方法分

为两类，如果刚度矩阵和质量矩阵的导数是通过解析表达式计算，则称该方

法为解析法，如果刚度矩阵和质量矩阵的导数是通过差分法计算，但灵敏度

分析的整个过程是解析的，则称这种方法为半解析法。对于本文所研究的复

合材料夹芯结构来说，解析地求解刚度矩阵和质量矩阵的导数是非常复杂的，

所以本文采用差分法求解这些导数 KKKα
i j,λ 和 MMMα

i j,λ。

向前差分

KKKα
ij,λ =

KKKα
ij (λ +∆λ )−KKKα

ij (λ )
∆λ

(i, j = 1,2;α = t,b)

KKKc
ij,λ =

KKKc
ij (λ +∆λ )−KKKc

i j (λ )
∆λ

(i, j = 1,2,3)

MMMα
ij,λ =

MMMα
ij (λ +∆λ )−MMMα

i j (λ )
∆λ

(i, j = 1,2;α = t,b)

MMMc
ij,λ =

MMMc
ij (λ +∆λ )−MMMc

i j (λ )
∆λ

(i, j = 1,2,3)

(3-33)

中心差分

KKKα
ij,λ =

KKKα
ij (λ +∆λ/2)−KKKα

i j (λ −∆λ/2)

∆λ
(i, j = 1,2;α = t,b)

KKKc
ij,λ =

KKKc
ij (λ +∆λ/2)−KKKc

i j (λ −∆λ/2)

∆λ
(i, j = 1,2,3)

MMMα
ij,λ =

MMMα
ij (λ +∆λ/2)−MMMα

i j (λ −∆λ/2)

∆λ
(i, j = 1,2;α = t,b)

KKKc
ij,λ =

MMMc
ij (λ +∆λ/2)−MMMc

i j (λ −∆λ/2)

∆λ
(i, j = 1,2,3)

(3-34)

本文建立的夹芯结构灵敏度分析方法整体上可以看成是半解析法，但也

有不同的地方，即不是利用差分法求解整个控制矩阵的导数，而是用差分法

求解控制矩阵中子矩阵的导数，然后得到整个控制矩阵的导数。
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3.3.3 差分法

同样，向前差分和中心差分法也可以直接用于结构响应的灵敏度分析，复

合材料夹芯结构位移和固有频率的向前差分灵敏度分析可表示为

UUU ,λ =
UUU (λ +∆λ )−UUU (λ )

∆λ

ωn,λ =
ωn (λ +∆λ )−ωn (λ )

∆λ

(3-35)

复合材料夹芯结构位移和固有频率的中心差分灵敏度分析可表示为

UUU ,λ =
UUU (λ +∆λ/2)−UUU (λ −∆λ/2)

∆λ

ωn,λ =
ωn (λ +∆λ/2)−ωn (λ −∆λ/2)

∆λ

(3-36)

本文采用向前差分研究复合材料夹芯结构的灵敏度问题。在步长足够小

的情况下向前差分法可得到满足要求的灵敏度分析结果 [153]，另外，当向前差

分由于截断误差过大而无法得到精确分析结果时，可以用其他方法来代替向

前差分，例如，中心差分和 Richardson外推，但后者根据精度要求需对结构系

统进行多次分析。

3.4 数值算例

3.4.1 LW/SE方法正确性验证

本算例首先利用正六边形蜂窝夹芯结构验证 LW/SE 法的正确性，该蜂

窝夹芯 x 方向上有 6个胞元，y方向上有 7个胞元，单个胞元的几何尺寸为：

l = h = 4mm，H = 6mm，t = 0.3464mm。全局模型中面板和芯子的有限元网格

如图3.4所示，这些模型中面板和芯子连接处的单元和节点保持一致，以此来保

证连接面上位移连续和内力平衡。夹芯结构受上面板中心单位集中载荷作用，

边界条件为四边固支，每条边的固支点如图3.5所示。面板的厚度为 1mm。面

板和芯子结构具有相同的材料性能参数：E = 68GPa，v = 0.3，ρ = 2700kg/m3。

为了对比，基于MSC.Patran建立了本算例中夹芯结构的三维有限元模型，

并采用 MSC.Nastran 进行求解，在该三维模型中面板和蜂窝夹芯都是采用八

节点六面体 Solid64单元建模的，面内有限元网格与 LW/SE法采用的相同，如

图3.4所示。LW/SE法和三维有限元模型计算得到的夹芯结构位移 u3最大值和

前 8阶固有频率比较情况分别见表3.1和表3.2，表中 Ns 和 Nc 分别为面板和夹
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(a) (b)

图 3.4 复合材料蜂窝夹芯结构的有限元网格：(a)面板；(b)蜂窝芯子

y 

x  

图 3.5 蜂窝夹芯结构的坐标系和边界条件（四分之一模型）

芯结构在厚度方向上的数学层数。LW/SE法和 3D弹性方法计算得到的变形对

比如图3.6所示，图中 Nc = 3，Ns = 2。从表3.1和表3.2可看出，LW/SE 法和 3D

弹性方法计算得到的位移和固有频率吻合很好，蜂窝夹芯的数学层数 Nc对计

算结果的影响要比面板数学层数 Ns大，主要原因是蜂窝夹芯的厚度远大于面

板的厚度。在本算例集中载荷情况下，蜂窝夹芯结构上面板的位移要比下面

板的大得多，上面板在集中载荷区域出现了局部凹陷，而下面板并没有。在

LW/SE法中，因为利用三维实体元模拟了蜂窝芯子的真实结构，而不是进行

传统方法的整体等效，所以 LW/SE法可以得到上下面板变形不一致的夹芯结

构真实变形模式，这种分析结果是蜂窝夹芯结构传统分析方法不能得到，从

这点看，LW/SE法的分析精度要比传统方法高，尤其是在局部响应问题上。
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表 3.1 LW/SE法和 3D弹性解计算得到的夹芯结构最大位移 u3比较情况

Nc
LW/SE法 (10−5 m) 3D弹性解 (10−5 m)

Ns = 1 Ns = 2 Ns = 3 Ns = 4 Ns = 1 Ns = 2

下面板
2 3.256 3.295 3.304 3.304 3.523 3.545
3 3.056 3.081 3.085 3.088 3.124 3.165

蜂窝芯子
2 3.792 3.837 3.849 3.854 4.076 4.092
3 3.765 3.810 3.822 3.830 4.012 4.034

上面板
2 8.763 9.004 9.098 9.137 11.23 11.37
3 8.764 9.000 9.093 9.134 10.82 11.03

表 3.2 LW/SE法和 3D弹性解计算得到的夹芯结构前 8阶固有频率比较情况

频率阶次

LW/SE法 3D弹性解
Nc = 2 Nc = 3 Nc = 2 Nc = 3

Ns = 1 Ns = 2 Ns = 3 Ns = 1 Ns = 2 Ns = 3 Ns = 1 Ns = 2

1 601.79 599.14 598.43 605.51 602.84 602.18 589.62 592.19
2 987.84 981.90 980.64 995.32 989.15 987.68 958.33 963.94
3 1027.1 1020.6 1019.1 1034.5 1027.8 1026.2 999.16 1005.0
4 1316.5 1306.5 1304.2 1326.4 1316.2 1313.7 1268.6 1277.6
5 1469.0 1457.0 1454.3 1480.6 1468.3 1465.4 1398.7 1409.8
6 1536.7 1523.0 1519.8 1547.7 1533.9 1530.7 1472.3 1483.6
7 1711.6 1702.6 1698.9 1702.8 1700.9 1700.2 1627.7 1642.4
8 1718.9 1709.1 1708.2 1732.0 1715.5 1711.6 1666.0 1680.6

(a) (b)

图 3.6 LW/SE法和 3D弹性方法计算得的变形图对比：(a) LW/SE法；(b) 3D弹性方法
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3.4.2 蜂窝夹芯结构三种建模方法的对比研究

本算例的目的是对比研究三种夹芯结构建模方法（如图3.2所示），研究对

象的几何尺寸和边界条件与 3.4.1节中的相同，复合材料层合上下面板、蜂窝

夹芯以及夹芯的等效材料性能参数见表3.3，芯子等效参数是根据 3.2.2节中介

绍的方法 [71]得到的。上下面板的铺层顺序为 [0/90/0]，且所有面板的单层都具

有相同的材料性能。

表 3.3 复合材料夹芯结构面板和芯子的材料性能

面板

E11 = 156.5GPa, E22 = E33 = 13GPa,
G23 = 4.54GPa, G12 = G13 = 6.96GPa,

v23 = 0.4,v12 = v13 = 0.23, ρ = 2700kg/m3

蜂窝夹芯 E = 68GPa, v = 0.3, ρ = 2700kg/m3

蜂窝夹芯等效参数

E11 = E22 = 0.1016GPa, E33 = 5.8888GPa,
G23 = G13 = 1.3077GPa, G12 = 0.0255GPa,
v23 = 0.0,v12 = 1.0,v13 = 0.3 ρ = 360kg/m3

复合材料夹芯结构全局模型的有限元模型如图3.4所示，局部和等效模型

的有限元网格如图3.7所示，在三种不同的夹芯建模方法中都保证了面板与夹

芯结构连接面上有限元单元和节点的一致性。基于三种不同建模方法的复合

材料蜂窝夹芯结构有限元模型的节点数对比见表3.4，其中 Nc = 3，Ns = 3。从

图3.4、图3.7以及表3.4中可以看出，等效模型具有最小的计算量和建模难度，

而全局模型的计算量和建模难度是最大的，但是如果需特别关注的重点区域

尺寸相对整个夹芯结构来说很小时，局部模型的计算量和建模难度将和等效

模型的相近。

表 3.4 三种建模方法的节点数对比

全局模型 局部模型 等效模型

面板 35544 15576 7176
夹芯 7578 4896 2691
整体 43122 20472 9867

三种不同建模方法计算得到的复合材料蜂窝夹芯结构上下面板位移沿中

线的分布如图3.8-图3.13所示，图中位移 u1 和 u3 是沿 x 方向上的中心线分布

的，而位移 u2 是沿 y方向上的中心线分布的。从图3.8-图3.13可以看出：局部

模型和等效模型计算得到的位移与全局模型计算得到的吻合很好；局部模型
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(a) (b)

图 3.7 夹芯结构的有限元网格 (a)局部模型；(b)等效模型

(a) (b)

(c) (d)
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图 3.8 三种不同夹芯建模方法计算得到的上面板位移 u1的面内分布：(a)下表面；(b)
第一和第二单层之间的界面；(c)第二和第三单层之间的界面；(d)上表面
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在夹芯结构的整个区域都具有很好的精度，尤其是在集中载荷作用的局部区

域，而等效模型只能在远离集中载荷的区域提供较高分析精度，因此，在集

中载荷作用的局部问题中，局部模型的分析结果较之等效模型更为合理；由

局部模型的特性和计算结果可知，在集中载荷区域局部模型的位移结果与全

局模型的相一致，而在远离集中载荷的区域局部模型的位移计算结果则与等

效模型的更为吻合；在蜂窝芯子被等效为横观各向同性材料的区域，局部模

型和等效模型的上面板位移计算结果与全局模型计算结果之间的吻合程度要

更好于下面板，由于集中载荷是垂直作用在上面板的，所以蜂窝夹芯等效对

上面板分析结果的影响要小于下面板；在蜂窝芯子完全基于真实结构建模的

区域，等效模型计算得到的下面板位移结果精度比上面板的更高，一个最重

要的原因是集中载荷引起的局部效应在下面板表现更不明显。
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图 3.9 三种不同夹芯建模方法计算得到的上面板位移 u2的面内分布：(a)下表面；(b)
第一和第二单层之间的界面；(c)第二和第三单层之间的界面；(d)上表面

三种不同建模方法计算得到的复合材料蜂窝夹芯结构面外和面内应力在

载荷作用点上沿厚度方向的分布如图3.14和图3.15所示，从图中可以看出：在
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图 3.10 三种不同夹芯建模方法计算得到的上面板位移 u3 的面内分布：(a)下表面；
(b)第一和第二单层之间的界面；(c)第二和第三单层之间的界面；(d)上表面

上下面板的中心点处，局部模型计算得到的应力结果与全局模型的应力结果

吻合很好，而且，局部模型计算得到的上面板的剪应力 σ12、σ13和 σ23以及下

面板剪应力 σ13与全局模型的保持一致；对于等效模型来说，只有正应力的计

算结果与全局模型相吻合，因此，在集中载荷作用的问题中，等效模型不能

得到合理的载荷作用局部区域的应力结果；与位移结果相似，局部模型和等

效模型（尤其是局部模型）计算得到的上面板应力结果与全局模型的吻合程

度要高于下面板应力结果。

三种不同建模方法计算得到的复合材料蜂窝夹芯结构前 6阶固有频率见

表3.5，从该表中可以看出，局部模型和等效模型的固有频率分析结果非常吻

合，但两者的结果都与全局模型的结果有一定差别。与全局模型相比，局部

模型和等效模型的分析误差主要来源于蜂窝芯子材料性能的等效算法。因为

固有频率反映的是结构整体特性，所以局部模型和等效模型的固有频率分析

结果吻合很好。
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图 3.11 三种不同夹芯建模方法计算得到的下面板位移 u1 的面内分布：(a)下表面；
(b)第一和第二单层之间的界面；(c)第二和第三单层之间的界面；(d)上表面

表 3.5 LW/SE法计算得到的复合材料蜂窝夹芯结构的前 6阶固有频率

阶次

1 2 3 4 5 6
全局模型 544.4556 864.0444 952.3632 1163.199 1255.012 1337.558
局部模型 500.2385 788.2661 863.6190 1069.856 1099.862 1150.257
等效模型 505.4335 807.5777 877.7303 1081.586 1177.806 1184.447

3.4.3 灵敏度分析半解析法和有限差分法的精度对比

在差分法中大的差分步长将引起较大的截断误差，而太小的差分步长将

导致较大的舍入误差，本节的目的在于研究差分步长对 SAM法和 FDM法分

析精度的影响，并为后面的算例确定合适的差分步长。对于板壳结构来说，

FDM方法的步长一般取 10−3λ 到 10−5λ，而 SAM方法则需要取小于 10−5λ 的

步长 [154,155]。本算例中蜂窝夹芯结构的几何尺寸和有限元网格与上面算例相

同，见图3.4。边界条件为四边简支，上面板中心作用单位集中载荷，正六边形
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图 3.12 三种不同夹芯建模方法计算得到的下面板位移 u2 的面内分布：(a)下表面；
(b)第一和第二单层之间的界面；(c)第二和第三单层之间的界面；(d)上表面

蜂窝的几何尺寸见 3.4.1节和图3.3。蜂窝芯子和上下面板的材料性能见表3.3，

其铺层顺序为 [0/90/0]，各单层的厚度相同，总厚度为ts = 1 mm。

上面板下表面位移 u3 的最大灵敏度系数和固频率灵敏度系数随 SAM和

FDM差分步长的收敛情况分别见表3.6和表3.7，括号中为根据式 (3-37)计算得

到的误差。表中 ∆λ eq = ∆λ/λ 定义为等效步长，∆λ 为真实差分步长。从表3.6和

表3.7可以看出，对于材料参数设计变量 E11和几何形状设计变量tc来说，SAM

和 FDM计算得到的灵敏度系数都随差分步长减小而收敛，而 FDM的收敛速

度更快，也就是说 FDM所要求的差分步长要大于 SAM。位移灵敏度系数的收

敛速度要大于自由振动灵敏度系数的收敛速度，夹芯结构三种不同建模方法

的灵敏度分析收敛速度几乎一致。综上分析，为了保证灵敏度分析的精度高

于 0.01%，本文后面算例中 FDM灵敏度分析的步长取为 10−4λ 到 10−5λ，SAM

的步长取 10−5λ。虽然 FDM程序实现简单，且具有很高的收敛速度，但 SAM

的计算成本约为 FDM的一半，且在小步长情况下 SAM也能得到精确的灵敏
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图 3.13 三种不同夹芯建模方法计算得到的下面板位移 u3 的面内分布：(a)下表面；
(b)第一和第二单层之间的界面；(c)第二和第三单层之间的界面；(d)上表面

度系数。故本文下面的算例将采用步长为 10−5λ 的 SAM法进行复合材料蜂窝

夹芯结构的静力和固有频率的灵敏度分析。

从表3.6和表3.7可以看出，当 SAM和 FDM的差分步长减小一个数量级时，

位移和固有频率灵敏度系数的相对误差也大约下降一个数量级。表3.6和表3.7中

的相对误差定义为

erelative = etruncation + eroundoff =

[(
∆ f

∆λ eq ·λ
− ∂ f

∂λ

)
/

∂ f
∂λ

]
×100 (3-37)

式中， f 表示响应量，例如位移和固有频率。在此，∂ f/∂λ 是 SAM和 FDM以

10−7 为步长计算得到的灵敏度系数。将响应量 f 以泰勒级数展开，并保留二

次项，则设计变量的增量 ∆λ 导致的响应增量为

∆ f (λ ) =
∂ f
∂λ

∆λ +O
(
∆λ 2) (3-38)
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图 3.14 三种不同夹芯建模方法计算得到的上面板应力最大最沿厚度的分布：(a) σ11；

(b) σ22；(c) σ33；(d)σ12；(e) σ13；(f) σ23
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图 3.15 三种不同夹芯建模方法计算得到的下面板应力最大最沿厚度的分布：(a) σ11；

(b) σ22；(c) σ33；(d)σ12；(e) σ13；(f) σ23
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表 3.6 上面板下表面位移 u3的最大灵敏度系数随 SAM和 FDM差分步长的收敛情况

λ ∆λ eq 全模型 局部等效模型 等效模型

SAM FDM SAM FDM SAM FDM

E11

/10−10

10−1 -1.76121 -1.82415 -1.77361 -1.83707 -0.47400 -0.49043
(-9.0758) (-5.8265) (-9.0760) (-5.8227) (-9.1083) (-5.9578)

10−2 -1.91787 -1.92499 -1.93137 -1.93856 -0.51632 -0.51818
(-0.9881) (-0.6205) (-0.9884) (-0.6198) (-0.9933) (-0.6366)

10−3 -1.93508 -1.93580 -1.94871 -1.94943 -0.52097 -0.52116
(-0.0996) (-0.0625) (-0.0995) (-0.0625) (-0.1016) (-0.0652)

10−4 -1.93682 -1.93689 -1.95046 -1.95053 -0.52144 -0.52146
(-0.0098) (-0.0062) (-0.0097) (-0.0062) (-0.0115) (-0.0077)

10−5 -1.93699 -1.93700 -1.95063 -1.95064 -0.52149 -0.52149
(-0.0010) (-0.0005) (-0.0010) (-0.0005) (-0.0019) (-0.0019)

10−6 -1.93701 -1.93701 -1.95065 -1.95065 -0.52150 -0.52150
(-0.0000) (-0.0000) (-0.0000) (-0.0000) (-0.0000) (-0.0000)

10−7 -1.93701 -1.93701 -1.95065 -1.95065 -0.52150 -0.52150

t

/10−4

10−1 -2.89238 -2.43896 -2.92133 -2.46241 -0.67531 -0.59954
(5.7171) (-10.8554) (5.7805) (-10.8368) (6.8309) (-5.1556)

10−2 -2.75300 -2.70317 -2.77908 -2.72865 -0.63684 -0.62870
(0.6228) (-1.1985) (0.6297) (-1.1964) (0.7451) (-0.5426)

10−3 -2.73768 -2.73265 -2.76344 -2.75835 -0.63261 -0.63179
(0.0629) (-0.1210) (0.0634) (-0.1209) (0.0759) (-0.0538)

10−4 -2.73613 -2.73563 -2.76186 -2.76136 -0.63218 -0.63210
(0.0062) (-0.0121) (0.0062) (-0.0119) (0.0079) (-0.0047)

10−5 -2.73598 -2.73593 -2.76171 -2.76166 -0.63214 -0.63213
(0.0007) (-0.0011) (0.0007) (-0.0011) (0.0016) (-0.0000)

10−6 -2.73596 -2.73596 -2.76169 -2.76169 -0.63213 -0.63213
(0.0000) (-0.0000) (0.0000) (-0.0000) (0.0000) (0.0000)

10−7 -2.73596 -2.73596 -2.76169 -2.76169 -0.63213 -0.63213

将式 (3-38)代入 (3-37)，可得到截断误差和差分步长之间的关系

etruncation =

[
(∂ f/∂λ )∆λ +O

(
∆λ 2

)
∆λ

− ∂ f
∂λ

]
/

∂ f
∂λ

= O(∆λ )/
∂ f
∂λ

(3-39)

式 (3-39)两边取对数

logetruncation = log [O(∆λ )]− log
∂ f
∂λ

(3-40)

67



第 3章 复合材料蜂窝夹芯结构的逐层/实体元方法

表 3.7 第一阶固有频率灵敏度系数随 SAM和 FDM差分步长的收敛情况

λ ∆λ eq 全模型 局部等效模型 等效模型

SAM FDM SAM FDM SAM FDM

E11

/10−4

10−1 3.06064 3.19136 2.52667 2.62983 2.47001 2.56813
(-9.0805) (-5.1974) (-9.0812) (-5.3688) (-9.0825) (-5.4709)

10−2 3.33303 3.34782 2.75155 2.76325 2.68987 2.70101
(-0.9889) (-0.5496) (-0.9892) (-0.5678) (-0.9898) (-0.5797)

10−3 3.36296 3.36445 2.77626 2.77745 2.71403 2.71516
(-0.0998) (-0.0556) (-0.1000) (-0.0569) (-0.1005) (-0.0589)

10−4 3.36598 3.36613 2.77876 2.77887 2.71647 2.71658
(-0.0101) (-0.0056) (-0.0101) (-0.0058) (-0.0107) (-0.0066)

10−5 3.36628 3.36630 2.77901 2.77902 2.71671 2.71672
(-0.0012) (-0.0006) (-0.0011) (-0.0004) (-0.0018) (-0.0015)

10−6 3.36631 3.36631 2.77903 2.77903 2.71674 2.71674
(-0.0002) (-0.0002) (-0.0004) (-0.0000) (-0.0007) (-0.0007)

10−7 3.36632 3.36632 2.77904 2.77903 2.71676 2.71676

t

/101

10−1 -3.51881 -5.84714 -1.44663 -3.57559 -1.16951 -3.23939
(-43.283) (-5.7535) (-61.325) (-4.4075) (-65.318) (-3.9350)

10−2 -5.91165 -6.16783 -3.49061 -3.72445 -3.13221 -3.35961
(-4.7140) (-0.5845) (-6.6789) (-0.4278) (-7.1137) (-0.3698)

10−3 -6.17460 -6.20048 -3.71523 -3.73884 -3.34789 -3.37086
(-0.4757 (-0.0582) (-0.6737) (-0.0430) (-0.7177) (-0.0362)

10−4 -6.20116 -6.20375 -3.73791 -3.74027 -3.36967 -3.37197
(-0.0475) (-0.0055) (-0.0674) (-0.0048) (-0.0718) (-0.0033)

10−5 -6.20382 -6.20408 -3.74018 -3.74042 -3.37185 -3.37208
(-0.0047) (-0.0002) (-0.0067) (-0.0008) (-0.0071) (-0.0000)

10−6 -6.20408 -6.20412 -3.74041 -3.74043 -3.37207 -3.37209
(-0.0005) (0.0005) (-0.0005) (-0.0005) (-0.0006) (0.0003)

10−7 -6.20411 -6.20409 -3.74043 -3.74045 -3.37209 -3.37208

考虑 ∆λ eq = ∆λ/λ，有

logetruncation = log [O(∆λ eq)]+ logλ − log
∂ f
∂λ

(3-41)

从式 (3-41) 可以看出，对数相对截断误差 logetruncation 与等效对数步长

log [∆λ eq] 是线性关系，且线性曲线的斜率为 1。位移和基频关于 E11 灵敏度

系数的 logerelative − log [∆λ eq]曲线如图3.16所示，当步长 ∆λ > 10−4 时，对数相

对误差 logerelative与等效对数步长 log [∆λ eq]具有很好的线性关系，且曲线的斜

率为 1。因为当差分步长较大时截断误差占主导地位，所以表3.6和3.7中的误
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图 3.16 对数相对误差与等效对数步长的关系曲线：(a)位移灵敏度系数；(b)基频灵
敏度系数

差收敛情况与式 (3-41)中给出的理论收敛情况相一致，当步长 ∆λ > 10−5 时，

随着舍入误差的增加，logerelative − log [∆λ eq]曲线的斜率减小，如图3.16所示。

3.4.4 三种芯子结构建模方法的灵敏度分析方面对比

从表3.6和表3.7可以看出，对于面板材料参数 E11和形状参数ts的位移灵敏

度系数来说，全局模型和局部模型两者的计算结果非常接近，但与等效模型

的计算结果存在明显差别。对于固有频率灵敏度系数来说，局部模型和等效

模型两者的计算结果吻合很好，但与全局模型的计算结果存在明显差别。上

一节研究三种夹芯结构建模方法在静动力响应分析方面的特点时也得到了相

似的结论，所以本节将对三种夹芯结构建模方法在静动力灵敏度分析方面的

特点进行详细对比研究。本节研究的复合材料蜂窝夹芯结构的几何尺寸、材

料参数以及边界条件与上节中的相同。

三种建模方法计算得到的上面板关于 E11的位移灵敏度系数沿中心线的分

布如图3.17所示，面内的分布如图3.18所示，从图3.17和图3.18中可以看出，与

等效模型相比较，局部模型计算得到的整个上面板位移灵敏度系数具有更高

的精度，尤其是在集中载荷作用的附近区域和面板的上下表面。在远离集中

载荷作用的区域，等效模型计算得到的位移灵敏度系数与全局模型的计算结

果吻合很好，然而等效模型在集中载荷作用区域得不到正确的灵敏度分析结

果。

三种建模方法计算得到的下面板关于 E11 的位移灵敏度系数沿中心线的

分布如图3.19所示，面内的分布如图3.20所示，从图3.19和3.20中可以看出，对

于下面板位移u1 和u2 的灵敏度系数，局部模型和等效模型计算得到的与全局

模型计算得到的结果吻合很好，尤其是在集中载荷作用的周围区域。对于位
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图 3.17 三种建模方法计算得到的上面板关于 E11 的位移灵敏度系数沿中心线的分

布：(a)上表面；(b)第一和第二单层之间界面；(c)第二和第三单层之间界面；(d)下
表面

移 u3的灵敏度系数，在整个问题域中局部模型的计算结果与全局模型的吻合

很好。虽然，在远离集中载荷作用的区域，等效模型计算得到的位移u3 的灵

敏度系数与全局模型的计算结果相吻合，但不能准确地得到下面板与上面板

集中载荷作用区域中位移 u3的灵敏度系数。蜂窝夹芯将作用于上面板的集中

载荷分散地传递给了下面板，集中载荷在下面板引起的局部效应要远小于上

面板。因此，在与上面板集中载荷作用对应的区域中，等效模型计算得到的

下面板灵敏度系数的精度要高于上面板。
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图 3.18 三种夹芯结构建模方法计算得到的关于 E11 的上面板位移灵敏度系数在面

内的分布：(a)全局模型；(b)局部模型；(c)等效模型

在 xy平面内，上面板集中载荷作用区域附近的位移u1 和u2 对 E11 最灵敏，

而位移 u3 的最大灵敏度系数出现在上面板的中心点处。在 xy平面内，下面板

的位移u1在边缘附近处(x = 0,42mm，y = 0mm)对 E11最灵敏，位移u2在边缘附

近处(x = 0mm，y = 15,30mm)对 E11最灵敏，而位移u3的最大灵敏度系数出现

在上面板的中心点处。位移灵敏度系数在上面板上的集中程度要明显强于下

面板。另外，基于全局模型和局部模型的灵敏度分析方法都可以精确模拟位

移灵敏度系数的集中现象，但基于局部模型的灵敏度分析方法的计算量要小

很多。

关于 E11的蜂窝芯子结构最大位移灵敏度系数沿厚度方向分布情况见表3.8，

表中z是蜂窝夹芯厚度方向上的坐标，z = 1mm表示芯子的下表面；z = 7mm

表示芯子的上表面。局部模型计算得到的蜂窝芯子结构位移灵敏度系数与全

局模型的吻合较好，但等效模型的位移灵敏度系数计算结果误差很大。位移

u1和 u3的灵敏度系数随着 z坐标靠近上面板而增加，而位移 u2的灵敏度系数
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图 3.19 三种建模方法计算得到的下面板关于 E11 的位移灵敏度系数沿中心线的分

布：(a)上表面；(b)第一和第二单层之间界面；(c)第二和第三单层之间界面；(d)下
表面

则是先减小后增加。

三种夹芯结构建模方法计算得到的关于 E11 的前 6阶固有频率灵敏度系

数见表3.9，前 4阶振型如图3.21所示，其它高阶振型见文献 [156]，局部模型和

等效模型计算得到的前 4阶固有频率灵敏度系数吻合很好，但与全局模型的

计算结果有一定差别。与全局模型相比，局部模型和等效模型的误差主要来

源于蜂窝芯子材料性能参数的等效算法。因为固有频率反映的是结构整体特

性，所以局部模型和等效模型的固有频率分析结果吻合很好，尤其是低阶固
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图 3.20 三种夹芯结构建模方法计算得到的关于 E11 的下面板位移灵敏度系数在面

内的分布：(a)全局模型；(b)局部模型；(c)等效模型

有频率的灵敏度系数，但是由于蜂窝芯子的局部模型和等效模型在结构外形

上与真实情况有差别，所以它们的计算结果与全局模型的计算结果有一定差

别。这些现象与利用三种夹芯结构建模方法进行固有频率的分析时的现象相

类似。即便如此，基于局部模型的复合材料蜂窝夹芯结构灵敏度分析方法仍

然可以用来研究设计变量对低阶固有频率的影响规律，进而找到影响复合材

料蜂窝夹芯结构自由振动特性的主要设计变量。

对于中心局部软化了的复合材料蜂窝夹芯结构 (软化处理区域如图3.22所

示)，三种夹芯结构建模方法计算得到的关于 E11的前 6阶固有频率灵敏度系数

见表3.10，前 4阶振型如图3.23所示，其它高阶振型见文献 [156]，蜂窝芯子软化

区域的杨氏模量为 68GPa，比其它区域小一个数量级，泊松比为 0.3。表3.10中

最后一行为等效模型的固有频率阶次，而第二行为全局模型和局部模型的固

有频率阶次。从表3.10中可以看出，局部模型和等效模型计算得到的前 6阶固

有频率灵敏度系数吻合很好，但与全局模型的计算结果有一定差别，但是全
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表 3.8 三种夹芯结构建模方法计算得到的关于 E11的蜂窝芯子结构最大位移灵敏度

系数

z

1 mm 3 mm 5 mm 7 mm
全局模型 u1/10−11 0.75692 0.32172 0.43094 1.51222

u2/10−12 8.69463 3.37981 2.14438 7.77873
u3/10−11 -4.24945 -4.47298 -4.59915 -5.09848

局部模型 u1/10−11 0.78309 0.33220 0.43016 1.50762
(3.4574) (3.2575) (-0.1810) (-0.3042)

u2/10−12 9.06572 3.46426 2.25052 8.16983
(4.2680) (2.4987) (4.9497) (5.0278)

u3/10−11 -4.38066 -4.61116 -4.73573 -5.23593
(3.0877) (3.0892) (2.9697) (2.6959)

等效模型 u1/10−11 0.69160 0.26907 0.32113 0.76601
(-8.6297) (-16.3652) (-25.4815) (-49.3453)

u2/10−12 8.23659 2.96975 2.45738 7.43040
(-5.2681) (-12.1326) (14.5963) (-4.4780)

u3/10−11 -4.48391 -4.53479 -4.67936 -5.21490
(5.5174) (1.3819) (1.7440) (2.2834)

表 3.9 三种夹芯结构建模方法计算得到的关于 E11的前 6阶固有频率灵敏度系数

阶次

1 2 3 4 5 6
全局模型 /10−4 3.36663 4.14847 4.61409 4.80562 4.05717 19.7201
局部模型 /10−4 2.77901 3.28245 3.64119 3.76377 14.8161 3.56667
等效模型 /10−4 2.71671 3.27316 3.45857 3.59546 17.8018 3.40357

表 3.10 三种夹芯结构建模方法计算得到的关于 E11 的前 6阶固有频率灵敏度系数
（复合材料蜂窝夹芯结构中心进行了局部软化）

阶次

1 2 3 4 5 6
全局模型 /10−4 3.07784 2.86370 4.50614 4.19115 4.19764 6.39982
局部模型 /10−4 2.63569 2.39511 3.68864 3.48583 3.47933 5.55841

等效模型 /10−4 2.49900 2.33672 3.47081 2.93273 3.30624 4.80621
1 3 5 12 19 30
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(a) (b) (c)
第4阶

第3阶

第2阶

第1阶

−

−

−

−

−

−

−

−

−

图 3.21 三种夹芯结构建模方法计算得到的复合材料蜂窝夹芯结构的前 4阶振型：(a)
全局模型；(b)局部模型；(c)等效模型

y

x
(a) (b) (c)

图 3.22 中心局部软化了的复合材料蜂窝夹芯结构的三种建模方法的有限元网格：

(a)全局模型；(b)局部模型；(c)等效模型

75



第 3章 复合材料蜂窝夹芯结构的逐层/实体元方法

局模型与局部和等效模型计算结果之间的差别要比正常蜂窝芯子情况更小。

另外，由于局部软化的存在前 8阶振型中出现了一些局部振型。

(a) (b) (c)
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图 3.23 三种夹芯结构建模方法计算得到的复合材料蜂窝夹芯结构的前 4阶振型（复
合材料蜂窝夹芯结构中心进行了局部软化）：(a)全局模型；(b)局部模型；(c)等效模
型

3.5 本章小结

本章基于逐层理论和三维实体有限单元建立了复合材料夹芯层合结构的

逐层/实体元方法，利用逐层理论建立上下面板的控制方程，利用三维实体有

限元单元建立芯子的控制方程，然后基于面板和芯子之间的位移连续性条件

和内力平衡条件得到复合材料夹芯结构的总体控制方程。数值算例中逐层/实

体元方法计算得到复合材料蜂窝夹芯层合结构的静力和自由振动响应结果与

3D弹性解吻合很好，验证了逐层/实体元方法的正确性。该方法能得到精确的
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全局响应，又能得到很好的局部响应。即使夹芯结构形式复杂，逐层/实体元

方法也能精确计算复合材料面板的位移和应力，所以逐层/实体元方法可以进

一步推广应用于诸如泡沫或点阵等复合材料夹芯结构问题中。

在该方法中，本章提出了全局模型、局部模型和等效模型三种芯子建模

方法。在集中载荷作用的静力分析问题中，全局模型的分析精度最高，计算

成本最大。等效模型的计算成本最小，但分析精度很低，尤其是在集中载荷

作用的局部区域。局部模型兼顾了前两者的优势，在保证了分析精度的同时

又最大程度降低了计算量。根据具体情况可以选择不同的蜂窝芯子建模方法。

对于集中载荷作用问题和冲击问题，为了减少计算量可以选择局部模型。对

于全局响应分析问题可以选择等效模型。在自由振动问题方面，局部模型和

等效模型的分析结果很接近，但都与全局模型存在较大误差，该误差的主要

来源是蜂窝芯子材料性能参数的等效算法。

基于逐层/实体元方法，研究了复合材料蜂窝夹芯层合结构的灵敏度分析

问题，推导复合材料蜂窝夹芯层合结构灵敏度系数的控制方程，并建立了该

控制方程的半解析和有限差分解法。通过数值算例研究了差分步长对半解析

法和有限差分法灵敏度分析精度的影响情况，并对比研究了三种蜂窝芯子建

模方法对静动力灵敏度分析的影响。研究结果表明：有限差分解法所要求的

步长要小于半解析法；当 SAM和 FDM的差分步长减小一个数量级，位移和

固有频率灵敏度系数的相对误差也大约下降一个数量级；当差分步长较大时

截断误差占主导地位，当差分步长过小时舍入误差将是相对误差的主要部分；

对于集中载荷作用下的静力灵敏度分析问题，全局模型和局部模型都能精确

地考虑位移灵敏度系数的集中现象，尤其是在集中载荷作用的面板上，但局

部模型的计算量要明显小于全局模型；对于自由振动灵敏度分析问题，局部

模型和等效模型计算得到的低阶固有频率灵敏度系数吻合很好，但与全局模

型的计算结果有一定差别，与全局模型相比局部模型和等效模型的误差主要

来源于蜂窝芯子材料性能参数的等效算法。
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第 4章 复合材料加筋层合板壳和夹芯结构中低速冲击的

渐进损伤分析

加筋复合材料层合结构和夹芯结构的逐层/实体元方法没有对加强筋和夹

芯结构进行简化和假设，能够真实反映板壳与加强筋和夹芯之间的相互作用。

对于加筋复合材料层合结构来说，逐层/实体元方法可以精确计算连接区域附

近的局部位移和应力。对于复合材料夹芯结构来说，逐层/实体元方法既能得

到精确的全局响应，又能得到很好的局部响应。因此，逐层/实体元方法特别

适合于加筋复合材料层合板壳和夹芯结构的中低速冲击问题，能够得到精确

的局部冲击响应和损伤分布。本章结合渐进损伤模型，将逐层/实体元方法应

用于加筋复合材料层合板和夹芯结构中低速冲击的响应分析和损伤预测问题

中，建立了一种渐进损伤分析方法。通过数值算例，研究了冲击速度、加筋

结构形式和加筋厚度等参数对复合材料加筋结构冲击响应和损伤分布的影响，

比较研究了夹芯结构全局模型和局部模型在中低速冲击问题中的应用情况。

4.1 基于 Hertz接触律的中低速冲击接触力

对于复合材料层合圆柱壳结构的中低速冲击问题，Krishnamurthy和Maha-

jan [75,157]提出了一种修正后的非线性 Hertz接触律，在该接触律中不考虑冲击

体变形的影响，将其看成是刚体。本节将对该修正后的非线性 Hertz接触律进

行简单介绍，并考虑重复加载情况，将其应用于复合材料加筋层合板壳和夹

芯结构中低速冲击响应分析问题上，如图4.1所示。复合材料加筋层合板壳和

夹芯结构的冲击损伤分析模型除了其自身的运动方程之外是相同的，下文仅

以加筋层合板壳为例建立渐进分析模型，夹芯结构的可以类似地得到。

根据牛顿第二定律，刚性冲击体的运动方程为

miü3,i =− fc (4-1)

式中，mi和 ü3,i分别是冲击体的质量和加速度； fc为冲击体和靶体之间的冲击

接触力。

与板壳的尺寸相比，中低速冲击的接触面积很小，所以可以将冲击体和

靶体之间的接触载荷等效为集中载荷 (点载荷)，在有限元方法的载荷向量中
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冲击体
冲击体

非线性弹簧
(Hertzian)

非线性弹簧
(Hertzian)

板壳结构
的下表面

(b) 

加强筋

(a)

板壳与加强筋之
间的位移协调和
内力平衡

加强筋

冲击体

非线性弹簧
(Hertzian)

上层合面板

下层合面板

蜂窝夹芯

(c) 

图 4.1 基于 Hertz接触律的复合材料层合结构的中低速冲击分析模型：(a)加筋层合
板；(b)加筋层合圆柱壳；(a)蜂窝夹芯结构

只有接触点节点的载荷非零，且等于上式中的冲击接触力。板壳结构的载荷

向量 FFF 可以写为

FFF = {0, 0, · · · , fc, · · · , 0, 0}T (4-2)

复合材料结构的中低速冲击过程可以分为加载、卸载和重新加载三个阶

段，修正后的非线性 Hertz接触律的接触力 fc可分三阶段，具体表达式为
[158]

fc =



kα1.5 加载

fm

(
α −α0

αm −α0

)2.5

卸载

fm

(
α −α0

αm −α0

)1.5

重新加载

(4-3)

79



第 4章 复合材料加筋层合板壳和夹芯结构中低速冲击的渐进损伤分析

式中，α(t) = u3,i(t)−u3,t(t)为冲击凹坑的深度；u3,t(t)为复合材料层合板壳结

构接触点的位移； fm和 αm分别为卸载之前的最大接触力和凹坑深度。

式 (4-3)中的 k为非线性 Hertz接触律的修正系数，对于圆柱壳和板的具体

表达式为

k =


4
3

(
1
ri
+

1
2Rc

)−0.5

/

[
(1−νi)

2

Ei
+

1
E2

]
圆柱壳

4
3
√

ri/

(
1−ν2

i
Ei

+
1

E2

)
平板

(4-4)

式中，ri和 Rc分别为冲击体和圆柱壳的半径；Ei和 E2分别为冲击体的杨氏模

量和层合板垂直纤维方向的弹性模型；νi为冲击体的泊松比。

式 (4-3)中的 α0 为冲击加载 -卸载过程中形成的永久凹坑深度，其具体的

表达式为

α0 =


0 αm < αcr

αm

[
1−
(

αcr

αm

)2/5
]

αm > αcr

(4-5)

式中，αcr 为凹坑的临界深度，根据文献研究结果
[75,157]，对于碳纤维/环氧树

脂材料，αcr 取 8.03× 10−2 mm，对于玻璃纤维/环氧树脂材料，αcr 取 1.016×
10−1 mm。

根据 Newmark积分法，冲击体第 n+1时间步的位移和速度可写为

un+1
3,i = un

3,i + u̇n
3,i∆t + ün

3,i

(
∆t2

4

)
− f n+1

c

(
∆t2

4mi

)
(4-6)

将式 (4-6)代入修正后的非线性 Hertz接触律 (4-3)，得第 n+1时间步接触

力与靶体位移 u3,t之间的隐式关系为

f n+1
c =



k
[

u∗3,i −un+1
3,t −

(
∆t2

4mi

)
f n+1
c

]1.5

加载

fm

(αm −α0)
2.5

[
u∗3,i −un+1

3,t −α0 −
(

∆t2

4mi

)
f n+1
c

]2.5

卸载

fm

(αm −α0)
1.5

[
u∗3,i −un+1

3,t −α0 −
(

∆t2

4mi

)
f n+1
c

]1.5

重新加载

(4-7)

式中，u∗3,i = un
3,i + u̇n

3,i∆t + ün
3,i

(
∆t2

4

)
。
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冲击体与复合材料层合板壳结构之间的接触力算法见文献 [75,157]，计算流程

如图4.2所示。对于本文所研究的中低速冲击问题，初始条件可取为 u̇0
3,i = v0(冲

击体的初始冲击速度)，u0
3,i = u0

3,t = 0。首先，基于加载情况下的隐式关系（式

(4-7)的第一式）取定接触力 fc 的近似值，利用 Newton-Raphson求解该隐式方

程。然后，将接触力的近似值 f 1
c 以节点载荷的形式代入层合板壳结构的运动

控制方程中，求解层合板壳结构接触点的位移 u1
3,t，并利用计算得到的 u1

3,t 代

入式 (4-7)重新求接触力 f 1
c。重复以上过程直到接触力收敛达到精度要求。最

后，利用精确的接触力计算冲击体和层合板壳结构的加速度、速度和位移，并

将这些作为下一时间步求解的初始条件。如果在分析过程中需要考虑损伤影

响的话，还应该在每一步中求解应力，并判断单元是否出现损伤。如果有损

伤出现，还应根据刚度退化模型修正损伤单元的材料参数。

施加时间增量步 Δt

通过结构运动方程求解 

N-R法计算

N-R法计算

•

•

•

•

计算冲击体的位移、速度和加速度，并作为下一步的初始条件

计算结构的速度和加速度
计算结构的应力与应变

根据准则判断单元是否出现损伤，并计算损伤变量
根据损伤变量对损伤单元的材料参数进行渐进退化

•

初始条件： ,
0

3,i 0
u v=ɺ

0 0 0

3,t 3,t
0cu u f= = =ɺ

,t t j

cf
+∆

, 1t t j

cf
+∆ +

, 1 , 1
?

t t j t t j

c cf f tol+∆ + +∆ +− ≤

, 1

3,t

t t ju +∆ +

图 4.2 复合材料结构中低速冲击问题的计算流程
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4.2 冲击损伤的渐进损伤分析模型

4.2.1 三维连续损伤模型

在连续损伤力学中通常用张量场来描述分布微观损伤，这个损伤张量既

要描述微裂纹的密度，又要包含微裂纹的方向。由于微裂纹和缺陷的存在，材

料的横截面由 A减小为 A，损伤变量可定义为

ddd =

(
A−A

)
A

(4-8)

有效柯西应力可定义为

σσσ =
σσσ

(1−ddd)
(4-9)

式中，σσσ 为柯西应力张量，但为了建立有限元控制方程方便，其他章节的柯

西应力都采用了 Voigt对称形式。损伤变量 ddd = [d1, d2, d3]，d1、d2和 d3代表了

不同载荷条件下由于损伤引起的材料模量退化程度。对于纤维铺层，d1 和 d2

表示主纤维方向的损伤或破坏，控制着面内的剪切损伤或破坏。di 为垂直于

第i个主材料方向平面内的有效退化分数，本文中纤维方向为第 1个材料主方

向，第二个主方向为纤维铺层的横向，第 3个材料主方向为厚度方向。损伤变

量的取值范围是 0 ≤ di ≤ 1，di = 0说明第i个主材料方向材料无损伤，而 di = 1

表示第 i个主材料方向的材料完全破坏。

通过损伤张量可将正交各向异性材料的有效应力表示为

σσσ = MMMd ·σσσ (4-10)

式中，MMMd = diag
[

1/ω11 1/ω22 1/ω33 1/ω23 1/ω13 1/ω12

]
；ω11 = 1 − d1；

ω22 = 1− d2；ω33 = 1− d3；ω12 =
√
(1−d1)(1−d2)；ω13 =

√
(1−d1)(1−d3)；

ω12 =
√
(1−d1)(1−d2)。

根据无损伤材料的应变能，含损伤正交各向异性材料的等效应变能为

Wd =
1
2

σσσ ·CCC−1 ·σσσ =
1
2

σσσ ·MMMT
d ·CCC−1 ·MMMd ·σσσ =

1
2

σσσ ·
(

CCCd
)−1

·σσσ (4-11)

式中，CCCd = MMM−1
d ·CCC−1 ·MMM−T

d 为损伤正交各向异性材料的本构关系。

4.2.2 损伤起始准则

本文采用的损伤起始准则是应变形式的三维 Hashin准则 [86,159]，在该准则

中，复合材料的损伤模式分为三种：纤维拉伸或压缩损伤 Ff、基体拉伸或压
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缩损伤 Fm和分层损伤 Fz，各种损伤的具体表达式为

F2
f =



(
ε11

ε f,t
11

)2

+

(
ε12

ε f,t
12

)2

+

(
ε13

ε f,t
13

)2

> 1 (ε11 > 0)

(
ε11

ε f,c
11

)2

> 1 (ε11 < 0)

(4-12)

F2
m =



(
ε22 + ε33

ε f,t
22 · ε

f,t
22

)2

− ε22 · ε33(
ε f

23

)2 +

(
ε12

ε f
12

)2

+

(
ε13

ε f
13

)2

+

(
ε23

ε f
23

)2

> 1 (ε22 + ε33 > 0)

(
ε22 + ε33

ε f,c
22 · ε f,c

22

)2

+
ε22 + ε33

ε f,c
22

(
ε f ,c

22

2ε f
12

−1

)
− ε22 · ε33(

ε f
23

)2 +(
ε12

ε f
12

)2

+

(
ε13

ε f
13

)2

+

(
ε23

ε f
23

)2

> 1 (ε22 + ε33 < 0)

(4-13)

F2
z =



(
ε33

ε f,t
33

)2

+

(
ε13

ε f
13

)2

+

(
ε23

ε f
23

)2

> 1 (ε33 > 0)

(
ε33

ε f,c
33

)2

+

(
ε13

ε f
13

)2

+

(
ε23

ε f
23

)2

> 1 (ε33 < 0)

(4-14)

式中，ε f,t
ii = σ f,t

ii /Cii,(i = 1,2,3)；ε f,c
ii = σ f,c

ii /Cii,(i = 1,2,3)；ε f
12 = σ f

12/C66；ε f
23 =

σ f
23/C44；ε f

13 = σ f
13/C55；σ f,t

ii 和 σ f,c
ii 分别为复合材料三个方向上的拉伸和压缩

强度；σ f
12、σ f

13和 σ f
23是复合材料三个平面内的剪切强度。

4.2.3 刚度退化律

在基于有限元方法的失效分析过程中，首先通过损伤起始准则判断单元

是否出现损伤，然后利用刚度退化算法来考虑损伤对单元刚度的影响。复合材

料渐进损伤分析方法中已有大量的损伤后材料性能退化模型，大部分的这些

算法总体上可分为三大类 [160]：突然卸载算法、渐进卸载算法和常应力算法，

如图4.3所示。在突然卸载算法中，一旦有限元单元被判断出现损伤，则该单

元的材料性能下降为零，复合材料层合结构的层失效理论 (ply-discount theory,

PDT)是最常用的突然卸载算法之一。这种刚度退化算法虽然与所使用的有限
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元单元类型无关，但是值得注意的是，真实微损伤尺寸要比单元的小得多，所

以突然将整个单元的刚度降为零是不太合理的。常应力算法中假设出现损伤

的单元载荷保持不变，不再承受其他额外的载荷。在渐进卸载算法中，损伤

单元与损伤模式对应的材料性能逐渐下降为零，材料性能的退化要么独立于

失效模式，要么与失效模式相关联。

σ

δ

eq

σeq
0

eqδeq
f

δeq
0

a

b

c

线性退化

非线性退化

等效应力

等效位移

突然失效

常应力

图 4.3 损伤单元的刚度退化算法 [161]

本文中利用损伤变量 d1、d2和 d3来控制损伤单元材料性能的退化，损伤

变量的渐进退化分为线性和非线性两种，非线性退化中的指数退化算法为 [161]

d1 = 1−
exp[−σ f

11δ f
eq,11 (Ff −1)/Gc,1]

Ff

d2 = 1−
exp[−σ f

22δ f
eq,22 (Fm −1)/Gc,2]

Fm

d3 = 1−
exp[−σ f

33δ f
eq,33 (Fz −1)/Gc,3]

Fz

(4-15)

式中，Gc,1、Gc,2和 Gc,3分别为三个主方向上的断裂能；δ f
eq,11、δ f

eq,22和 δ f
eq,33为

材料完全失效时的等效位移，具体表达式为

δ f
eq,ii = ε f

ii ·Lc (4-16)

式中，Lc 为单元的特征长度，特征长度的计算方法有很多，Bažant和 Oh [162]

为四边形单元提出了如下计算公式

Lc =

√
AIP

cosθ
(4-17)
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式中，AIP 为积分点的面积；θ 为裂纹方向与裂纹扩展方向之间的夹角。根

据Maimí [163] 的研究工作，对于裂纹方向未知的情况，可取上式的平均，L̄c =
π
4

ˆ π/4

0
Lcdγ = 1.12

√
AIP。Lapczyk和 Hurtado [164]假设材料点上的特征长度等于

相关区域面积的平方根。

4.3 数值算例

4.3.1 本文方法正确性

本节首先利用文献 [74,165,166]中的冲击响应结果来验证本文编写的 Hertz接

触律和渐进损伤模型计算程序的可靠性，研究对象为四边简支碳纤维/环氧树脂

层合板，几何尺寸为：200mm×200mm×2.69mm，铺层顺序为 [0/90/0/90/0]s。

板的下表面中心受直径为 12.7mm的钢球冲击作用，冲击速度为 3 m/s。层合板

的所有单层具有相同的厚度和材料性能，单层的材料性能参数为

E11 = 141.2GPa, E22 = 9.72GPa, G12 = 5.53GPa, G23 = 3.74GPa, v12 = v23 =

0.30, ρ = 1536kg/m3

L
1

L
1

L
2

L1 L2
= 1.5

(a) (b)

(c)

图 4.4 复合材料层合板结构的有限元网格：(a)均匀网格；(b)非均匀网格；(c) “Two
way bias”型非均匀网格

低速冲击复合材料层合板均匀和非均匀有限元网格如图4.4所示，非均匀

网格中冲击接触局部区域的网格比周边的密。层合板和冲击体冲击响应的收敛

情况如图4.5所示，图中为均匀网格（如图4.4(a)所示）计算的结果。从图4.5中

可以看出层合板和冲击体冲击响应随着单元数量的增加而收敛，且当单元数

量为1600(40×40)时冲击响应达到收敛。因为在有限元模型中随着单元数量的
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图 4.5 复合材料层合板和冲击体冲击响应的收敛性：(a)接触力；(b)层合板接触点
(x = y = a/2, z = h/2)的位移w；(c)钢球的速度；(d)凹坑深度
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图 4.6 均匀和非均匀网格对接触力计算的影响
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增加结构刚度会减小，接触力、层合板接触点位移u3、冲击体的剩余速度和凹

坑深度都随着单元数量的增加而增加，且二次冲击的时间也随着单元数量的

增加而推迟。

对于非均匀网格（见图4.4(b)），层合板和冲击体之间的接触力的收敛如

图4.6所示，与均匀网格相比，非均匀网格计算得到的第一个加载 -卸载过程

中最大接触力的收敛速度要更快，但非均匀网格对第二次冲击出现的时间几

乎没有明显影响。因为复合材料层合结构低速冲击损伤主要产生于第一次加

载 -卸载过程，所以非均匀局部加密的有限元网格可以减小低速冲击损伤预测

的计算量。但是如果要分析整个冲击过程中的响应，那么局部加密的非均匀

网格与均匀网格相比并不能减少计算量。
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图 4.7 复合材料层合板低速冲击响应与文献结果的对比：(a)接触力时间历程；(b)
层合板接触点位移时间历程

本文方法计算得到的复合材料层合板低速冲击响应与文献结果 [74,165,166]

对比如图4.7所示，从图中可以看出，本文方法计算得到的接触力时间历程和

层合板接触点位移时间历程与文献结果吻合很好，证明了本文方法计算复合

材料层合板结构低速冲击响应的正确性。

本节还研究了复合材料层合圆柱壳结构的低速冲击问题，并将计算结果与

文献结果对比 [157]。圆柱壳的边界条件为四边简支，中心点受钢球冲击，钢球的

尺寸和其他参数与上一算例中的相同，初速度为 10m/s，铺层顺序为 [0/90/90/0]，

层合圆柱壳的半径、周向弧长和轴向长度都为 254mm，总厚度为 2.54mm，所

有单层具有相同的厚度和材料性能参数，材料参数为 E11 = 144.8GPa, E22 =

9.65GPa, G12 = G13 = 7.10GPa, G23 = 5.92GPa, v12 = v23 = 0.30, ρ = 1389.2kg/m3

本文方法计算得到的复合材料层合圆柱壳结构低速冲击响应与文献结
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图 4.8 复合材料开口层合圆柱壳结构低速冲击响应对比：(a)接触力时间历程；(b)
接触点位移时间历程

果 [157] 对比如图4.8所示，从图中可以看出，本文方法计算得到的接触力时间

历程和层合板接触点位移时间历程与文献结果吻合很好，证明了本文方法计

算复合材料层合圆柱壳结构低速冲击响应的正确性。

4.3.2 冲击载荷作用点对冲击响应的影响

在本文复合材料低速冲击分析方法中，冲击载荷通过 Hertz接触律等效成

了点载荷，而逐层理论在厚度方向是基于插值函数建立位移模式的，所以有

必要研究接触力作用点在厚度方向上的位置对分析结果的影响。

本节中研究的复合材料层合板与上节中的具有相同的几何尺寸，但铺层

顺序为 [0/90/0/90]，密度为 ρ = 1389.2kg/m3，其他的材料性能参数见表4.1 [167]。

大量研究结果证明，因为纤维的拉伸强度很大，由纤维断裂和屈曲引起

的损伤仅出现在冲击接触区域，所以在中低速冲击载荷作用下复合材料层合

结构的主要损伤是基体裂纹和层间分层。Choi等 [79]指出中低速冲击载荷作用

下复合材料层合结构最先出现的是基体裂纹，一旦基体裂纹扩展到上下具有

不同纤维方向的层间，分层损伤就会随之出现。

考虑和不考虑渐进损伤模型复合材料层合板的低速冲击响应如图4.9所示，

其中冲击速度为 30m/s，钢球的半径为 6.0mm。因为在渐进损伤模型中出现损

伤的单元材料性能是逐渐弱化的，所以考虑渐进损伤模型时，最大接触力、层

合板接触点位移以及冲击体的位移都要小于不考虑渐进损伤模型时的计算结

果。从图4.9可以看出，如果没有考虑冲击损伤，即不考虑渐进损伤模型，那

么冲击载荷作用点在厚度方向上的位置对除接触力以外的冲击响应没有影响。
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图 4.9 考虑和不考虑渐进损伤模型复合材料层合板的低速冲击响应：(a)接触力；(b)
接触点位移；(c)冲击体的速度；(d)冲击体的位移

表 4.1 复合材料层合板的材料性能

弹性参数

E11/GPa E22/GPa E33/GPa G12/GPa G13/GPa
156.5 13.0 13.0 6.96 6.96

G23/GPa ν12 ν13 ν23

3.45 0.23 0.23 0.4

强度参数

σ f ,t
11 /MPa σ f ,c

11 /MPa σ f ,t
22 /MPa σ f ,c

22 /MPa
1516.8 1592.7 44.5 253.0

σ f
12/MPa σ f

13/MPa σ f
23/MPa

106.9 106.9 106.9

断裂能
Gt,1/N/mm Gc,1/N/mm Gt,2/N/mm

20 20 0.23
Gc,2/N/mm Gt,3/N/mm Gc,3/N/mm

0.76 0.23 0.76
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30 μs

100 μs

240 μs

5 μs

100 μs

240 μs

12 μs

100 μs

240 μs

(a) (b) (c)

图 4.10 低速冲击载荷作用在层合板下表面时计算得到的损伤变量：(a)损伤变量 d1

(纤维断裂)；(b)损伤变量 d2 (基体裂纹)；(c)损伤变量 d3 (分层).

5 μs

70 μs

160 μs

15 μs

70 μs

160 μs

5 μs

70 μs

160 μs

(a) (b) (c)

图 4.11 低速冲击载荷作用在层合板中性面上时计算得到的损伤变量：(a)损伤变量
d1 (纤维断裂)；(b)损伤变量 d2 (基体裂纹)；(c)损伤变量 d3 (分层).
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5 μs

150 μs

320 μs

10 μs

150 μs

320 μs

5 μs

150 μs

320 μs
(a) (b) (c)

图 4.12 低速冲击载荷作用在层合板上表面时计算得到的损伤变量：(a)损伤变量 d1

(纤维断裂)；(b)损伤变量 d2 (基体裂纹)；(c)损伤变量 d3 (分层).

但是如果考虑了渐进损伤模型，则冲击载荷作用点在厚度方向上的位置对冲

击载荷具有明显影响。

表 4.2 纤维断裂、基体裂纹和分层损伤的起始时间

冲击载荷厚度方向的作用点
损伤形式

纤维断裂 基体裂纹 分层

下表面 21 µs 3 µs 9 µs
中性面 13 µs 4 µs 5 µs
上表面 7 µs 2 µs 3 µs

低速冲击载荷作用在层合板下表面、中性面和上表面时计算得到的损伤

变量分别如图4.10-4.12所示，对于不同的冲击载荷作用点，纤维断裂、基体裂

纹和分层损伤的出现时间见表4.2。从图4.10-4.12和表4.2中可以看出，在低速

冲击载荷作用下，复合材料层合板结构的主要损伤是基体裂纹和分层损伤，纤

维断裂损伤变量要比基体裂纹和分层的小，且主要集中在冲击接触区域附近。

基体裂纹是在冲击过程中最先出现的损伤，然后是分层损伤，纤维断裂是最

后才出现的。当等效冲击载荷作用在层合板的下表面时，虽然纤维断裂损伤

集中在冲击接触区域是与实际情况相符的，但损伤首先在下表面出现并扩展

是不合理的。当等效冲击载荷作用在层合板的上表面时，损伤首先在上表面

出现并扩展，对于损伤的主要部分分层损伤来说是不合理的。与前面的两种

情况相比，当等效冲击载荷作用在层合板的中面时，基体裂纹和分层损伤沿
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(b) (a)

a
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1b 2b

2a 1a
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2a 1a

a = 200 mm; 

H - h= 2.69 mm; 

h = 3.0 mm, 5.0 mm, 7.0 mm

1
a = 55 mm; 2

a = 90 mm;

1
b = 80 mm; 2

b = 50 mm;

y

x

图 4.13 两种复合材料加筋层合板结构：(a)对称“井”字形加强；(b)平行加强

层合板的厚度方向出现并扩展，虽然纤维断裂损伤首先出现在中面上并在载

荷作用点附近扩展是不合理的，但由于纤维断裂不是低速冲击损伤的主要部

分，所以这种不合理现象对整个损伤分析过程的影响不大。因此，在下面的

数值算例中，等效冲击载荷作用在复合材料层合板的中性面上。

4.3.3 低速冲击复合材料加筋层合板结构

加强筋的形式对复合材料层合结构的响应具有明显的影响，本算例将研

究两种典型加筋复合材料层合板结构的低速冲击损伤问题，如图4.13所示，对

称“井”字形加筋复合材料层合板结构和平行加筋复合材料层合板结构。本

算例将重点研究加强筋和冲击体参数对冲击响应和损伤分布的影响情况，如

加强筋的尺寸和形式、冲击速度和冲击体的质量等参数。

复合材料层合板和加强筋的所有单层具有相同的材料性能，见表4.1，层

合板的铺层顺序为 [0/90/0/90/0]，加强筋的铺层顺序为 [0]，层合板的所有单

层都具有相同的厚度。冲击体为钢球，其密度为 7960kg/m3。低速冲击作用在

加筋复合材料层合板的下表面，但等效冲击载荷作用在层合板的中性面上。当

研究冲击速度对冲击响应和损伤分布的影响时，冲击体的半径取 6.0mm，加

强筋的厚度取 7.0mm。当研究冲击体质量（半径）对冲击响应和损伤分布的影

响时，冲击速度取 30m/s，加强筋的厚度取 7.0mm。当研究加强筋厚度对冲击
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图 4.14 考虑和不考虑渐进损伤模型情况下冲击速度对“井”字形加强复合材料层

合板结构低速冲击响应的影响：(a)接触力；(b)接触点位移；(c)冲击体的速度；(d)
冲击体的位移

响应和损伤分布的影响时，冲击体的半径取 6.0mm，冲击速度取 30m/s。

4.3.3.1 对称“井”字形加筋复合材料层合板结构

考虑和不考虑渐进损伤模型情况下，冲击速度对“井”字形加筋复合材料

层合板结构冲击响应的影响如图4.14所示，其中冲击体的半径取 6.0mm，加强

筋的厚度取 7.0mm。随着冲击速度的增加，因为加筋层合板结构的损伤增加，

所以渐进损伤模型对冲击响应的影响也增加。因此，如果冲击速度比较大，那

么进行冲击响应分析时必须考虑损伤的影响。接触力最大值、冲击持续时间、

层板接触点位移和冲击体位移都随冲击速度的增加而增加，在第一个加载 -卸

载过程中，因为冲击损伤主要产生在这个阶段，所以接触力的波动很大，尤

其是在加载过程中。

冲击速度为 30m/s时，对称“井”字形加筋复合材料层合板结构的变形和

损伤变量的时间历程如图4.15所示。冲击速度对损伤变量分布的影响如图4.16

所示，图中的损伤变量是冲击过程的最终结果。从图中可以看出，在冲击作用

的早期层合板的变形被限制在四根加强筋围成的局部区域中，然后，当层合板
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图 4.15 冲击速度为 30m/s时对称“井”字形加筋复合材料层合板结构的变形和损伤
变量的时间历程：(a)变形和位移u3云图；(b)损伤变量 d1 (纤维断裂)；(c)损伤变量 d2

(基体裂纹)；(d)损伤变量 d3 (分层)

损伤变量     (纤维断裂)

(b)（a）
损伤变量     (分层)

d1

d3

损伤变量     (基体裂纹)d2

图 4.16 冲击速度对“井”字形加强复合材料层合板结构损伤变量分布的影响：(a)
冲击速度为 30 m/s；(b)冲击速度为 35 m/s
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出现弹性恢复后（冲击过程的后期），层合板的变形慢慢往加强筋围成的局部

区域外扩展。在冲击过程中，纤维断裂损伤通常比较小 (d1 < 0.45)，且主要集

中在冲击接触区域。严重的基体裂纹和分层是层合板的主要损伤，纤维断裂

损伤和分层主要是在第一个加载 -卸载阶段产生的，并主要集中在冲击区域，

而基体裂纹在整个冲击过程中一直向冲击区域之外扩展，尤其是x方向 (纤维

方向)加强筋的中间区域和 y方向上加强筋与层合板的连接区域 (见图4.16(b)中

的小图)。因为层合板和加强筋的铺层顺序分别为 [0/90/0/90/0]和 [0]，所以加

筋结构x方向上的刚度要大于 y方向上的，这使得层合板和加强筋 y方向上的

变形要大于x方向上的变形，进而导致了冲击损伤更容易在x方向加强筋的中

间区域和 y方向上加强筋与层合板的连接区域中扩展。因此，在低速冲击载荷

作用下，对于对称“井”字形加强复合材料层合板结构来说有三个危险区域：

a)冲击体和层合板的接触区域；b)刚度较弱方向上加强筋的中间区域；c)刚

度较强方向上层合板与加强筋的连接区域。
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图 4.17 冲击体半径对“井”字形加强复合材料层合板低速冲击响应的影响：(a)接
触力；(b)接触点位移；(c)冲击体的速度；(d)冲击体的位移

随着冲击速度的增加，纤维断裂和分层损伤的分布在层合板冲击区域附近

的下表面上扩展，而基体裂纹损伤不仅在层合板冲击区域附近的下表面上扩

展，而且还出现在 y方向加强筋与层合板连接区域附近的上表面 (见图4.16(b)
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中的小图)。另外，基体裂纹在x方向加强筋上的扩展非常快。

冲击体半径对“井”字形加筋复合材料层合板低速冲击响应的影响如

图4.17所示，冲击体半径对损伤变量分布的影响如图4.18所示，图中的结果考

虑了渐进损伤模型，冲击速度为 30m/s，加强筋的厚度为 7.0mm。从图中可以

看出，因为冲击体的质量和 Hertz接触律中的参数（见式 (4-4)）都随冲击体半

径的增加而增加，所以冲击体半径对冲击响应有很大的影响。接触力、冲击

完成时间、层合板接触点位移和冲击体位移均随冲击体半径的增加而快速增

加，纤维断裂、基体裂纹和分层的损伤变量值和分布范围也随冲击体半径的

增加而快速增加。

(b)（a）

损伤变量     (纤维断裂)

损伤变量     (分层)

d1

d3

损伤变量     (基体裂纹)d2

图 4.18 冲击体半径对“井”字形加强复合材料层合板结构损伤变量分布的影响：(a)
冲击体半径为 5.0 mm；(b)冲击体半径为 7.0 mm.

加强筋厚度对“井”字形加筋复合材料层合板低速冲击响应的影响如

图4.19所示，加强筋厚度对损伤变量分布的影响如图4.20所示，图中的结果考

虑了渐进损伤模型，冲击速度为 30m/s，冲击体半径为 6.0mm。从图中可以看

出，在第一个加载 -卸载过程中加强筋厚度对冲击响应几乎没有影响，主要原

因是在第一个加载 -卸载过程中层合板的变形只是局限在冲击接触区域附近，

即四根加强筋围成的矩形区域。第二个加载 -卸载过程中的接触力、冲击完成

时间以及冲击体的剩余速度随着加强筋厚度的增加而增加。

因为加筋复合材料结构的整体刚度随加强筋厚度的增加而增加，所以纤
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维断裂和分层的损伤变量随着加强筋厚度的增加而增加。然而，随着加强筋

厚度的增加，x方向上的基体裂纹先增加而后减小，见图4.16(a)和图4.20。
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图 4.19 加强筋厚度对“井”字形加强复合材料层合板低速冲击响应的影响：(a)接
触力；(b)接触点位移；(c)冲击体的速度；(d)冲击体的位移

4.3.3.2 平行加筋复合材料层合板结构

考虑和不考虑渐进损伤模型情况下，冲击速度对平行加强复合材料层合

板结构低速冲击响应的影响如图4.21所示，其中冲击体半径为 6.0mm，加强筋

厚度为 7.0mm。从图中可以看出，接触力、接触点位移、冲击体的速度以及冲

击体的位移随着冲击速度增加而增加。冲击速度对接触力的影响，第一个过

程比第二个过程更显著。层合板接触点位移和冲击体的位移随着冲击速度呈

比例增长。

冲击速度为 40m/s时，平行加强复合材料层合板结构的变形和损伤变量的

时间历程如图4.22所示，冲击速度对损伤变量的影响如图4.23所示。在冲击的

早期，层合板的变形局限在两条加强筋之间的区域，然后，当层合板出现弹

性恢复后（冲击过程的后期），层合板的变形慢慢往加强筋围成的局部区域外

扩展。损伤变量的值和分布范围都随冲击速度的增加而增加。
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损伤变量     (纤维断裂)

(b)（a）

d1

损伤变量     (分层)d3

损伤变量     (基体裂纹)d2

图 4.20 加强筋厚度对“井”字形加强复合材料层合板结构损伤变量分布的影响：(a)
加强筋厚度为 3.0 mm；(b)加强筋厚度为 5.0 mm
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图 4.21 考虑和不考虑渐进损伤模型情况下冲击速度对平行加强复合材料层合板结

构低速冲击响应的影响：(a)接触力；(b)接触点位移；(c)冲击体的速度；(d)冲击体
的位移
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图 4.22 冲击速度为 40m/s时平行加强复合材料层合板结构的变形和损伤变量的时
间历程：(a)变形和位移w云图；(b)损伤变量 d1 (纤维断裂)；(c)损伤变量 d2 (基体裂
纹)；(d)损伤变量 d3 (分层)

纤维断裂损伤变量非常小，而且局限在冲击体与层合板接触区域的附近。

基体裂纹首先在接触点的上表面开始出现，第一个加载 -卸载过程中在接触点

附近区域快速扩展，当层合板出现弹性恢复后（二次冲击），基体裂纹向层合

板的下表面扩展，如图4.23(b)所示。分层同样首先在接触点区域开始出现，第

一个加载 -卸载过程中在接触点附近区域快速扩展。因此，在低速冲击载荷作

用下，对于平行加强复合材料层合板结构来说有两个个危险区域：a)冲击体

和层合板的连接区域；b)刚度较强方向上层合板与加强筋的连接区域。

冲击体半径对平行加强复合材料层合板结构低速冲击响应的影响如

图4.24所示，冲击体半径对损伤变量值和分布的影响如图4.25所示，其中冲击

速度为 30m/s，加强筋的厚度为 7.0mm。从图中可以看出，冲击体半径对平行

加强复合材料层合板结构和冲击体的响应具有显著影响。接触力、冲击完成

时间、层合板接触点位移和冲击体位移都随冲击体半径的增加而增加，纤维

断裂、基体裂纹和分层的损伤变量值和分布范围也随冲击体半径的增加而快

速增加。

加强筋厚度对平行加强复合材料层合板结构低速冲击响应的影响如

图4.26所示，冲击速度为 30m/s，冲击体半径为 6.0mm。与“井”字形加强复
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图 4.23 冲击速度对平行加强复合材料层合板结构损伤变量分布的影响：(a)冲击速
度为 30 m/s；(b)冲击速度为 40 m/s
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图 4.24 冲击体半径对平行加强复合材料层合板结构低速冲击响应的影响：(a)接触
力；(b)接触点位移；(c)冲击体的速度；(d)冲击体的位移
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损伤变量     (纤维断裂)

(b)（a）

损伤变量     (基体裂纹)

d1
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损伤变量     (分层)d3

图 4.25 冲击体半径对平行加强复合材料层合板结构损伤变量分布的影响：(a)冲击
体半径为 5.0 mm；(b)冲击体半径为 7.0 mm.

合材料层合板结构类似的是，在第一个加载 -卸载过程中加强筋厚度对平行加

强复合材料层合板结构的冲击响应几乎没有影响，第二个加载 -卸载过程中的

接触力、冲击完成时间以及冲击体的剩余速度随着加强筋厚度的增加而增加。

加强筋厚度对平行加强复合材料层合板结构损伤变量分布的影响如图4.27所

示，加强筋厚度对平行加强复合材料层合板结构的纤维断裂和基体裂纹没有

明显影响，但分层损伤随着加强筋厚度的增加而轻微地增加。

表 4.3 各参数对冲击体剩余速度的影响

参数 冲击速度
“井”字形加强 平行加强

剩余速度vr vr/v0 ×100 剩余速度vr vr/v0 ×100

冲击速度

20 m/s 8.3303 41.6515 4.7011 23.5155
30 m/s 12.8645 42.8817 7.1945 23.9817

40 (35) m/s 15.2766 43.6474 10.4774 26.1935

冲击体半径

5.0 mm 7.6256 25.4187 6.2506 20.8353
6.0 mm 12.8645 42.8817 7.1945 23.9817

7.0 (6.5) mm 13.9746 46.5820 14.3573 47.8577

加强筋厚度

3.0 mm 7.1551 23.8503 5.4546 18.1820
5.0 mm 10.1293 33.7643 6.3986 21.3287
7.0 mm 12.8645 42.8817 7.1945 23.9817
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图 4.26 加强筋厚度对平行加强复合材料层合板结构低速冲击响应的影响：(a)接触
力；(b)接触点位移；(c)冲击体的速度；(d)冲击体的位移

损伤变量     (纤维断裂)

(b)（a）

损伤变量     (基体裂纹)

损伤变量    (分层)

d1

d2

d3

图 4.27 加强筋厚度对平行加强复合材料层合板结构损伤变量分布的影响：(a)加强
筋厚度为 3.0 mm；(b)加强筋厚度为 5.0 mm
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各参数对冲击体剩余速度的影响见表4.3，表中“井”字形加强复合材料

层合板结构采用括号内的冲击速度。从表中可以看出，剩余速度占冲击速度

的百分比随着冲击速度、冲击体半径和加强筋厚度的增加而增加。“井”字形

加强复合材料层合板结构的剩余速度占冲击速度的百分比大于平行加强复合

材料层合板结构的，所以平行加强复合材料层合板结构的能量吸收要比“井”

字形加强复合材料层合板结构好。对比本文研究的两种加筋复合材料层合板

结构可以发现，在同样的冲击载荷作用下，“井”字形加强复合材料层合板结

构接触点的位移小于平行加强复合材料层合板结构的，然而冲击损伤则刚好

相反，因此，加筋复合材料层合板结构的抗冲击性能与结构的刚度性能是相

互矛盾的。
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图 4.28 “井”字形加强复合材料层合板结构多次低速冲击下的响应：(a)接触力；(b)
接触点位移；(c)冲击体的速度；(d)冲击体的位移

4.3.4 受多次低速冲击复合材料加筋层合板结构

低速冲击载荷引起的内部损伤将显著地降低复合材料层合结构的刚度和

强度，而且这些内部损伤是目视不可检查的，在没有得到及时检查和维修的

情况下这些内部损伤将不可避免地引起结构突然破坏，而这些结构在外观上

103



第 4章 复合材料加筋层合板壳和夹芯结构中低速冲击的渐进损伤分析

是毫无损伤的。因此，为了保证安全，有必要研究复合材料结构在多次低速

冲击载荷作用下的响应和损伤问题。虽然复合材料结构的单次低速冲击问题

已经得到了系统深入地研究，但关注多次低速冲击损伤问题的研究工作还很

少 [168]，尤其是对于加筋复合材料结构来说。本节将基于本文方法研究加筋复

合材料层合板结构的多次低速冲击响应和损伤累积问题，在本节的多次低速

冲击分析过程中，除了材料性能参数外复合材料结构的所有参数保持不变，因

为材料参数在分析过程中将根据损伤退化，加筋复合材料层合板的材料参数

和几何参数与上节采用的相同。

损伤变量     (纤维断裂)

(b)（a）

损伤变量     (基体裂纹)

损伤变量     (分层)

d1

d2

d3

图 4.29 “井”字形加强复合材料层合板结构多次低速冲击下的损伤变量：(a)第一
次冲击；(b)第二次冲击

“井”字形加强复合材料层合板结构多次低速冲击作用下的响应如图4.28所

示，在本算例中，加强筋的厚度为 7.0mm，冲击体的半径为 6.0mm，第一和第

二次冲击的冲击速度均为 24.7487m/s，两次冲击的总能量相当于 35m/s的冲击

能量。在第一个加载 -卸载过程中，第一次冲击过程中接触力加载速度比第二

次冲击的更大，而第一次冲击的接触力最大值要比第二次冲击的小，这是因为

第一次冲击引起的损伤使得层合板接触点附近区域的刚度明显降低。在第二

个加载 -卸载过程中，第一次和第二次冲击过程中的接触力最大值几乎相等。

虽然第一次冲击过程中二次冲击出现的时间要早于第一次冲击，但整个冲击

过程的结束时间是几乎相同的。对于 35m/s的单次冲击来说，剩余速度占冲击
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速度的百分比为 43.6474%(剩余速度为 15.2766m/s)。对于 24.7487m/s的两次冲

击来说，第一次和第二次的剩余速度占冲击速度的百分比分别为 41.9060%(剩

余速度为 10.3712m/s)和 43.1178%(剩余速度为 10.6711m/s)。由于损伤的累积作

用，第二次冲击过程中层合板接触点位移和冲击体位移要大于第一次冲击。

“井”字形加强复合材料层合板结构多次低速冲击下的损伤变量如图4.29所

示。虽然两次冲击的总能量相当于 35m/s的冲击能量，但相较于 35m/s单次冲

击引起的损伤 (如图4.16所示)，多次冲击累积成的内部损伤要小。虽然第一次

和第二次冲击各自产生的损伤很有限，但第二次冲击还是进一步扩大了复合

材料层合板的损伤范围，这体现了重复低能量冲击损伤的累积效应，而且这

种损伤累积过程是目视不可检的，只能通过无损探伤发现，所以复合材料结

构在重复低能量冲击载荷作用下容易导致突然破坏，多次重复低能量冲击的

危害性往往要比单次大能量冲击更大。
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图 4.30 平行加强复合材料层合板结构多次低速冲击下的响应：(a)接触力；(b)接触
点位移；(c)冲击体的速度；(d)冲击体的位移

平行加强复合材料层合板结构多次低速冲击下的响应如图4.28所示，多次

低速冲击下的损伤变量如图4.31所示，其中加强筋的厚度为 7.0mm，冲击体的

半径为 6.0mm，第一和第二次冲击的冲击速度均为 28.2843m/s，两次冲击的总
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能量相当于 40m/s的冲击能量。对于 40m/s的单次冲击来说，剩余速度占冲击

速度的百分比为 26.19%(剩余速度为 10.4770m/s)。对于 28.2843m/s的两次冲击

来说，第一次和第二次的剩余速度占冲击速度的百分比分别为23.0969%(剩余

速度为 6.5328m/s)和 23.4218%(剩余速度为 6.6247m/s)。

从图4.28和图4.31可以看出，平行加强复合材料层合板结构的多次低能量

冲击特性与“井”字形加强复合材料层合板结构的类似，在第一个加载 -卸载

过程中，第一次冲击过程中接触力的加载速度比第二次冲击的更大。在第二

个加载 -卸载过程中，第一次和第二次冲击过程中的接触力最大值几乎相等。

损伤变量     (纤维断裂)

(b)（a）

损伤变量     (基体裂纹)

损伤变量     (分层)

d1

d2

d3

图 4.31 平行加强复合材料层合板结构多次低速冲击下的损伤变量：(a)第一次冲击；
(b)第二次冲击

4.3.5 低速冲击复合材料蜂窝夹芯结构

本算例的目的是研究全局模型和局部模型在复合材料夹芯结构低速冲击

问题上的应用情况，此处，复合材料蜂窝夹芯结构的材料性能、几何参数、边

界条件和网格划分与第三章中的相同。上下面板的铺层顺序均为 [0/90/90/0]。

首先利用瞬态响应分析算例来验证本文编写程序的正确性，载荷为上面

板中心点单位幅值的正弦集中载荷，周期为 1s。逐层/实体元方法和MSC计算

得到的夹芯结构下面板中心点位移 u3 的时程曲线对比如图4.32所示，图中逐

层/实体元方法采用了夹芯结构全局模型，从图中的对比可知逐层/实体元方法
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的分析结果与MSC的吻合很好，证明了本文所编写的基于逐层/实体元方法进

行复合材料夹芯结构瞬态响应分析的程序是正确可靠的。
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图 4.32 逐层/实体元方法（全局模型）和MSC计算得到复合材料夹芯结构下面板中
心点位移 u3的时程曲线

在 10m/s 和 15m/s 两种速度冲击载荷作用下，全局模型和局部模型计算

得到的冲击响应曲线如图4.33所示，15m/s冲击载荷作用下夹芯结构的变形如

图4.35所示，其中冲击体的半径为 6.0mm，力学性能和密度与前文算例中的相

同，没有考虑复合材料面板和芯子的渐进损伤，冲击体的冲击载荷作用在下

面板上，面板的厚度为 2mm。从冲击响应曲线可以看出，两种模型计算得到

的接触力和冲体的速度在整个冲击过程中几乎一致。对于复合材料面板的中

心点挠度，在冲击过程中两种模型的分析结构吻合很好，尤其是下面板的中

心点挠度。在冲击完成之后的自由振动过程中两种模型分析的中心点挠度差

别比较大，局部模型的振动幅值要小，但该过程的结构响应对结构的损伤几

乎没有影响。从结构整体变形时间历程可以看出，与全局模型相比，局部模

型完全精确地得到了冲击初期的局部效应，而这些局部效应对损伤的预测是

至关重要的。因此，在进行复合材料夹芯结构的中低速冲击分析中，局部模

型在大量减少计算量的情况下，并没有损失分析精度。

从图4.33中的冲击响应可知，接触力的最大值随冲击速度的增加而增加，

冲击完成时间则刚好相反，但冲击速度对冲击完成时间的影响不是很明显。上

下面板的中心点挠度均随冲击速度的增加而增加，冲击完成之后不同冲击速

度引起的自由振动的相位不同，且随冲击速度的增加而增加，即随冲击速度

的增加自由振动的相位后移。在冲击过程中，上下面板的响应明显不同，且

上面板的挠度要远小于下面板的，这种显现是其它传统复合材料夹芯结构分

析方法所不能得到的。但冲击完成之后，上下面板的振动是一致的，如图4.34
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图 4.33 全局模型和局部模型计算得到的冲击响应曲线：(a)接触力；(b)冲击体的速
度；(c)下面板中下点挠度；(d)上面板中下点挠度

所示。
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图 4.34 上下面板中心点挠度时程响应对比：(a)全局模型；(b)局部模型

图4.36给出了面板厚度不同情况下局部模型计算得到的冲击响应曲线，其

中冲击速度为 15m/s，冲击体的半径为 6.0mm。因为夹芯结构的整体刚度会随

面板厚度的增加而增加，所以冲击接触力随面板厚度增加而增加，而冲击完

成时间随面板厚度的增加而减少。冲击体的剩余速度随面板厚度的增加而减
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图 4.35 全局模型和局部模型计算得到的夹芯板变形图：(a)全局模型；(b)局部模型

小，但减小的幅度不大。上下面板挠度的最大值均随面板厚度的增加而增加，

下面板的增大幅值要更明显。

下文将考虑面板和芯子结构的渐进损伤，研究面板的强度参数和断裂能

见表4.1，其中冲击速度为 10m/s，冲击体的半径为 6.0mm，上下面板的厚度为

2mm。芯子结构的损伤起始和累积的算法与面板的相同，但只考虑损伤变量

d2。芯子结构的强度参数和断裂能为：

σ f,t
11 = σ f,t

22 = σ f,t
33 = 150Mpa，σ f,c

11 = σ f,c
22 = σ f,c

33 = 155Mpa，

σ f
12 = σ f

13 = σ f
23 = 55Mpa，Gt,1 = Gc,1 = Gt,2 = Gc,2 = Gt,3 = Gc,3 = 10N/mm。

考虑渐进损伤的复合材料夹芯结构的冲击响应如图4.37所示，考虑渐进损

伤之后接触力以及上下面板的挠度的计算结果要明显小于未考虑渐进损伤的。

在冲击完成后的自由振动过程中，上下面板的振动仍然是一致的。
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图 4.36 面板厚度不同情况下局部模型计算得到的冲击响应曲线：(a)接触力；(b)冲
击体的速度；(c)下面板中下点挠度；(d)上面板中下点挠度

图4.38和4.39分别给出了芯子和上下面板损伤变量随时间的累积过程，从

图中可知，芯子结构的损伤从靠近下面板（冲击载荷作用的面板）一侧的角

上起始，并向周边扩展，但只是集中在靠近下面板一侧。在低速冲击载荷作

用下，损伤主要出现在下面板上，纤维损伤只出现在接触区域附近，损伤主

要由基体裂纹和分层损伤贡献，且损伤的扩展受到了芯子结构的限制。

4.4 本章小结

基于修正后的非线性 Hertz接触律和渐进损伤模型，本章建立了加筋复合

材料层合结构和蜂窝夹芯结构的低速冲击响应分析和损伤预测方法。在该方

法中，加筋复合材料层合结构和蜂窝夹芯结构的瞬态响应分析模型是利用逐

层/实体元方法和 Newmark方法建立的，基于非线性 Hertz接触律与复合材料

结构的瞬态响应分析模型耦合计算冲击接触力，利用三维 Hashin准则和连续

损伤退化模型组成的渐进损伤模型进行冲击损伤起始和累积的预测。通过与

文献结果对比，验证了本文方法的正确性，并研究了冲击速度、冲击体半径

和加强筋厚度对加筋复合材料层合板结构冲击响应和损伤的影响。另外，利
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图 4.37 考虑渐进损伤复合材料夹芯结构的冲击响应：(a)接触力；(b)冲击体的速度；
(c)上下面板中心点的挠度
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图 4.38 芯子结构的损伤随时间的累积过程
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(a) (b) (c)
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图 4.39 复合材料夹芯结构上下面板损伤变量随时间的累积过程：(a)损伤变量 d1 (纤
维断裂)；(b)损伤变量 d2 (基体裂纹)；(c)损伤变量 d3 (分层)

用本文方法研究了加筋复合材料层合板结构的多次低能量冲击问题。对于复

合材料蜂窝夹芯结构，通过数值算例对比研究了全局模型和局部模型在低速

冲击问题中的应用情况。

1. 本文方法可以在没有任何加强筋简化和假设的情况下精确地计算层合板

和加强筋的位移和应变，结合渐进损伤模型可以精确地预测加筋复合材

料结构冲击损伤的起始和累积过程；

2. 如果不考虑复合材料结构的冲击损伤，除了二次冲击最大接触力之外，

等效冲击载荷的作用点在厚度方向上的位置对冲击响应几乎没有影响。

当考虑结构冲击损伤时，等效冲击载荷的作用点在厚度方向上的位置对

冲击响应具有显著影响。数值算例结果表明，为了得到合理准确的冲击

响应和损伤预测结果，本文方法中的等效冲击载荷应该作用在复合材料
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层合板的中性面上；

3. 因为纤维的拉伸强度很大，由纤维断裂和屈曲引起的损伤仅局限在冲击

接触区域，所以在中低速冲击载荷作用下复合材料加筋层合结构的主要

损伤是基体裂纹和层间分层。但是随着冲击能量的增加基体裂纹将向远

离接触点的区域扩展；

4. 在低速冲击载荷作用下，对于对称“井”字形加强复合材料层合板结构

来说有三个危险区域：a)冲击体和层合板的接触区域；b)刚度较弱方向

上加强筋的中间区域；c)刚度较强方向上层合板与加强筋连接区域。对

于平行加强复合材料层合板结构来说有两个个危险区域：a)冲击体和层

合板的接触区域；b)刚度较强方向上层合板与加强筋连接区域；

5. 复合材料结构在重复低能量冲击载荷作用下容易导致突然破坏，多次重

复低能量冲击的危害性往往要比单次大能量冲击更大；

6. 在进行复合材料夹芯结构的中低速冲击分析中，局部模型在大量减少计

算量的情况下，并没有损失分析精度，且能完全精确地得到了冲击初期

的局部效应；

7. 在冲击载荷作用过程中，复合材料夹芯结构上下面板的响应明显不同，

且冲击载荷作用面板的变形要远大于另一面板。然而，在冲击完成后的

自由振动过程中，上下面板的振动一致；

8. 复合材料夹芯结构在低速冲击载荷作用下，损伤主要出现在冲击载荷作

用的面板上，纤维损伤只出现在接触区域附近，损伤主要由基体裂纹和

分层损伤贡献，且损伤的扩展受到了芯子结构的限制。

由于计算冲击接触力的非线性 Hertz接触律是针对中低速的，所以本文方法只

能用于分析复合材料结构的中低速冲击问题。由于本文采用的是复合材料典

型损伤准则，所以并不能直接用于结构的宏观损伤分析问题。
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虽然在冲击载荷作用下面内基体裂纹和分层往往是同时存在的，但能够

同时精确模拟基体裂纹和分层损伤的传统分析方法和研究工作还不多。近年

扩展有限元方法被应用于复合材料层合结构损伤的模拟，但现有扩展有限元

方法对复合材料结构的基体裂纹和分层损伤也是分开独立研究的，且只能处

理穿透型基体裂纹。针对此问题，本章为含多层分层和多处基体裂纹复合材

料层合梁结构建立了一种扩展逐层理论，在该理论厚度方向上的位移假设模

式中引入弱不连续和强不连续函数，它们分别用来模拟层间界面导致的应变

不连续和分层损伤导致的位移不连续。因为厚度方向上位移插值点位于层合

结构上下表面和各单层的中面上，所以扩展逐层方法可以很方便地与 XFEM

结合模拟面内基体裂纹。扩展逐层理论拓展了扩展有限元方法在复合材料结

构损伤分析和预测问题上的应用范围。

5.1 位移假设模式

5.1.1 复合材料低速冲击损伤

前文的综述和研究工作已阐明，因为纤维的拉伸强度很大，有纤维断裂

和屈曲引起的损伤仅出现在冲击接触区域，所以在中低速冲击载荷作用下复

合材料层合结构的主要损伤是基体裂纹和层间分层。Joshi和 Sun [84]得到的复

合材料层合板中低速冲击作用下的损伤形式如图1.3所示。

虽然基于板壳单元的 XFEM已经单独地应用于复合材料结构的裂纹和分

层损伤问题，但只限于贯穿整个厚度的裂纹，且还没有利用 XFEM同时处理

含分层和基体裂纹损伤问题的研究工作。从图1.3中可知，复合材料层合结构

的典型低中速损伤是具有层特征的复杂三维裂纹，由于 XFEM直接处理这样

的复杂三维裂纹比较困难，所以我们可以利用合适的位移假设模式将复杂三

维裂纹转化为两个一维裂纹（对于板壳来说是两个二维裂纹），即基体裂纹和

分层损伤分开描述，如图5.1所示，图中假设各单层的基体裂纹垂直于中面。

现在已有大量的位移假设模式被应用于复合材料层合结构的分析问题 [7]，

如单层等效理论、三维弹性理论和多层方法等。对于诸如含分层和基体裂纹

之类的三维问题，单层等效理论往往无法满足精度要求，且无法得到各层的

三维应力场。逐层理论中的位移假设模式是基于各单层建立的，可以得到各
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数学层的高精确应力应变场，尤其是 Reddy [7]的位移全逐层理论，它与三维弹

性理论是等价的。因此，逐层理论非常适合与 XFEM结合来模拟复合材料层

合结构具有层特征的复杂三维裂纹。

90°

90°

90°

90°

0°

0°

0°

分层 基体裂纹

v

图 5.1 简化后的复合材料低速冲击损伤模式

5.1.2 厚度方向上的位移假设

为利用强间断函数来模拟由于分层损伤引起的位移不连续性，逐层理论

厚度方向上的位移插值点应该放置在层合结构上下表面和各数学层的中性面

上，同时这种位移插值点的布置方式也为基体裂纹的模拟提供了方便。因为

插值点之间存在位移连续而应变不连续的层间界面，为了在位移模式中模拟

这种由层间界面引起的应变不连续现象，需要另外再引入弱不连续函数。对

于含多层分层损伤复合材料层合梁，本文位移假设模式示意图如图5.2所示，

图中 h j 为第 j单层的厚度，z j 为第 j和 j−1单层之间界面在厚度方向上的坐

标，图左边的数值表示厚度方向上位移模式中的插值点的序号，图右边的数

值表示层间界面的序号。

根据以上假设，含多层分层损伤复合材料层合梁任意点 (y,z)处的位移为

uα(y,z, t) =
N+2

∑
k=1

ϕk(z)uαik(y, t)+
ND

∑
k=1

Ξk(z)uαlk(y, t)+
N

∑
k=1

Θk(z)uαrk(y, t) (5-1)

式中，α = 1,2表示 y和 z方向的分量；uαik、uαlk和uαrk分别为插值点位移自由

度、分层损伤引起位移不连续的附加自由度以及层间界面引起应变不连续的

附加自由度，k为厚度方向上位移模式中的插值点序号，下标 i、l和 r分别表示

标准自由度、分层的附加自由度和层间界面的附加自由度；ϕk 为沿复合材料

层合梁厚度方向上的线性拉格朗日插值函数，如图5.3(a)所示；Θk = ϕk(z)χk(z)

为用于模拟层间界面的弱不连续函数，如图5.3(b)所示，其中 χk(z)是一维符号

距离函数；Ξk = ϕk(z)Hk(z)为用于模拟分层损伤的强不连续函数，如图5.3(c)所
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图 5.2 含多层分层损伤复合材料层合梁位移模式

示，其中 Hk(z)是一维 Heaviside函数；N为复合材料层合梁数学层的层数，此

处数学层的概念已在第 2章中详细阐明。

从图5.2中可以看出，标准自由度和附件自由度的在厚度方向上的插值点

数量分别为 N +2和 N，另外，ND为由于分层而扩充的插值点的数量。

(a) (b) (c)
k节点
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图 5.3 厚度方向上位移假设模式中的插值函数：(a) ϕk；(b) Θk = ϕk(z)χk(z)；(c) Ξk =

ϕk(z)Hk(z).

沿复合材料层合梁厚度方向上的线性拉格朗日插值函数 ϕk 为

ϕk(z) =


φ1

k =− z̄k−1 − z
z̄k − z̄k−1

z̄k−1 ≤ z ≤ z̄k

φ2
k =− z− z̄k+1

z̄k+1 − z̄k
z̄k ≤ z ≤ z̄k+1

(5-2)

式中，z̄0 = z1, z̄1 =
z1 + z2

2
, · · · , z̄k =

zk + zk+1

2
, · · · z̄N =

zN + zN+1

2
, z̄N+1 = zN+1，zk的

定义见图5.2。
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用于模拟层间界面的弱不连续函数 Θk 为

Θk =



−φ1
k

z̄k−1 − z
z̄k−1 − zk−1

z̄k−1 ≤ z ≤ zk

−φ1
k

z− z̄k

z̄k − zk
zk ≤ z ≤ z̄k

−φ2
k

z̄k − z
z̄k − zk

z̄k ≤ z ≤ zk+1

−φ2
k

z− z̄k+1

z̄k+1 − zk+1
zk+1 ≤ z ≤ z̄k+1

(5-3)

用于模拟分层损伤的强不连续函数 Ξk 为

Ξk =



− z̄k−1 − z
z̄k−1 − zk−1

z̄k−1 ≤ z ≤ zk

0 zk ≤ z ≤ z̄k

0 z̄k ≤ z ≤ zk+1

z− z̄k+1

z̄k+1 − zk+1
zk+1 ≤ z ≤ z̄k+1

(5-4)

假设

Φik = ϕk(z), Φlk = Ξk(z), Φrk = Θk(z) (5-5)

则式 (5-1)可简化为

uα(y,z, t) = Φζ k(z)uαζ k(y, t), ζ = i, l, r (5-6)

式中利用了 Einstein求和约定，即，重复指标 k和 ζ 在取值范围内求和，见式

(5-1)。例如，当 ζ 取为 i时，k取 1到 N +2，但是当 ζ 取为 r时，k取 1到 N。

如果复合材料层合梁厚度方向上没有分层损伤，则位移模式中就没有强

不连续函数，式 (5-5)简化为

uα(y,z, t) = Φζ k(z)uαζ k(y, t), ζ = i, r (5-7)

在 Reddy的全逐层理论中 [7]，沿厚度方向上的一维线性拉格朗日插值函数

之类的逐层连续函数被用于构造复合材料层合结构的位移模式，且厚度方向

上的位移插值点位于层合结构上下表面和层间界面，保证了厚度方向上位移

的连续性和位移导数（应变）在层间界面上的不连续性。因此，本文提出的位

移假设模式可以看成是 Reddy全逐层理论的扩展。
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5.1.3 面内位移离散

为了在面内模拟基体裂纹，利用一维线性拉格朗日插值函数 ψm和一维不

连续扩充函数离散面内位移，基于该思想，含多层分层和基体裂纹复合材料

层合梁结构节点位移 (uαik)和附加自由度 (uαlk 和 uαrk)可以表示为

uαζ k(y, t) = ψm(y)Uαζ km(t)+Λs(y)Ūαζ ks(t) (5-8)

式中，m = 1, · · · ,NE为面内有限元节点数；s = 1, · · · ,NP
E 为由于基体裂纹而必须

扩充的面内有限元节点数；Ūαiks、Ūαlks和 Ūαrks为由于基体裂纹而引起的面内

扩充自由度；Λs = ψs(y)Hs(y)是用来模拟基体裂纹的强不连续扩充形函数，如

图5.4所示，其中 Hs(y)为 Heaviside函数。如果将扩展逐层理论应用于含多层分

层和基体裂复合材料层合板壳结构，那么式 (5-8)还必须包括基体裂纹的裂尖

扩充形函数，这个问题将在下一章中详细讨论。

1.0

0.5

0.5

1.0

j-1节点

j-1节点

j节点

j节点

图 5.4 形函数 Λs

如图1.3所示，基体裂纹的裂尖往往是位于层间界面上的。在扩展逐层理论

中，因为厚度方向上位移插值点放置在层合结构上下表面和各数学层的中性

面上，所以基体裂纹的裂尖是位于数学层中性面上的，如图5.5(a)和 (c)所示。

因此，扩展逐层理论中得基体裂纹在厚度方向上比实际基体裂纹要长 h j/2。如

果将裂尖附近的数学层分为两个子层，如图5.5(b)和 (d)所示，假设靠近基体

裂纹裂尖的子层的厚度为 h j/n，那么扩展逐层理论中得基体裂纹在厚度方向

上的长度比实际裂纹只长了 h j/2n，当 n很大时，这点差别可以忽略。

如果复合材料层合梁没有基体裂纹损伤，则面内位移离散中就没有扩充

自由度，上式简化为

uαζ k(y, t) = ψm(y)Uαζ km(t) (5-9)
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图 5.5 基体裂纹裂尖的位置

5.2 Hamilton原理和 Euler-Lagrange方程

将厚度方向上的位移模式 (式 (5-6))代入应变 -位移关系中

ε11 = Φζ ku1ζ k,y

ε12 = Φζ k,zu1ζ k +Φζ ku2ζ k,y

ε22 = Φζ k,zu2ζ k

(5-10)

利用 Hamilton原理可以建立含多层分层和基体裂复合材料层合梁结构的

运动方程，从式 (5-10)中可以得到应变的一阶变分，则虚应变能为

δU =

ˆ
L

ˆ H/2

−H/2
(σ11δε11 +σ22δε22 +σ12δγ12)dzdy

=

ˆ
L

(
Ny

ζ kδu1ζ k,y +Qyz
ζ kδu1ζ k +Nyz

ζ kδu2ζ k,y +Qzz
ζ kδu2ζ k

)
dy

(5-11)

式中， (
Ny

ζ k,N
yz
ζ k

)
=

ˆ H/2

−H/2
(σ11,σ12)Φζ kdz,

(
Qyz

ζ k,Q
zz
ζ k

)
=

ˆ H/2

−H/2
(σ12,σ22)Φζ k,zdz

(5-12)

外力虚功为

δV =

ˆ
L
[qb(y, t)δu2(y,−H/2, t)+qt(y, t)δu2(y,H/2, t)]dy

=

ˆ
L

(
qbδuN+1

2 +qtδu0
2
)

dy
(5-13)
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式中，qb(y, t)和 qt(y, t)分别为复合材料层合梁下表面 (z =−H/2)和上表面 (z =

H/2)的分布外载荷；H 为复合材料层合梁的厚度。

虚动能为

δM =

ˆ
L

ˆ H/2

−H/2
ρ0 (u̇1δ u̇1 + u̇2δ u̇2)dzdy

=

ˆ
L

ˆ H/2

−H/2
ρ0
(
Φζ kΦηeu̇1ηeδ u̇1ζ k +Φζ kΦηeu̇2ηeδ u̇2ζ k

)
dzdy

=

ˆ
L

(
Iζηkeu̇1ηeδ u̇1ζ k + Iζηkeu̇2ηeδ u̇2ζ k

)
dy

(5-14)

式中

Iζηke =

ˆ H/2

−H/2
ρ0Φζ kΦηedz (5-15)

将式 (5-11)、(5-13)和 (5-14)代入 Hamilton原理，并分部积分，则有
ˆ T

0
(δU −δV −δM)dt =

ˆ T

0

[
Ny

ζ kδu1ζ k

∣∣∣
Γσ

+ Nyz
ζ kδu2ζ k

∣∣∣
Γσ

−
ˆ

L

(
Ny

ζ k,yδu1ζ k −Qyz
ζ kδu1ζ k +

Nyz
ζ k,yδu2ζ k −Qzz

ζ kδu2ζ k

)
dy+

ˆ
L

(
Iζηkeü1ηeδu1ζ k + Iζηkeü2ηeδu2ζ k

)
dy−

ˆ
L

(
qbδuN+1

2 +qtδu0
2
)

dy
]

dt = 0

(5-16)

根据 Hamilton原理可得含多层分层和基体裂复合材料层合梁结构的 Euler-

Lagrange方程，该方程组有 2 [(N +2)+N +ND]个方程和未知量

δu1ζ k :Ny
ζ k,y −Qyz

ζ k = Iζηkeü1ηe

δu2ζ k :Nyz
ζ k,y −Qzz

ζ k +qbδ N+1
k +qtδ 0

k = Iζηkeü2ηe

(5-17)

自然边界条件为

δu1ζ k : Ny
ζ k

∣∣∣
Γσ

= 0

δu2ζ k : Nyz
ζ k

∣∣∣
Γσ

= 0
(5-18)
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5.3 复合材料层合梁的本构方程

对于梁问题来说，正应力 σ22以及剪应力 σ21和 σ23可以不考虑，则式 (2-14)

中的三维本构关系可以简化为二维
σ11

σ22

σ12


(µ)

=


C̄11 C̄13 0

C̄13 C̄33 0

0 0 C̄44


(µ)

ε11

ε22

ε12


(µ)

(5-19)

式中
C̄11 C̄13 0

C̄13 C̄33 0

0 0 C̄44


(µ)

=


C11 C13 0

C13 C33 0

0 0 C55


(µ)

−


C12 0 C16

C23 0 C36

0 C45 0


(µ)


C22 0 C26

0 C44 0

C26 0 C66


(µ)

−1
C12 C23 0

0 0 C45

C16 C36 0


(µ)

(5-20)

将式 (5-20)代入式 (5-12)，复合材料层合梁扩展逐层理论中的合内力和力

矩为

Ny
ζ k =

ˆ H/2

−H/2

(
C̄11ε11 +C̄13ε22

)
Φζ kdz = A1

11ζηkeu1ηe,y +A2
13ζηkeu2ηe

Qyz
ζ k =

ˆ H/2

−H/2

(
C̄44ε12

)
Φζ k,zdz = A4

44ζηkeu1ηe +A3
44ζηkeu2ηe,y

Nyz
ζ k =

ˆ H/2

−H/2

(
C̄44ε12

)
Φζ kdz = A2

44ζηkeu1ηe +A1
44ζηkeu2ηe,y

Qzz
ζ k =

ˆ H/2

−H/2

(
C̄13ε11 +C̄33ε22

)
Φζ k,zdz = A3

13ζηkeu1ηe,y +A4
33ζηkeu2ηe

(5-21)
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式中，等效刚度系数 A1
pqζηke, A2

pqζηke, A3
pqζηke和 A4

pqζηke为

A1
pqζηke =

ˆ H/2

−H/2
Φζ kC̄pqΦηedz,

A2
pqζηke =

ˆ H/2

−H/2
Φζ k,zC̄pqΦηedz,

A3
pqζηke =

ˆ H/2

−H/2
Φζ kC̄pqΦηe,zdz,

A4
pqζηke =

ˆ H/2

−H/2
Φζ k,zC̄pqΦηe,zdz,

p,q = 1,3,4 (5-22)

上式中刚度系数沿厚度的积分结果见附录 A2。

5.4 控制方程

5.4.1 含多层分层复合材料层合梁的控制方程

将式 (5-9)代入式 (5-16)，对于静力问题来说，含多层分层损伤复合材料层

合梁结构的有限元控制方程为

KKKζηkemnUUUηen = FFFζ km (5-23)

式中，m,n = 1, · · · ,NE；KKKζηkemn为单元刚度矩阵

KKKζηkemn =

 ψm,yA1
11ζηkeψn,y +ψmA4

44ζηkeψn

ψm,yA2
44ζηkeψn +ψmA3

13ζηkeψn,y

ψm,yA2
13ζηkeψn +ψmA3

44ζηkeψn,y

ψm,yA1
44ζηkeψn,y +ψmA4

33ζηkeψn


(5-24)

从式 (5-24)中可以看出，扩展逐层理论中，含多层分层损伤复合材料层合

梁结构的刚度矩阵与 Reddy的逐层理论 [169] 中的单元刚度矩阵具有相同的形

式，但是式 (5-22)中的等效刚度系数与 Reddy逐层理论中的不同。

5.4.2 含多层分层和多处基体裂纹复合材料层合梁的控制方程

对于含多层分层和多处基体裂纹复合材料层合梁的静力问题来说，将式

(5-8)代入式 (5-16)可得到有限元控制方程为

KKKζηkeκιUUUηeι = FFFζ kκ (5-25)
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式中，κ = m,s; ι = n,g；m,n = 1,2, · · ·NE；s,g = 1, · · ·NP
E；KKKζηkeκι 为单元刚度矩

阵，它的子矩阵为

KKKζηkemg =

 ψm,yA1
11ζηkeΛg,y +ψmA4

44ζηkeΛg

ψm,yA2
44ζηkeΛg +ψmA3

13ζηkeΛg,y

ψm,yA2
13ζηkeΛg +ψmA3

44ζηkeΛg,y

ψm,yA1
44ζηkeΛg,y +ψmA4

33ζηkeΛg


(5-26)

KKKζηkesn =

 Λs,yA1
11ζηkeψn,y +ΛsA4

44ζηkeψn

Λs,yA2
44ζηkeψn +ΛsA3

13ζηkeψn,y

Λs,yA2
13ζηkeψn +ΛsA3

44ζηkeψn,y

Λs,yA1
44ζηkeψn,y +ΛsA4

33ζηkeψn


(5-27)

KKKζηkesg =

 Λs,yA1
11ζηkeΛg,y +ΛsA4

44ζηkeΛg

Λs,yA2
44ζηkeΛg +ΛsA3

13ζηkeΛg,y

Λs,yA2
13ζηkeΛg +ΛsA3

44ζηkeΛg,y

Λs,yA1
44ζηkeΛg,y +ΛsA4

33ζηkeΛg


(5-28)

对于含多层分层和基体裂纹损伤复合材料层合梁结构来说，从式 (5-26-

5-28) 中可以看出，扩展逐层理论中的单元刚度矩阵由四个子矩阵组成，其

中 KKKζηkemn 和 KKKζηkesg 分别为标准自由度和扩充自由度的刚度矩阵，KKKζηkemg 和

KKKζηkesn 为标准自由度和扩充自由度的耦合刚度矩阵。四个子矩阵的形式都与

Reddy逐层理论中的相同 [169]。

5.5 数值算例

5.5.1 无损伤复合材料层合梁

本算例以无损伤复合材料层合梁为研究对象，因为没有用于模拟分层和

基体裂纹的扩充自由度uαlk，所以式 (5-23)中的指标 ζ 和 η 取 i和 r，而指标 k

和 e的取值取决于指标 ζ，见式 (5-1)。

无损伤复合材料层合梁结构的几何尺寸、载荷以及边界条件如图5.6所示，

图中考虑了两种不同的边界条件：一端固支 (CF)；两端固支 (CC)。
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(a)  CF (b)  CC

40 m

1

2 m

F =1N

F =1N

z

y

图 5.6 无损伤复合材料层合梁：(a)一端固支 (CF)；(b)两端固支 (CC).

首先利用各向同性材料梁来验证扩展逐层方法分析无损伤梁结构的正确

性，该各向同性梁在分析时分为 4 层，各层的材料性能参数为：E = 40GPa，

v = 0.3。表5.1和图5.7分别比较了扩展逐层方法和 Reddy逐层理论分析得到的

各向同性梁最大位移和变形云图，从表中可以看出，对于无损伤梁结构来说，

扩展逐层方法的分析结果是精确可靠的，与 Reddy逐层理论的结果吻合很好。

另外，扩展逐层方法的位移分析结果要稍大于 Reddy逐层理论的分析结果，主

要原因是在数学层数相同的情况下扩展逐层方法在厚度方向上的位移插值点

要比 Reddy逐层理论的多。

表 5.1 扩展逐层方法和 Reddy逐层理论分析得到的各向同性梁最大位移

节点数

CF CC
u1 (10−5 m) u2 (10−4 m) u1 (10−7 m) u2 (10−5 m)

LW XLWM LW XLWM LW XLWM LW XLWM
5 3.00185 3.00242 7.56014 7.56158 0.85294 0.85303 0.13899 0.39000
9 3.00167 3.00215 7.92479 7.92601 9.42912 9.44562 1.05667 1.05801
17 3.00145 3.00181 8.00036 8.00103 9.41905 9.43285 1.25029 1.25161
33 3.00206 3.00251 8.01092 8.01142 9.39910 9.40742 1.27789 1.27907

本算例中扩展逐层方法也用来研究无损伤各向异性梁结构，该复合材料

层合梁有 6层，其几何尺寸、载荷以及边界条件如图5.6所示，所有单层都具

有相同的厚度和材料性能，材料性能为：E11 = 181GPa，E22 = E33 = 10.3GPa，

G12 = G13 = 7.17GPa，G23 = 6.21GPa，G12 = 0.28，G13 = 0.02，G23 = 0.40。

表5.2比较了扩展逐层方法和 Reddy逐层理论分析得到的不同铺层方式复

合材料层合梁的最大位移，从表中的对比结果可以看出，对于无损伤复合材

料层合梁结构，扩展逐层方法的分析结果是精确可靠的。
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图 5.7 扩展逐层方法和 Reddy逐层理论分析得到的各向同性梁位移云图：(a) CF; (b)
CC.

表 5.2 扩展逐层方法和 Reddy逐层理论分析得到的复合材料层合梁最大位移

CF CC
u1 (10−6 m) u2 (10−4 m) u1 (10−7 m) u2 (10−6 m)

LW XLWM LW XLWM LW XLWM LW XLWM
[0]6 6.67219 6.67878 1.8024 1.8030 2.1325 2.1399 3.6426 3.6584

[0/90/0]s 8.8110 8.8174 2.3741 2.3749 2.7765 2.7867 4.5300 4.5498
[0/0/90]s 6.9114 6.9180 1.8686 1.8693 2.2110 2.2189 3.7971 3.8127
[90/0/0]s 19.839 19.848 5.3027 5.3043 6.3762 6.3980 9.3776 9.4177
[0/90/90]s 9.2331 9.2392 2.4894 2.4902 2.9010 2.9207 4.7532 4.7736
[90/90/0]s 72.325 72.328 19.296 19.299 22.779 22.818 31.195 31.257
[90/0/90]s 22.123 22.133 5.9145 5.9163 7.0925 7.1161 1.0396 1.0440

5.5.2 含多层分层复合材料层合梁

本算例中的研究对象是含多层分层损伤复合材料层合梁结构，几何尺寸、

载荷、边界条件、有限元网格以及分层尺寸和位置如图5.8所示，图中考虑了

两种不同的边界条件：一端固支 (CF)；两端固支 (CC)。考虑了三种不同铺层

方式：[0]8、[0/90/0/90]s和 [90/0/90/0]s，各单层的材料性能为：E11 = 181GPa，

E22 = E33 = 10.3GPa，G12 = G13 = 7.17GPa，G23 = 6.21GPa，G12 = 0.28，G13 =
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0.02，G23 = 0.40。

为了验证扩展逐层方法在含多层分层损伤复合材料层合梁分析问题上的

正确性，利用MSC.Nastran中的 Hex8实体元建立了该问题的三维有限元模型，

模型中用层间界面上的位置重复节点来模拟分层损伤，两种分析方法在梁长

度方向和厚度方向上的节点数量和分布是相同的。分层损伤在厚度方向上的

位置可以表示为 [θ/θ/θ/θ/∩/θ/θ/θ/θ ]，其中 θ 为铺层角，∩表示分层损伤。

(a) CF

(b) CC

F =1N

40 m

1

2 m

F =1N

10 m

79节点

101节点

11节点

131节点

图 5.8 含分层损伤复合材料层合梁结构：(a) CF; (b) CC.

表5.3和表5.4对比了扩展逐层理论和三维有限元模型分析得到的含分层损

伤复合材料层合梁的最大位移，一端固支层合梁的分层损伤位于自由端，而

两端固支层合梁的分层损伤位于中间，表中扩展逐层方法所在列括号里为 2

节点单元分析结果，其它的为 3节点单元分析结果。从表5.3和表5.4可以看出，

随着节点数从 79增加到 101，位移的最大值的增加小于 1%。对于不同的单元

形式，位移最大值都收敛，但 3节点单元的收敛速度要大于 2节点单元。扩展

逐层方法计算得到的含分层损伤复合材料层合梁的位移云图如图5.9所示，图

中层合梁的铺层方式为 [0]8。

图5.10对比了扩展逐层方法和三维有限元模型分析得到的含分层损伤的复

合材料层合梁应力 σ11和 σ12的云图，层合梁的下表面作用单位均布压力，其

几何尺寸、载荷、边界条件以及有限元离散与上个算例中的一样。从图5.10中

可以看出，扩展逐层方法计算得到的应力最大值和应力云图与三维有限元模
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表 5.3 扩展逐层方法和三维有限元模型分析得到的含多层分层损伤的复合材料层合

梁最大位移 (CF)

铺层方式 节点数
u1 (10−5 m) u2 (10−4 m)

MSC XLWM MSC XLWM

[0]8

79 8.25315 8.28552 2.07623 2.08307
(8.23609) (2.07139)

101 8.25848 8.29079 2.07725 2.08383
(8.25698) (2.07076)

[0/90/0/90]s

79 1.21638 1.22722 3.13409 3.16742
(1.21660) (3.14017)

101 1.21695 1.22829 3.13544 3.17020
(1.22157) (3.15293)

[90/0/90/0]s

79 2.29316 2.31304 5.59327 5.61992
(2.28079) (5.54563)

101 2.29477 2.31551 5.59542 5.62149
(2.29282) (5.57115)

表 5.4 扩展逐层方法和三维有限元模型分析得到的含多层分层损伤的复合材料层合

梁最大位移 (CC)

铺层方式 节点数
u1 (10−7 m) u2 (10−6 m)

MSC XLWM MSC XLWM

[0]8

111 2.13887 2.15082 4.34984 4.36381
(2.14684) (4.38274)

131 2.13905 2.15117 4.36242 4.36740
(2.14814) (4.39888)

[0/90/0/90]s

111 2.97151 2.99313 6.22773 6.29975
(2.98571) (6.29328)

131 2.97165 2.99440 6.24240 6.29376
(2.98803) (6.32132)

[90/0/90/0]s

111 6.00012 6.05247 10.0818 10.2310
(6.02489) (10.2004)

131 6.00068 6.05462 10.0978 10.2329
(6.02521) (10.2025)
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图 5.9 扩展逐层方法计算得到的含分层损伤的复合材料层合梁位移云图 [0]8：(a) CC;
(b) CF.

型分析得到的吻合很好，应力 σ12 在分层前缘和边界处形成了严重的应力集

中。

(a) (b)
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图 5.10 扩展逐层方法和三维有限元模型分析得到的含分层损伤复合材料层合梁

([0/90/0/90]s)的应力云图：(a) XLWM；(b) 3D有限元

分层损伤在厚度方向上的位置对复合材料层合梁结构的变形和最大位移

的影响分别如图5.11和图5.12所示，分层损伤在厚度方向上的位置由第 1界面

(第 1层和第 2层之间的界面)变化到第 7界面 (第 7层和第 8层之间的界面)，

图中 u(1)1 和 u(1)2 为第 1界面上的最大位移，图5.11中复合材料层合梁的铺层方

式为 [0/90/0/90]s。从图5.11和5.12中可以看出，随着分层损伤越靠近层合梁载

荷作用的表面，分层区域的局部变形越明显。对于最大位移对分层损伤在厚

度方向上位置的敏感程度来说，铺层方式为 [90/90/90/0]s 的层合梁比铺层方

式为 [0]8和 [0/90/0/90]s的层合梁更敏感。

分层损伤尺寸对复合材料层合梁结构的变形和最大位移的影响分别如
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图 5.11 分层损伤在厚度方向上的位置对复合材料层合梁结构 ([0/90/0/90]s)变形的
影响：(a) CF；和 (b) CC
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图 5.12 分层损伤在厚度方向上的位置对复合材料层合梁结构最大位移的影响：(a)
位移 u1；(b)位移 u2

图5.13和图5.14所示，分层损伤的尺寸由 0mm变化到 10mm，图中 u(10)
1 和 u(10)

2

是分层尺寸为 10mm时复合材料层合梁的最大位移，图5.13中复合材料层合梁

的铺层方式为 [0/90/0/90]s。从图5.11和图5.12中可以看出，层合梁分层区域的

局部变形随着分层损伤尺寸的增加而增加，层合梁的最大位移随着分层损伤

尺寸的增加而显著增加。随着分层损伤越靠近层合梁载荷作用的表面，分层

损伤尺寸对最大位移的影响越显著。当分层损伤位于第 2层和第 3层之间时，

铺层方式为 [90/90/90/0]s和 [0/90/0/90]s的层合梁的最大位移对分层损伤尺寸

的敏感程度要比铺层方式为 [0]8的层合梁高。当分层损伤越靠近层合梁载荷作

用表面的反面时，铺层方式为 [0]8的层合梁的最大位移对分层损伤尺寸的敏感
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程度要比铺层方式为 [90/90/90/0]s和 [0/90/0/90]s的层合梁高。当分层损伤位

于第 4层和第 5层之间时，三种铺层方式的层合梁中，铺层方式为 [0/90/0/90]s

的层合梁的最大位移对分层损伤尺寸最敏感。然而，当分层损伤位于第 6层

和第 7层之间时，铺层方式为 [90/90/90/0]s 的层合梁的最大位移对分层损伤

尺寸最敏感。
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图 5.13 分层损伤尺寸对复合材料层合梁结构变形的影响：(a)分层位移第 2和第 3
层之间；(b)分层位移第 4和第 5层之间；

本算例还利用扩展逐层理论研究了含多层分层复合材料层合梁问题，在

分层区域分层损伤可表示为 [θ/θ/∩ /θ/θ/∩ /θ/θ/∩ /θ/θ ]，层合梁的铺层方

式为 [0/90/0/90]s。含多层分层损伤两端固支和一端固支复合材料层合梁结构

的变形云图分别如图5.15图5.16所示，从图中可以看出扩展逐层理论能够很好

地分析含多层分层复合材料层合梁问题。

5.5.3 含多处基体裂纹复合材料层合梁

本算例以含多处基体裂纹复合材料层合梁为研究对象，因为没有用于模

拟分层的附加自由度uαlk，所以式 (5-25)中的指标 ζ 和 η 取 i和 r，而指标 k和

e的取值取决于指标 ζ，见式 (5-1)。

为了验证扩展逐层方法在含多处基体裂纹损伤复合材料层合梁分析问题

上的正确性，利用 MSC.Nastran中的 Hex8实体元建立了含多处基体裂纹各向
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图 5.14 分层损伤尺寸对复合材料层合梁结构最大位移的影响：(a)分层位移第 2和
第 3层之间；(b)分层位移第 4和第 5层之间；(c)分层位移第 6和第 7层之间

同性梁的三维有限元模型，模型中用裂纹面的重复节点来模拟基体裂纹损伤，

两种分析方法在梁长度方向和厚度方向上的节点数量和分布是相同的。

含多处基体裂纹复合材料梁的几何尺寸、载荷以及边界条件如图5.17所以，

图中考虑了一端固支 (CF)和两端固支 (CC)两种边界条件以及四种不同的基体

裂纹深度。图5.17中的 θ 表示基体裂纹的裂尖位于该层的中面上，θθθ 表示基体

裂纹穿过了该层。各向同性梁的材料性能为：E = 52GPa，v = 0.3。

表5.5对比了扩展逐层方法和三维有限元模型分析得到的含基体裂纹损伤

各向同性梁的最大位移，在分析过程中该梁在厚度方向上被等厚度地分为 8
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图 5.15 含多层分层损伤两端固支复合材料层合梁结构 ([0/90/0/90]s) 的变形云图：
(a)非对称载荷工况；(b)对称载荷工况
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图 5.16 含多层分层损伤以端固支复合材料层合梁结构 ([0/90/0/90]s) 的变形云图：
(a)非对称载荷工况；(b)对称载荷工况

层，从表中可以看出扩展逐层方法的分析结果与三维有限元结果吻合很好。含

基体裂纹损伤的各向同性梁的变形云图 (四种基体裂纹深度)如图5.18所示，图

中云图为位移 u2。

含基体裂纹损伤复合材料层合梁的几何尺寸、载荷以及边界条件如图5.17所

示，所有单层具有相同的厚度和材料性能：E11 = 181GPa，E22 = E33 = 10.3GPa，

G12 = G13 = 7.17GPa，G23 = 6.21GPa，G12 = 0.28，G13 = 0.02，G23 = 0.40。对于

三种不同的铺层方式，基体裂纹尺寸对复合材料层合梁结构最大位移的影响
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图 5.17 含基体裂纹复合材料层合梁：(a)一端固支 (CF)；(b)两端固支 (CC)

表 5.5 扩展逐层方法和三维有限元模型分析得到的含基体裂纹损伤各向同性梁最大

位移

节点

一端固支 (CF) 两端固支 (CC)
u1 (10−5 m) u2 (10−3 m) u1 (10−6 m) u2 (10−5 m)

3D解 XLWM 3D解 XLWM 3D解 XLWM 3D解 XLWM
无裂纹 114 4.5535 1.2127 1.42218 1.9438

172 4.6161 4.5920 1.2296 1.2234 1.4404 1.4345 1.9676 1.9611
情况 1 114 4.6375 1.2261 1.4779 2.0335

172 4.7026 4.6741 1.2437 1.2368 1.4992 1.4901 2.0642 2.0512
情况 2 114 4.8421 1.2543 1.5986 2.1947

172 4.9167 4.8799 1.2731 1.2651 1.6252 1.6117 2.2328 2.2138
情况 3 114 5.2577 1.3085 1.8174 2.4519

172 5.3474 5.2980 1.3291 1.3197 1.8507 1.8318 2.4977 2.4734
情况 4 114 6.1326 1.4165 2.1817 2.8204

172 6.2579 6.1785 1.4413 1.4284 2.2242 2.1987 2.8761 2.8451
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情况 3 情况 4

图 5.18 含基体裂纹损伤各向同性梁的变形云图 (四种基体裂纹深度)

133



第 5章 复合材料层合梁结构的扩展逐层理论

如图5.19所示，图中基体裂纹的裂尖从第 2层中性面变化到第 7层中性面，从

图中可以看出，一端固支和两端固支含基体裂纹损伤复合材料层合梁的最大

位移都随裂纹尺寸的增加而增加，一端固支含基体裂纹损伤复合材料层合梁

的最大位移都随裂纹尺寸增加而增加的速度越来越快，而两端固支边界情况

则刚好相反。
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图 5.19 基体裂纹尺寸对复合材料层合梁结构最大位移的影响：(a)位移 u1；(b)位移
u2

本算例还基于扩展逐层方法研究了含多处基体裂纹复合材料层合梁问题，

其几何尺寸、载荷以及边界条件如图5.20所示，铺层方式为 [90/0/90/0]s，考虑

了三种工况：情况 1：[θ/θ/θ/θ/θ/θ/θθθ/θθθ ]；情况 2：[θ/θ/θ/θ/θθθ/θθθ/θθθ/θθθ ]和情

况 3[θ/θ/θθθ/θθθ/θθθ/θθθ/θθθ/θθθ ]。含多处基体裂纹复合材料层合梁 ([90/0/90/0]s)的变

形云图如图5.21所示。.

(a) CF (b) CC

z

y

情况 1: [θ/θ/θ/θ/θ/θ/θ/θ/] 情况 2: [θ/θ/θ/θ/θ/θ/θ/θ] 情况 3: [θ/θ/θ/θ/θ/θ/θ/θ]
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20.2 m

图 5.20 含多处基体裂纹复合材料层合梁：(a)一端固支 (CF)；(b)两端固支 (CC)

5.5.4 含多层分层和多处基体裂纹复合材料层合梁

本算例以含多层分层和多处基体裂纹复合材料层合梁为研究对象，首先

利用含分层和基体裂纹各向同性梁来验证扩展逐层方法的正确性，其几何尺

寸、载荷以及边界条件如图5.22所示，并考虑了一端固支 (CF)和两端固支 (CC)
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图 5.21 含多处基体裂纹复合材料层合梁 ([90/0/90/0]s) 的变形云图：(a) 一端固支
(CF)；(b)两端固支 (CC)
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图 5.22 含分层和基体裂纹复合材料层合梁：(a)三种不同的损伤情况；(b) CF和 CC
的载荷情况
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两种边界条件，在分析过程中该梁结构在厚度方向上被等厚度地分为 8层，材

料性能为：E = 52GPa，v = 0.3。并考虑了三种情况，情况 1，基体裂纹与分

层损伤相互独立，即 [θ/θ/θ/θ/∩ /θ/θ/θθθ/θθθ ]；情况 2，基体裂纹与分层损伤

刚好相交，即 [θ/θ/θ/θ/∩/θθθ/θθθ/θθθ/θθθ ]；情况 3，基体裂纹穿过了分层损伤，即

[θ/θ/θθθ/θθθ/∩/θθθ/θθθ/θθθ/θθθ ]。

表 5.6 扩展逐层方法和三维有限元模型分析得到的含分层和基体裂纹损伤的复合材

料层合梁最大位移

节点

一端固支 (CF) 两端固支 (CC)
u1/(10−4 m) u2/(10−3 m) u1/(10−6 m) u2/(10−5 m)

3D解 XLWM 3D解 XLWM 3D解 XLWM 3D解 XLWM
情况 1 114 0.5243 1.3256 2.2433 3.3437

172 0.5361 0.5281 1.3510 1.3370 2.3524 2.2682 3.4682 3.3937
情况 2 114 1.7834 2.9452 5.3833 5.6659

172 1.8297 1.8245 3.0192 3.0063 5.5085 5.4678 5.8150 5.7832
情况 3 114 2.6996 3.9651 5.4195 5.6766

172 2.8407 2.7427 4.1443 4.0287 5.5400 5.4992 5.8287 5.7924

基于 MSC.Nastran的 Hex8实体元建立了含分层和基体裂纹各向同性梁的

三维有限元模型，表5.6对比了扩展逐层方法和三维有限元模型分析得到的含

分层和基体裂纹损伤的复合材料层合梁最大位移，扩展逐层方法分析得到的

变形云图如图5.23所示。从表5.6中可以看出，随着节点数从 79增加到 101，位

移的最大值的增加小于 2%，收敛速度要小于含分层裂纹各向同性梁。对于不

同的边界条件，位移最大值都收敛，但一端固支的收敛速度要大于两端固支。

扩展逐层方法计算得到的最大位移与三维有限元模型的分析结果吻合很好，

但由于没有考虑接触条件，所以从图5.23中可以看出明显的材料相互嵌入的不

合理现象。

图5.24对比了扩展逐层方法和三维有限元模型分析得到的含分层和基体裂

纹损伤复合材料层合梁应力 σ11 和 σ12，层合梁的下表面作用单位均布压力，

其几何尺寸、载荷、边界条件以及有限元离散与上个算例中的一样。从图5.10

中可以看出，扩展逐层方法计算得到的应力最大值和应力云图与三维有限元

模型分析得到的吻合很好，应力 σ12在分层前缘、基体裂纹以及边界附近处形

成了严重的应力集中，而应力 σ22 只在基体裂纹附近处形成了严重的应力集

中。

为了验证扩展逐层方法分析复杂损伤形式的优势，本算例最后研究了含
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图 5.23 含分层和基体裂纹损伤复合材料层合梁的变形云图：(a)位移 u1(CC)；(b)位
移 u2(CC)
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图 5.24 扩展逐层方法和三维有限元模型分析得到的含分层和基体裂纹损伤复合材

料层合梁的应力云图：(a) XLWM；(b) 3D有限元

多层分层和多处基体裂纹损伤复合材料层合梁问题，该层合梁的铺层方式

为 [0/90/0/90]s，所有单层具有相同的厚度和材料性能：E11 = 181GPa，E22 =

E33 = 10.3GPa，G12 = G13 = 7.17GPa，G23 = 6.21GPa，G12 = 0.28，G13 = 0.02，

G23 = 0.40。含多层分层和多处基体裂纹损伤复合材料层合梁的位移云图如

图5.25所示，在图5.25(a) 和 (b) 中，基体裂纹和分层损伤可表示为 [θ/θ/θθθ/∩
/θθθ/θθθ/θθθ/∩/θθθ/θθθ ]。在图5.25(c)中，横截面 I和 III上基体裂纹和分层损伤可表

示为 [θ/θ/θ/∩ /θ/θ/θ/∩ /θ/θ ]，横截面 II 上基体裂纹和分层损伤可表示为

[θ/θ/θθθ/∩/θθθ/θθθ/∩/θθθ/θθθ/θθθ ]。在图5.25(c)中，横截面 I和 III上基体裂纹和分层

损伤可表示为 [θ/θ/θ/∩/θ/θ/∩/θθθ/θθθ/θθθ ]，横截面 II上基体裂纹和分层损伤可

表示为 [θ/θ/θθθ/∩/θθθ/θθθ/θθθ/∩/θθθ/θθθ ]。从图5.25中可以看出，扩展逐层方法能够
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很好地模拟含多层分层和多处基体裂纹损伤复合材料层合梁问题。另外，四

种含多层分层和多处基体裂纹损伤复合材料层合梁的应力云图如图5.26所示。
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图 5.25 含多层分层和多处基体裂纹损伤复合材料层合梁 ([0/90/0/90]s)的位移云图

5.6 本章小结

本章基于逐层理论和 XFEM，为含多层分层和多处基体裂纹复合材料层合

梁结构建立了一种扩展逐层方法。首先，在厚度方向上的位移假设模式中引

入一维强不连续和弱不连续函数来模拟分层损伤和层间界面，然后在位移的

面内离散中引入间断函数来模拟基体裂纹损伤。因此，扩展逐层方法不仅能
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图 5.26 含多层分层和多处基体裂纹损伤复合材料层合梁 ([0/90/0/90]s)的应力云图
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同时精确描述复合材料层合梁结构中的多层分层和多处基体裂纹损伤，还能

精确分析基体裂纹裂尖和分层前缘应力场。由于真实的复合材料分层和基体

裂纹损伤形态是十分复杂，本文方法是建立在对实际损伤进行抽象等效的基

础之上，所以不能完全真实地描述复合材料分层和基体裂纹损伤。

通过大量数值算例验证了扩展逐层方法在分析无损伤、含分层和/或基体

裂纹损伤复合材料层合梁结构问题的正确性，且扩展逐层方法的分析结果与

Reddy的逐层理论以及三维有限元方法的分析结果吻合很好。如果在分析过程

中，考虑分层面和基体裂纹面的接触条件，并结合虚拟裂纹闭合技术 (Virtual

Crack Closure Technique, VCCT)，扩展逐层方法可以很方便地应用于复合材料

层合梁结构的低速冲击损伤预测问题。

另外，本章基于扩展逐层方法研究了分层损伤尺寸和位置对复合材料层

合梁结构最大位移的影响，以及基体裂纹长度对复合材料层合梁结构最大位

移的影响。
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第 6章 复合材料层合板结构的扩展逐层方法

本章将复合材料层合梁结构的扩展逐层理论推广应用到含多层分层和多

处基体裂纹复合材料层合板问题上，结合各向同性和各向异性材料的裂纹尖

端扩充函数，分别建立了各向同性材料板和复合材料层合板的扩展逐层理论。

该理论能同时精确描述层间分层和基体裂纹，进而精确分析层间分层前缘和

基体裂纹尖端的位移场和应力场。

6.1 位移场

6.1.1 位移假设模式

含多层分层损伤复合材料层合板位移模式如图6.1所示。与第 5章提出的

含多层分层损伤复合材料层合梁的位移假设模式类似，含多层分层损伤复合

材料层合板任意点 (x,y,z)的位移为

uα(x,y,z, t) =
N+2

∑
k=1

ϕk(z)uαik(x,y, t)+
ND

∑
k=1

Ξk(z)uαlk(x,y, t)+
N

∑
k=1

Θk(z)uαrk(x,y, t) (6-1)

式中，α = 1, 2, 3表示三个方向上的分量；下标 i、l和 r分别表示标准自由度、

分层的附加自由度和层间界面的附加自由度；其它符号的意义见第 5章的第 1

节。

根据式 (5-5)的定义，式 (6-1)可简化为

uα(x,y,z, t) = Φζ k(z)uαζ k(x,y, t), ζ = i, l, r (6-2)

如果复合材料层合板厚度方向无分层损伤，则位移模式简化为

uα(x,y,z, t) = Φζ k(z)uαζ k(x,y, t), ζ = i, r (6-3)

若在 x− y 平面内有基体裂纹存在，则需要引入扩充自由度来描述裂纹，

位移在面内可基于扩展有限元方法离散为

uαζ k(x,y, t) = ψm(x,y)Ũαζ km(t)+Λs(x,y)Ūαζ ks(t)+Πhb(x,y)Ûαζ khb(t) (6-4)

式中，m = 1, · · · ,NE，NE为面内节点数量；s = 1, · · · ,NP
E，NP

E 为由于裂纹面而需

扩充的节点数量；h = 1, · · · ,NQ
E，NQ

E 是为了精确描述裂纹尖端应力场而需扩充
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图 6.1 含多层分层损伤复合材料层合板位移模式

的节点数量；b = 1, · · · ,NF，NF 为裂纹尖端扩充函数的数量；Ũαζ km 为标准自

由度，Ūαζ ks 为裂纹间断面引起的扩充自由度，Ûαζ khb 为裂纹尖端引起的扩充

自由度；ψm(x,y)为节点 m的有限元形函数；Λs = ψs(x,y)Hs(x,y)为描述裂纹面

间断的强不连续扩充形函数，Hs(x,y)是 Heaviside函数；ΠΠΠh = ψh(x,y)Fb
h (x,y)为

描述裂纹尖端的扩充形函数，Fb
h (x,y)的形式将因材料是各向同性还是各向异

性而不同，将在本节的后面详细介绍。

如果复合材料层合板没有基体裂纹损伤，则面内位移离散中就没有扩充

自由度，上式简化为

uαζ k(x,y, t) = ψm(x,y)Ũαζ km(t) (6-5)

6.1.2 水平集函数

在扩展有限元方法中允许单元包含裂纹或不连续面，因此需要对单元内

的不连续面进行几何描述，通常利用的方法是水平集函数。另外，扩展有限

元方法中的扩充形函数的构造也需要借助水平集函数。关于水平集函数的初

始化和更新方法见文献 [170,171]，此处只做简单介绍。

在裂纹任意扩展过程中，裂纹引起的不连续面上的点始终满足水平集函

数 φ(xxx, t) = 0，在不连续面的两侧水平集函数的符合相反。裂纹尖端的描述需
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要利用两个水平集函数 φ(xxx, t) = 0和 Ψi(xxx, t) = 0共同描述，其中 i表示裂纹尖

端的编号。

可利用节点到裂纹面的符号距离来初始化水平集函数 ψ

φ(xxx, t = 0) =± min
xγ∈γ(t)

∥∥xxx− xxxγ
∥∥ (6-6)

式中，γ(t)表示裂纹面。

在初始化水平集函数 Ψi 时，可先找到在裂纹尖端垂直于裂纹面的直线，

然后利用节点到这条直线的符号距离来初始化水平集函数 Ψi

Ψi(xxx, t) = (xxx− xxxi) · t̂tt (6-7)

式中，xxxi 为第 i个裂纹尖端的位置；t̂tt 为在裂纹尖端垂直于裂纹面的直线的单

位切向矢量。

所以，单元内的裂纹可以用以上两个水平集函数描述为

{xxx : φ(xxx, t) = 0和Ψi(xxx, t)≤ 0} (6-8)

6.1.3 扩充函数

面内基体裂纹面的扩充函数由 Heaviside函数构造

H(xxx) =

 1 ψ(xxx, t)> 0

−1 ψ(xxx, t)< 0
(6-9)

由于复合材料层合结构的单层是各向异性材料，所以裂纹尖端附近的扩充

函数 FFFb应该基于各向异性弹性体位移场来构造。根据Asadpoure和Mohammadi

的研究成果 [125,126]，FFFb可构造成为

FFFb (r,θ) =
{
√

r cos
θ1

2

√
g1 (θ),

√
r cos

θ2

2

√
g2 (θ),

√
r sin

θ1

2

√
g1 (θ),

√
r sin

θ2

2

√
g2 (θ)

}
b = 1,2,3,4

(6-10)

式中，g j (θ) , ( j = 1,2)和 θ j, ( j = 1,2)的具体表达式将在下面详细给出。

在不考虑体积力的情况下，将 Airy应力函数代入各向异性材料的协调方

程可得

C22
∂ 4Φ
∂x4 −2C26

∂ 4Φ
∂x3∂y

+(2C12 +C66)
∂ 4Φ

∂x2∂y2 −2C16
∂ 4Φ

∂x∂y3 +C22
∂ 4Φ
∂y4 = 0 (6-11)
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上式的特征方程为

C11s4 −2C16s3 +(2C12 +C66)s2 −2C26s+C22 = 0 (6-12)

特征方程 (6-12)的根往往是两对共轭复数或虚数 [172]，四个根为 s j = s jx +

is jy ( j = 1,2)和 s̄ j ( j = 1,2)。根据上面特征方程可将复合材料分为两类，分类

依据为两个参数 a1和 a2

a1 =
d11d22 −d2

12 −2d12d66

2d11d66

a2 =
d22

d11

(6-13)

式中，di j(i, j = 1,2, · · ·6)为各向异性材料的柔度系数。
对于正交各向异性复合材料，式 (6-10)中函数 g j (θ)和 θ j具有一般地表达

式

g j (θ) =

√
(cosθ + six sinθ)2 +(siy sinθ)2 (6-14)

θ j = arctan
(

siy sinθ
cosθ + six sinθ

)
(6-15)

如果Airy应力函数的特征方程只有虚根，则该复合材料定义为类型 I (a1 >
√

a2, a2 > 0)，所以函数 g j (θ)和 θ j 可写成

g j (θ) =

√√√√(cos2 θ +
sin2 θ

e2
j

)

θ j = arctan
(

θ
e j

) (6-16)

式中， j = 1,2；e1 =

√
a1 −

√
a2

1 −a2；e2 =

√
a1 +

√
a2

1 −a2。

如果 Airy应力函数的特征方程有复根，则该复合材料定义为类型 II (a1 <
√

a2, a2 > 0)，所以函数 g j (θ)和 θ j 可写成

g j (θ) =
√[

cos2 θ + l2 sin2 θ +(−1) jl2 sin2θ
]

θ j = arctan
(

γ2l2 sin2 θ
cosθ +(−1) jγ1l2 sinθ

) (6-17)

式中， j = 1,2；γ1 =

√
1
2
+(

√
a2 +a1)；γ2 =

√
1
2
+(

√
a2 −a1)；l2 =

(
γ2

1 + γ2
2
)−1
。
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式 (6-10)中的裂纹尖端扩充函数并不适合各向同性材料 [125,126]，所以如果

利用本文的方法去分析各向同性板时，裂纹尖端扩充函数 FFFb应取

FFFb (r,θ) =
{√

r cos
θ
2
,
√

r sinθ cos
θ
2
,
√

r sin
θ
2
,
√

r sinθ sin
θ
2

}
, b = 1,2,3,4 (6-18)

6.2 Hamilton原理和 Euler-Lagrange方程

将厚度方向上的位移模式 (式 (6-1))代入应变 -位移关系中

ε11 = Φζ ku1ζ k,x

ε22 = Φζ ku2ζ k,y

ε33 = Φζ k,zu3ζ k

ε12 = Φζ ku1ζ k,y +Φζ ku2ζ k,x

ε23 = Φζ k,zu2ζ k +Φζ ku3ζ k,y

ε13 = Φζ k,zu1ζ k +Φζ ku3ζ k,x

(6-19)

利用 Hamilton原理可以建立含多层分层和基体裂纹复合材料层合板结构

的运动方程。从式 (6-19)中可以得到应变的一阶变分，则虚应变能为

δU =

ˆ
Ω

ˆ H/2

−H/2

(
σαβ δεαβ

)
dzdy

=

ˆ
Ω

(
Nx

ζ kδu1ζ k,x +Nxy
ζ kδu1ζ k,y +Qxz

ζ kδu1ζ k +

Ny
ζ kδu2ζ k,y +Nxy

ζ kδu2ζ k,x +Qyz
ζ kδu2ζ k+

Nyz
ζ kδu3ζ k,y +Nxz

ζ kδu3ζ k,x +Qzz
ζ kδu3ζ k

)
dxdy

(6-20)

式中， (
Nx

ζ k,N
y
ζ k,N

xy
ζ k,N

yz
ζ k,N

xz
ζ k

)
=

ˆ H/2

−H/2
(σ11,σ22,σ12,σ23,σ13)Φζ kdz,

(
Qzz

ζ k,Q
yz
ζ k,Q

xz
ζ k

)
=

ˆ H/2

−H/2
(σ33,σ23,σ13)Φζ k,zdz

(6-21)
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外力虚功为

δV =

ˆ
Ω

[
qb(y, t)δu3(y,−

H
2
, t)+qt(y, t)δu3(y,

H
2
, t)
]

dxdy+

ˆ
Γ

ˆ H/2

−H/2
(σ̄nnδun + σ̄nsδus + σ̄nzδu3)dzdΓ

=

ˆ
Ω

(
qbδuN+1

3 +qtδu0
3
)

dxdy−

ˆ
Γ

(
N̄nn

ζ kδun
1ζ k + N̄ns

ζ kδus
1ζ k + Q̄n

ζ kδu3ζ k

)
dΓ

(6-22)

式中 qb(y, t)和 qt(y, t)分别为层合板下表面 (z =−H/2)和上表面 (z = H/2)的分

布外载荷；H 为层合板的厚度。

N̄nn
ζ k =

ˆ H/2

−H/2
σ̄nnϕζ kdz,

N̄ns
ζ k =

ˆ H/2

−H/2
σ̄nsϕζ kdz,

Q̄n
ζ k =

ˆ H/2

−H/2
σ̄nzϕζ kdz

(6-23)

为边界上的合应力。

un
1ζ k = u1ζ knx +u2ζ kny

us
1ζ k =−u1ζ kny +u2ζ knx

(6-24)

为边界上的法向和切向位移。

虚动能为

δM =

ˆ
L

ˆ H/2

−H/2
ρ0 (u̇1δ u̇1 + u̇2δ u̇2 + u̇3δ u̇3)dzdy

=

ˆ
Ω

ˆ H/2

−H/2
ρ0
(
Φζ kΦηeu̇1ηeδ u̇1ζ k +Φζ kΦηeu̇2ηeδ u̇2ζ k +

Φζ kΦηeu̇3ηeδ u̇3ζ k
)

dzdxdy

=

ˆ
Ω

(
Iζηkeu̇1ηeδ u̇1ζ k + Iζηkeu̇2ηeδ u̇2ζ k + Iζηkeu̇3ηeδ u̇3ζ k

)
dxdy

(6-25)
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式中，

Iζηke =

ˆ H/2

−H/2
ρ0Φζ kΦηedz (6-26)

将式 (6-20)、(6-22)和 (6-25)代入 Hamilton原理，并分部积分，得
ˆ T

0
(δU −δV −δM)dt

=

ˆ T

0

{ˆ
Γ

[(
Nx

ζ knx +Nxy
ζ kny

)
δu1ζ k +

(
Ny

ζ kny +Nxy
ζ knx

)
δu2ζ k+

(
Nyz

ζ kny +Nxz
ζ knx

)
δu3ζ k

]
dΓ−

ˆ
Ω

[(
Nx

ζ k,x +Nxy
ζ k,y −Qxz

ζ k

)
δu1ζ k +

(
Ny

ζ k,y +Nxy
ζ k,x −Qyz

ζ k

)
δu2ζ k+

(
Nyz

ζ k,y +Nxz
ζ k,x −Qzz

ζ k

)
δu3ζ k

]
dxdy−

ˆ
Ω
(qbδ N+1

k +qtδ 0
k )δu3,idxdy−

ˆ
Γ

[
(N̄nn

ζ knx − N̄ns
ζ kny)δu1ζ k +(N̄nn

ζ kny + N̄ns
ζ knx)δu2ζ k + Q̄n

ζ kδu3ζ k

]
dΓ+

ˆ
Ω

(
Iζηkeü1ηeδu1ζ k + Iζηkeü2ηeδu2ζ k + Iζηkeü3ηeδu3ζ k

)
dxdy

}
dt = 0

(6-27)

根据 Hamilton 原理可得含多层分层和基体裂纹复合材料层合板结构的

Euler-Lagrange方程

δu1ζ k : Nx
ζ k,x +Nxy

ζ k,y −Qxz
ζ k = Iζηkeü1ηe

δu2ζ k : Ny
ζ k,y +Nxy

ζ k,x −Qyz
ζ k = Iζηkeü2ηe

δu3ζ k : Nyz
ζ k,y +Nxz

ζ k,x −Qzz
ζ k +qbδ N+1

i +qtδ 0
i = Iζηkeü3ηe

(6-28)
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自然边界条件为

δu1ζ k : Nnn
ζ k − Ñnn

ζ k = 0

δu2ζ k : Nns
ζ k − Ñns

ζ k = 0

δu3ζ k : Qn
ζ k − Q̄n

ζ k = 0

(6-29)

式中

Nnn
ζ k = Nx

ζ knx +Nxy
ζ kny

Nns
ζ k = Ny

ζ kny +Nxy
ζ knx

Qn
ζ k = Nyz

ζ kny +Nxz
ζ knx

Ñnn
ζ k = N̄nn

ζ knx − N̄ns
ζ kny

Ñns
ζ k = N̄nn

ζ kny + N̄ns
ζ knx

(6-30)

6.3 本构方程

复合材料层合板的应力应变关系见式 (2-14)。将式 (2-14)代入式 (6-21)，可

得合内力和内力矩

Nx
ζ k =

ˆ H/2

−H/2
(C11ε11 +C12ε22 +C13ε33 +C16ε12)Φζ kdz

= A1
11ζηke

∂u1ηe

∂x
+A1

16ζηke (u1ηe,y +u2ηe,x)+

A1
12ζηkeu2ηe,y +A2

13ζηkeu3ηe

(6-31)

Ny
ζ k =

ˆ H/2

−H/2
(C12ε11 +C22ε22 +C23ε33 +C26ε12)Φζ kdz

= A1
12ζηkeu1ηe,x +A1

26ζηke (u1ηe,y +u2ηe,x)+

A1
22ζηkeu2ηe,y +A2

23ζηkeu3ηe

(6-32)
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Qzz
ζ =

ˆ H/2

−H/2
(C13ε11 +C23ε22 +C33ε33 +C36ε12)Φζ k,zdz

= A3
13ζηkeu1ηe,x +A3

36ζηke (u1ηe,y +u2ηe,x)+

A3
23ζηkeu2ηe,y +A4

33ζηkeu3ηe

(6-33)

Nxy
ζ k =

ˆ H/2

−H/2
(C16ε11 +C26ε22 +C36ε33 +C66ε12)Φζ kdz

= A1
16ζηkeu1ηe,x +A1

66ζηke (u1ηe,y +u2ηe,x)+

A1
26ζηkeu2ηe,y +A2

36ζηkeu3ηe

(6-34)

(
Nyz

ζ k,Q
yz
ζ k

)
=

ˆ H/2

−H/2
(C44ε23 +C45ε13)

(
Φζ k,Φζ k,z

)
dz

=
(

A2
45ζηke,A

4
45ζηke

)
u1ηe +

(
A2

44ζηke,A
4
44ζηke

)
u2ηe+(

A1
45ζηke,A

3
45ζηke

)
u3ηe,x +

(
A1

44ζηke,A
3
44ζηke

)
u3ηe,y

(6-35)

(
Nxz

ζ k,Q
xz
ζ k

)
=

ˆ H/2

−H/2
(C45ε23 +C55ε13)

(
Φζ k,Φζ k,z

)
dz

=
(

A2
55ζηke,A

4
55ζηke

)
u1ηe +

(
A2

45ζηke,A
4
45ζηke

)
u2ηe+(

A1
55ζηke,A

3
55ζηke

)
u3ηe,x +

(
A1

45ζηke,A
3
45ζηke

)
u3ηe,y

(6-36)

式中，等效刚度系数 A1
pqζηke, A2

pqζηke, A3
pqζηke, A4

pqζηke为

A1
pqζηke =

ˆ H/2

−H/2
Φζ kC̄pqΦηedz,

A2
pqζηke =

ˆ H/2

−H/2
Φζ k,zC̄pqΦηedz,

A3
pqζηke,=

ˆ H/2

−H/2
Φζ kC̄pqΦηe,zdz,

A4
pqζηke =

ˆ H/2

−H/2
Φζ k,zC̄pqΦηe,zdz,

(6-37)
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6.4 控制方程

6.4.1 含多层分层复合材料层合板的控制方程

对于静力问题，将式 (6-5)代入式 (6-20)，变分并分部积分可得含多层分层

复合材料层合板的有限元控制方程

Kαβζ ηkemnUβηen = Fαζ km (6-38)

式中，m,n = 1, · · · ,NE；Kαβζ ηkemn为单元刚度矩阵。KKKζηkemn各元素的具体表达
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式为

K11ζηkemn = ψm,xA1
11ζηkeψn,x +ψm,xA1

16ζηkeψn,y +ψm,yA16ζηkeψn,x+

ψm,yA1
66ζηkeψn,y +ψmA4

55ζηkeψn

K12ζηkemn = ψm,xA1
12ζηkeψn,y +ψm,xA1

16ζηkeψn,x +ψm,yA1
26ζηkeψn,y+

ψm,yA1
66ζηkeψn,x +ψmA4

45ζηkeψn

K13ζηkemn = ψm,xA2
13ζηkeψn +ψm,yA2

36ζηkeψn+

ψmA3
45ζηkeψn,y +ψmA3

55ζηkeψn,x

K21ζηkemn = ψm,yA1
12ζηkeψn,x +ψm,xA1

16ζηkeψn,x +ψm,yA1
26ζηkeψn,y+

ψm,xA1
66ζηkeψn,y +ψmA4

45ζηkeψn = K12ζηkemn

K22ζηkemn = ψm,yA1
22ζηkeψn,y +ψm,yA1

26ζηkeψn,x +ψm,xA1
26ζηkeψn,y+

ψm,xA1
66ζηkeψn,x +ψmA4

44ζηkeψn

K23ζηkemn = ψm,yA2
23ζηkeψn +ψm,xA2

36ζηkeψn+

ψmA3
45ζηkeψn,x +ψmA3

44ζηkeψn,y

K31ζηkemn = ψmA3
13ζηkeψn,x +ψmA3

36ζηkeψn,y+

ψm,yA2
45ζηkeψn +ψm,xA2

55ζηkeψn = K13ζηkemn

K32ζηkemn = ψmA3
23ζηkeψn,y +ψmA3

36ζηkeψn,x+

ψm,yA2
44ζηkeψn +ψm,xA2

45ζηkeψn = K23ζηkemn

K33ζηkemn = ψm,yA1
44ζηkeψn,y +ψm,yA1

45ζηkeψn,x +ψm,xA1
45ζηkeψn,y+

ψm,xA1
55ζηkeψn,x +ψmA4

33ζηkeψn

(6-39)

6.4.2 含多层分层和基体裂纹复合材料层合板的控制方程

对于含多层分层和基体裂纹复合材料层合板的静力问题，将式 (6-4)代入

(6-20)，变分并分部积分可得控制方程

Kαβζ ηkeκιUβηeι = Fαζ kκ (6-40)

式中，κ = m,s,h；ι = n,g, f；m,n = 1,2, · · ·NE；s,g = 1, · · ·NP
E；h, f = 1, · · ·NQ

E；
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Kαβζ ηkeκι 为单元刚度矩阵。将指标 κ 和 ι 展开

KKKαβζ ηke =


Kαβζ ηkemn Kαβζ ηkemg Kαβζ ηkem f

Kαβζ ηkesn Kαβζ ηkesg Kαβζ ηkes f

Kαβζ ηkehn Kαβζ ηkehg Kαβζ ηkeh f

 (6-41)

单元刚度矩阵的子矩阵与无损伤复合材料层合板单元刚度矩阵 (6-39)具

有相同的形式，只是其中的形函数不一样，所以根据下标的含义取相应的形

函数即可得到式 (6-41)中子矩阵的具体表达式，例如：

K11ζηkemg = ψm,xA1
11ζηkeΛg,x +ψm,xA1

16ζηkeΛg,y +ψm,yA16ζηkeΛg,x+

ψm,yA1
66ζηkeΛg,y +ψmA4

55ζηkeΛg

K11ζηkem f = ψm,xA1
11ζηkeΠΠΠ f ,x +ψm,xA1

16ζηkeΠΠΠ f ,y +ψm,yA16ζηkeΠΠΠ f ,x+

ψm,yA1
66ζηkeΠΠΠ f ,y +ψmA4

55ζηkeΠΠΠ f

(6-42)

对于含多层分层和基体裂纹损伤复合材料层合板结构来说，从上式 (6-

41) 中可以看出，扩展逐层理论中的单元刚度矩阵由九个子矩阵组成，其中

Kαβζ ηkemn、Kαβζ ηkesg和 Kαβζ ηke f h分别为标准自由度和扩充自由度的刚度矩阵，

其它子矩阵为标准自由度和两种扩充自由度的耦合刚度矩阵，以及两种扩充

自由度之间的耦合刚度矩阵。

6.5 数值算例

6.5.1 无损伤复合材料层合板

本算例首先以无损伤方板为研究对象，验证扩展逐层理论分析无损伤板

结构静力响应的正确性，然后以无损伤复合材料层合板为对象验证扩展逐层

理论分析无损伤复合材料层合板板结构静力响应的正确性。因为没有用于模

拟分层和基体裂纹的附加自由度uαlk，所以式 (6-38)中的指标 ζ 和 η 取 i和 r，

而指标 k和 e的取值取决于指标 ζ，见式 (6-1)。

方板的边长和厚度分别为 10m和 1m，受中心点上的单位集中载荷作用，

边界条件为四边固支。为了验证本文方法，在有限元分析软件 MSC.Patran中

建立了方板的三维实体有限元模型，并利用MSC.Nastran求解。三维有限元模

型中方板厚度方向有均匀的 9个节点和 8个单元，同样，在扩展逐层理论的
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分析中方板在厚度方向上也被分为等厚度的 8个数学层，方板的材料参数为：

E = 52GPa，v = 0.3。

扩展逐层方法和三维有限元模型分析得到的无损伤各向同性板最大位移

对比见表6.1，从表中的对比结果可以看出本文方法的计算结果与三维实体有

限元模型的计算结果吻合很好。

表 6.1 扩展逐层方法和三维实体有限元模型分析得到的无损伤各向同性板最大位移

节点数
u1 (10−8 m) u2 (10−8 m) u3 (10−7 m)

MSC XLWM MSC XLWM MSC XLWM
21×21 1.68037 1.58880 1.68037 1.58880 1.58277 1.50245
31×31 1.68619 1.63989 1.68619 1.63989 1.62129 1.58718
41×41 1.68599 1.65891 1.68599 1.65891 1.64645 1.63178

无损伤复合材料层合板的几何尺寸、载荷以及边界条件与上面算例中无

损伤各向同性板的一样，厚度方向分为 8层，所有单层具有相同的厚度和材

料参数，单层的材料参数为：E11 = 181GPa，E22 = E33 = 10.3GPa，G12 = G13 =

7.17GPa，G23 = 6.21GPa，G12 = 0.28，G13 = 0.02，G23 = 0.40。为了对比，基于

有限元分析软件MSC.Patran中建立了该复合材料层合板的三维实体有限元模

型，并利用MSC.Nastran求解其静力结果。

扩展逐层方法和三维实体有限元模型分析得到的三种不同铺层方式无损

伤复合材料层合板的最大位移见表6.2，三种铺层方式为：[0]8、[0/90/0/90]s和

[90/0/90/0]s，从图中的结果对比可以看出扩展逐层理论分析得到的无损伤复

合材料层合板板结构静力响应是正确的，与三维实体有限元模型的计算结果

吻合很好。扩展逐层方法计算得到的三种不同铺层方式复合材料层合板变形

如图6.2所示，从图中可以看出铺层方式对位移分布具有显著影响。

表 6.2 扩展逐层方法和三维实体有限元模型分析得到的无损伤复合材料层合板的最

大位移

铺层方式
u1 (10−8 m) u2 (10−8 m) u3 (10−7 m)

MSC XLWM MSC XLWM MSC XLWM
[0]8 1.52625 1.53430 3.70238 3.65223 2.85375 2.92124

[0/90/0/90]s 1.34785 1.36023 2.71320 2.61667 2.39536 2.45825
[90/0/90/0]s 2.71320 2.61667 1.34785 1.36023 2.39536 2.45825
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图 6.2 扩展逐层方法计算得到的变形图：(a) u1；(b) u2；(c) u3

6.5.2 含多层分层损伤复合材料层合板

本算例基于扩展逐层理论研究含分层损伤复合材料层合板，首先利用含

椭圆分层各向同性板验证扩展逐层理论的正确性，然后研究分层沿复合材料

层合板厚度方向的位置对位移和应力的影响规律，最后研究含多层分层损伤

复合材料层合板问题。

含椭圆分层复合材料层合板几何尺寸、分层区域以及网格划分如图6.3所

示，椭圆分层的长轴沿矩形板的纵向，与矩形板的左边 (x = 0)重合，中心点与

矩形板左边的中心重合。考虑三种不同的边界条件：1)右边 (x = 6mm)固支，

其它边自由，称为 CFFF；2)上边 (y = 8mm)和下边 (y = 0)固支，其它边自由，

称为 CCFF；2)右边、上边和下边固支，其它边自由，称为 CCCF。分层区域上

表面受单位均布载荷作用。

同样，为了验证需要，基于有限元分析软件MSC.Patran建立了含椭圆分层

各向同性矩形板的三维实体有限元模型，并利用MSC.Nastran求解，矩形板的

材料参数为：E = 52GPa，v = 0.3。在扩展逐层理论和三维实体有限元模型中，

矩形板在厚度方向上被均匀地分为 8个单层，矩形板的总厚度为 0.4m，所以

每个单层的厚度均为 0.05m，两种方法在面内的网格划分是相同的。分层损伤

在厚度方向上的位置可以表示为 [θ/θ/θ/θ/∩/θ/θ/θ/θ ]，即分层损伤位于第
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图 6.3 含椭圆分层复合材料层合板：(a)几何尺寸；(b)网格划分

4层和第 5层之间的界面上。在MSC的三维有限元模型中，利用第 4层和第 5

层之间重复节点来模拟分层损伤带来的位移不连续现象。

表 6.3 扩展逐层方法和三维实体有限元模型分析得到的含椭圆分层各向同性板的最

大位移

边界条件
u1 (10−5 m) u2 (10−6 m) u3 (10−4 m)

MSC XLWM MSC XLWM MSC XLWM
CFFF 1.4964320 1.45888 3.4431055 3.33837 3.2820858 3.20157
CCCF 0.3819504 0.371768 3.5224289 3.44705 0.7445696 0.726148
CCFF 0.3765311 0.366512 0.3581661 0.35042 0.7533940 0.734728

对于三种不同的边界条件，扩展逐层方法和三维实体有限元模型分析得

到的含椭圆分层各向同性板的最大位移对比见表6.3，而变形和应力云图的对

比分别如图6.4和图6.5所示。从表6.3、图6.4和图6.5可以看出，扩展逐层理论分

析得到的含椭圆分层各向同性板的静力响应是正确的，与三维实体有限元模

型的计算结果吻合很好。在分层损伤区域的前缘形成了明显的应力集中，对

于应力 σ11和 σ22来说，应力集中分别在 ω = 0◦和 ω =±90◦方向上，而对于应

力 σ12来说，应力集中位于 ω =±45◦附近，ω 的含义如图6.3所示。

含分层损伤复合材料层板的几何尺寸、分层区域和载荷都与含椭圆分层各

向同性板的相同，如图6.3所示，边界条件为 CCCF，考虑三种铺层方式：[0]8、

[0/90/0/90]s和 [90/0/90/0]s，各单层具有相同的材料参数：E11 = 181GPa，E22 =

E33 = 10.3GPa，G12 = G13 = 7.17GPa，G23 = 6.21GPa，G12 = 0.28，G13 = 0.02，
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图 6.4 扩展逐层方法和三维实体有限元模型分析得到含椭圆分层各向同性板变形云

图对比：(a)扩展逐层理论结果；(b) MSC结果
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图 6.5 扩展逐层方法和三维实体有限元模型分析得到含椭圆分层各向同性板应力云

图对比：(a)扩展逐层理论结果；(b) MSC结果

G23 = 0.40。

图6.6给出了分层损伤在复合材料层合板厚度方向上的位置对变形的影响，

图中复合材料层合板的铺层方式为 [0/90/0/90]s。从图中可以看出，分层损伤

越靠近均布载荷作用的表面，层合板分层区域的局部变形就越明显，因此，对

于飞机复合材料蒙皮来说，表面分层损伤对气动外形的影响比靠近内部的分

层损伤要更为严重。

图6.7给出了分层损伤在复合材料层合板厚度方向上的位置对位移最大值

的影响，随着分层损伤远离均布载荷作用的表面，层合板的最大位移首先快

速下降然后缓慢减小，过了中性面之后位移最大值几乎不再随分层损伤沿厚
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图 6.6 分层损伤在复合材料层合板 ([0/90/0/90]s)厚度方向上的位置对变形的影响

度方向上的位置的变化而变化，也就是说，当分层损伤位于均布载荷作用表

面的反面时，分层损伤对层合板的最大位移没有明显影响。对于位移 u1和 u2，

分层损伤沿厚度方向上的位置对铺层方式为[0/90/0/90]s和 [90/0/90/0]s的层合

板最大位移的影响规律相似，尤其是当分层损伤位于均布载荷作用表面的反

面时。对于位移u3，当分层损伤位置过了中性面之后，分层损伤沿厚度方向上

的位置对三种铺层方式层合板最大位移的影响规律相似。从位移u1 和 u2的角

度来看，铺层方式为[90/0/90/0]s 的层合板的局部变形对分层损伤沿厚度方向

上的位置最为敏感，而从位移u3的角度来看，铺层方式为[0/90/0/90]s 的层合

板的局部变形对分层损伤沿厚度方向上的位置最为敏感。

图6.8给出了分层损伤沿复合材料层合板厚度方向上的位置对应力正负最

大值的影响，与位移相似，随着分层损伤远离均布载荷作用的表面，层合板

的应力正负最大值首先快速下降然后缓慢减小，过了中性面之后应力正负最

大值几乎不再随分层损伤沿厚度方向上的位置的变化而变化。当分层损伤位

置过了中性面之后，分层损伤沿厚度方向上的位置对三种铺层方式层合板应

力正负最大值的影响规律相似，且会在分层前缘附近形成严重的应力集中现

象。对于应力 σ33、σ23和 σ12，应力的正最大值与负最大值相等。
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图 6.7 分层损伤沿复合材料层合板厚度方向上的位置对位移最大值的影响：(a)位
移 u1；(b)位移 u2；(c)位移 u3

含多层椭圆分层损伤复合材料层合板的几何尺寸、分层损伤的面内区域以

及载荷也都与含椭圆分层各向同性板的相同，如图6.3所示。沿厚度方向上的

两处分层损伤分别位于第 2层间界面 (第 2层合第 3层之间)和第 6层间界面上

(第 6层合第 7层之间)，则多层分层损伤可表示为 [θ/θ/∩/θ/θ/θ/θ/∩/θ/θ ]，

层合板在椭圆分层损伤区域的上下表面分别受方向相反的单位均布载荷作用，

铺层方式为 [0/90/0/90]s，边界条件为 CCCF。扩展逐层理论计算得到的含多层

椭圆分层损伤复合材料层板的位移和应力云图分别如图6.9和图6.10所示，从

图中的计算结果可以看出基于扩展逐层理论分析含多层分层复合材料层合板

的静力响应是正确可靠的。

6.5.3 含基体裂纹复合材料层合板

本算例基于扩展逐层理论研究含基体裂纹损伤复合材料层合板问题，首

先利用含基体裂纹损伤各向同性板验证扩展逐层理论的正确性，然后研究基

体裂纹沿复合材料层合板厚度方向的尺寸对位移和应力的影响规律。
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图 6.8 分层损伤沿复合材料层合板厚度方向上的位置对应力最大值的影响：(a) σ11；

(b) σ22；(c) σ33；(d)σ12；(e) σ13；(f) σ23
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(a) (b) (c)

图 6.9 含多层椭圆分层损伤复合材料层板的位移云图：(a)位移 u1；(b)位移 u2；(c)
位移 u3

(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

图 6.10 含多层椭圆分层损伤复合材料层板的应力云图：(a) σ11；(b) σ22；(c) σ33；

(d)σ12；(e) σ13；(f) σ23

含基体裂纹损伤复合材料层合板几何尺寸、裂纹长度与位置以及网格划分

如图6.11所示，矩形板的厚度为 0.4m，基体裂纹沿矩形板的横向中心线，此处

的裂纹既可以是厚度方向贯穿的，也可以是非贯穿的。同样，为了验证需要，

基于有限元分析软件MSC.Patran建立了含基体裂纹损伤各向同性矩形板的三维

实体有限元模型，并利用MSC.Nastran求解，矩形板的材料参数为：E = 52GPa，

v = 0.3，利用位于裂纹线上位置重合的节点来模拟裂纹面。在扩展逐层理论

和三维实体有限元模型中，矩形板在厚度方向上被均匀地分为 8个单层，每

个单层的厚度均为 0.05m，两种方法在面内的网格划分是相同的。考虑三种不

同的边界条件：CFFF、CCFF和 CCCF，椭圆区域受上表面单位均布载荷作用，

如图6.11(b)所示。

对于三种不同边界条件，扩展逐层方法和三维实体有限元模型分析得到

的含基体裂纹损伤各向同性板的最大位移对比见表6.4，变形和应力云图的对

比分别如图6.12和图6.13所示，从结果对比情况可以看出，扩展逐层理论分析

得到的含基体裂纹损伤各向同性板的静力响应是正确的，与三维实体有限元
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(a) (b)

y

x

6

8

基体裂纹

裂纹尖端(4,4)

图 6.11 含基体裂纹损伤复合材料层合板：(a)几何尺寸；(b) FE网格划分

模型的计算结果吻合很好，在裂纹尖端附近区域形成了明显的应力集中。

表 6.4 扩展逐层方法和三维实体有限元模型分析得到的含基体裂纹损伤各向同性板

的最大位移

边界条件
u1 (10−6 m) u2 (10−6 m) u3 (10−5 m)

MSC XLWM MSC XLWM MSC XLWM
CFFF 13.224681 12.9010 2.4910503 2.42031 29.374944 28.6310
CCCF 2.1830679 2.14423 3.0268336 2.97985 5.0892661 5.00548
CCFF 2.0369293 2.00772 3.3163162 3.26068 5.5112399 5.41431

含基体裂纹复合材料层合板的几何尺寸、裂纹长度与位置以及网格划

分与含基体裂纹损伤各向同性板的相同，如图6.11所示。层合板有厚度相等

的 8层，每一层都具有相同的材料性能：E11 = 181GPa，E22 = E33 = 10.3GPa，

G12 = G13 = 7.17GPa，G23 = 6.21GPa，G12 = 0.28，G13 = 0.02，G23 = 0.40。考

虑三种铺层方式：[0]8、[0/90/0/90]s 和 [90/0/90/0]s。表6.5对比了扩展逐层方

法和三维实体有限元模型分析得到的含基体裂纹损伤复合材料层合板的最大

位移，表中包含了三种边界条件和三种铺层方式，扩展逐层理论分析得到的

结果与三维实体有限元模型的计算结果吻合很好。

对于 CCCF边界，基体裂纹损伤沿复合材料层合板厚度方向上的尺寸对三

种不同铺层方式层合板位移和应力最大值的影响分别如图6.14和图6.15所示。

裂纹在 x方向上的长度为 4m，在厚度方向上的尺寸从 0变化到 0.4m，0表示

无裂纹复合材料层合板，而 0.4m表示裂纹在厚度方向上贯穿整个层合板。从

161



第 6章 复合材料层合板结构的扩展逐层方法

(a) (b) (c)

(a)
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图 6.12 扩展逐层方法和三维实体有限元模型分析得到含基体裂纹损伤各向同性板

变形云图对比：(a)扩展逐层理论结果；(b) MSC结果

(a) (b) (c)

(a)
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11
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22
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22
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12
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12

图 6.13 扩展逐层方法和三维实体有限元模型分析得到含基体裂纹损伤各向同性板

应力云图对比：(a)扩展逐层理论结果；(b) MSC结果

图中的变化曲线可知，位移的最大值随基体裂纹损伤沿复合材料层合板厚度

方向上的尺寸增加而增加，且当裂纹穿过层合板的中性面后，位移最大值增

加的速度变得更大。应力 σ11、σ22、σ13 和 σ23 的最大值随基体裂纹损伤沿复

合材料层合板厚度方向上的尺寸增加而增加，而应力 σ33 的最大值则是先增

加而后减小，直到再次与无裂纹层合板的最大值相等。
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表 6.5 扩展逐层方法和三维实体有限元模型分析得到的含基体裂纹损伤复合材料层

合板的最大位移

边界条件
u1 (10−6 m) u2 (10−5 m) u3 (10−4 m)

MSC XLWM MSC XLWM MSC XLWM
[0]8 CFFF 5.01844 4.99346 0.38525 0.38156 1.19114 1.18586

CCCF 3.88164 3.84104 0.57331 0.56740 0.96525 0.9.5664
CCFF 6.15848 6.06648 1.32531 1.29033 2.21315 2.15968

[0/90/0/90]s CFFF 6.75188 6.71632 0.38373 0.38006 1.58868 1.58058
CCCF 2.45285 2.43959 0.34860 0.34687 0.59885 0.59565
CCFF 2.75320 2.73721 0.42823 0.4256 0.72470 0.72024

[90/0/90/0]s CFFF 12.33980 12.2427 4.35336 4.28203 2.84058 2.81729
CCCF 1.82849 1.82283 2.42813 2.41897 0.42132 0.419716
CCFF 1.83708 1.83281 2.53723 2.52786 0.43750 0.435963
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图 6.14 基体裂纹损伤沿复合材料层合板厚度方向上的尺寸对位移最大值的影响：

(a)位移 u1；(b)位移 u2；(c)位移 u3
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图 6.15 基体裂纹损伤沿复合材料层合板厚度方向上的尺寸对应力最大值的影响：

(a) σ11；(b) σ22；(c) σ33；(d)σ12；(e) σ13；(f) σ23
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6.5.4 含多层分层和基体裂纹复合材料层合板

本算例基于扩展逐层理论研究含多层椭圆分层和基体裂纹损伤复合材料

层合板问题，首先利用各向同性板验证扩展逐层理论的正确性。含损伤层合

板的几何尺寸、裂纹长度与位置、椭圆分层区域以及网格划分如图6.16所示。

椭圆分层的长轴沿矩形板的纵向，与矩形板的左边重合，中心点与矩形板左

边的中心重合，基体裂纹沿椭圆的短轴方向，即矩形板的横向。矩形板的厚

度为 0.4m，考虑三种不同的边界条件：CFFF、CCFF和 CCCF，椭圆区域受单

位均布载荷作用。

(a) (b)

y

x

6

8

分层区域

基体裂纹

裂纹尖端: (4,4)

4

2.5981

图 6.16 含椭圆分层和基体裂纹损伤复合材料层合板：(a)几何尺寸；(b) FE网格划分

含多层椭圆分层和基体裂纹损伤各向同性矩形板的材料参数为：E =

52GPa，v = 0.3，在厚度方向上均匀地分为 8层。对于三种不同边界条件，扩展

逐层方法和三维实体有限元模型分析得到的含椭圆分层和基体裂纹损伤各向

同性板的最大位移对比见表6.6，位移云图和应力云图分别如图6.17和图6.18所

示，扩展逐层理论分析得到的含椭圆分层和基体裂纹损伤各向同性板的静力

响应是正确的，与三维实体有限元模型的计算结果吻合很好，在分层前缘和

裂纹尖端附近区域形成了明显的应力集中。

含多层椭圆分层和基体裂纹损伤复合材料层合板的单层材料参数为：E11 =

181GPa，E22 =E33 = 10.3GPa，G12 =G13 = 7.17GPa，G23 = 6.21GPa，G12 = 0.28，

G13 = 0.02，G23 = 0.40，铺层方式为 [0/90/0/90]s，边界条件为CCCF，两处椭圆

分层分别位于第 2层间界面和第 6层间界面，即为 [θ/θ/∩/θ/θ/θ/θ/∩/θ/θ ]。

基体裂纹的尺寸和位置与上一算例中的相同。扩展逐层理论计算得到的位移
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表 6.6 扩展逐层方法和三维实体有限元模型分析得到的含椭圆分层和基体裂纹损伤

各向同性板的最大位移

边界条件
u1 (10−6 m) u2 (10−6 m) u3 (10−4 m)

MSC XLWM MSC XLWM MSC XLWM
CFFF 14.58864 14.2494 5.4291490 5.25124 3.5107255 3.42605
CCCF 4.354197 4.28484 4.4657822 4.37015 1.0405399 1.02144
CCFF 4.202824 4.14198 4.6557157 4.54863 1.0654494 1.04501

(b)
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u
1

u
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u
2

u
3

u
3

图 6.17 扩展逐层方法和三维实体有限元模型分析得到含椭圆分层和基体裂纹损伤

各向同性板变形云图对比：(a)扩展逐层理论结果；(b) MSC结果
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12

(b)

图 6.18 扩展逐层方法和三维实体有限元模型分析得到含椭圆分层和基体裂纹损伤

各向同性板应力云图对比：(a)扩展逐层理论结果；(b) MSC结果
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云图和应力云图分别如图6.19和图6.20所示。

(a) (b) (c)

图 6.19 含多层椭圆分层和基体裂纹损伤复合材料层板的位移云图：(a)位移 u1；(b)
位移 u2；(c)位移 u3

(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

图 6.20 含多层椭圆分层和基体裂纹损伤复合材料层板的应力云图：(a) σ11；(b) σ22；

(c) σ33；(d)σ12；(e) σ13；(f) σ23

6.6 本章小结

本章将复合材料层合梁结构的扩展逐层理论推广应用到含多层分层和多

处基体裂纹复合材料层合板问题上，结合各向同性和各向异性材料的裂纹尖

端扩充函数，分别建立了各向同性材料板和复合材料层合板的扩展逐层理论。

通过数值算例验证了该方法在对于无损伤、含多层分层和/或基体裂纹各向同

性板和复合材料层合板静力响应分析的正确性。另外，重点研究了分层沿复

合材料层合板厚度方向位置对复合材料层合板位移和应力的影响规律，以及
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基体裂纹沿复合材料层合板厚度方向的尺寸对复合材料层合板位移和应力的

影响规律。

对分层损伤的研究结果表明：分层损伤越靠近均布载荷作用的表面，层

合板分层区域的局部变形越明显；当分层损伤位于均布载荷作用表面的反面

时，分层损伤对层合板的最大位移没有明显影响；随着分层损伤远离均布载

荷作用的表面，层合板的应力正负最大值首先快速下降然后缓慢减小。过了

中性面之后，应力正负最大值几乎不再随分层损伤沿厚度方向上的位置的变

化而变化。

对基体裂纹损伤的研究结果表明：位移的最大值随基体裂纹损伤沿复合

材料层合板厚度方向上的尺寸增加而增加，且当裂纹穿过层合板的中性面后，

位移最大值增加的速度变得更大。
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第 7章 复合材料层合板结构裂纹的任意扩展预测

本章将基于扩展逐层理论研究复合材料层合板结构裂纹应力强度因子的

计算和裂纹任意扩展的预测问题，分别利用相互作用积分法和最大周向应力

准则计算裂纹尖端的应力强度因子和裂纹扩展角度。由于扩展逐层理论是三

维的，所以它可以得到应力强度因子在板厚度方向上的变化规律，进而预测

得到的复合材料层合板裂纹扩展角在各单层上是不同的，这一分析结果是现

有其它基于板壳理论和扩展有限元方法建立的复合材料裂纹预测模型无法得

到的。

7.1 应力强度因子的计算

应力强度因子是表征裂纹尖端断裂性能最重要的参数之一，是裂纹尖端

应力场强弱的标志，扩展有限元方法中通常采用相互作用积分法来计算。Kim

和 Paulino [173] 在研究功能梯度材料的静态裂纹问题时，提出了正交各向异性

材料混合型应力强度因子的域积分方法，本文利用该方法计算复合材料层合

板结构各单层裂纹尖端的应力强度因子。

θ

E1

E2

X2

x2

x1

X1

q=1

q=0

Γ

A n
j

图 7.1 裂纹尖端应力强度因子的 J积分

相互作用积分法是基于 J 积分建立的，如图7.1所示，根据 Rice和 Rosen-

gren [174]的定义，路径无关的 J积分为

J =

ˆ
Γ

(
wδ1 j −σi jui,x

)
nnn jdΓ (7-1)

式中，δ1 j 为 Kronecker符号；Γ为包含裂纹尖端的封闭积分路径，在实际计算

过程中 Γ通常取中心位移裂纹尖端的圆形或矩形路径；nnn j 为积分路径上弧元
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素外法线的方向余弦；w为线弹性材料的应变能密度

w =
1
2

σi jεi j (7-2)

对于有限元方法来说，直接依据式 (7-1)计算应力强度因子是很不方便的，

通过积分变换可以将式 (7-1)转化为等效的域积分形式 (EDI)

J =

ˆ
A

(
σi jui,x −wδ1 j

)
q, jdA+

ˆ
A

(
σi jui,x −wδ1 j

)
, j qdA (7-3)

式中，A为包围裂纹尖端的环形区域（路径 Γ的内侧）；q为在区域 A内外侧

之间光滑变化的连续函数，Dolbow等 [109] 为了简化计算过程提出了一种简单

的 q函数，从裂纹尖端的 1线性变化为 A外边界的 0。在有限元方法中，单元

内部任意处的 q函数可以通过单元结点插值得到

q(xxx) = ∑Ni(xxx)qi (7-4)

式中，Ni(xxx)为单元的形函数。

7.1.1 相互作用积分

相互作用积分法是基于真实和辅助两种位移场进行的，真实位移场是满

足平衡方程和变形协调条件的实际位移应力场求解结果，而辅助位移场只需

在 A区域中的裂纹面上满足平衡方程和边界条件即可，辅助位移场的引入是

为了找到混合型应力强度因子与相互积分之间的关系。两种位移场共同作用

下的 J积分为

Js = J+ Jaux +Ml (7-5)

式中，J和 Jaux分别为真实位移场和辅助位移场单独作用下的 J积分；Ml 为两

种位移场的相互作用下的局部 J积分。

辅助位移场单独作用下的 J积分为

Jaux =

ˆ
A

(
σ aux

i j uaux
i,x −wauxδ1 j

)
q, jdA+

ˆ
A

(
σ aux

i j uaux
i,x −wauxδ1 j

)
, j qdA (7-6)

两种位移场的相互作用下的 J积分

Ml =

ˆ
A

[
σi juaux

i,x +σ aux
i j ui,x −

1
2
(σikεaux

ik +σ aux
ik εik)δ1 j

]
q, jdA+

ˆ
A

[
σi juaux

i,x +σ aux
i j ui,x −

1
2
(σikεaux

ik +σ aux
ik εik)δ1 j

]
, j

qdA

(7-7)
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对于各向同性材料和异性材料辅助场的构造将在下一小节中详细介绍。考

虑关系

σ aux
i j ui,x j = σ aux

ik εi j,x

σikεaux
i j = σ aux

ik εi j

Ci jkl,xεaux
i j εkl =Ci jkl,xεi jεaux

kl

(7-8)

式中，Ci jkl 刚度系数。

则两种位移场的相互作用下的全局积分 MG
m 为

MG
m =

ˆ
A

[
σi juaux

i,m +σ aux
i j ui,m − 1

2
(σikεaux

ik +σ aux
ik εik)δm j

]
q, jdA+

ˆ
A

[
σi j
(
uaux

i,m j − εaux
i j,m
)
−Ci jkl,mεi jεaux

kl
]

qdA

m = 1,2

(7-9)

局部积分 Ml 与全局积分 MG
m 存在如下关系

Ml = MG
1 cosθ +MG

2 sinθ (7-10)

对于各向同性材料，能量释放率与应力强度因子之间的关系为

G = J =
1

E∗
(
K2

I +K2
II
)

(7-11)

根据上式可以得到关系式

MMMl =
2

E∗ (K
aux
I KI +Kaux

II KII) (7-12)

所以，I型和 II型应力强度因子为

Kl =
E∗

2
MMMl (7-13)

对于各向异性材料，能量释放率与应力强度因子之间的关系为

G = J = c11K2
I + c12KIKII + c22K2

II (7-14)
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式中，

c11 =−a22

2
Im
(

µ1 +µ2

µ1µ2

)

c12 =−a22

2
Im
(

1
µ1µ2

)
+

a11

2
Im(µ1µ2)

c22 =
a11

2
Im(µ1 +µ2)

根据文献 [175]有

Js = c11 (Kaux
I +KI)

2 + c12 (Kaux
I +KI)(Kaux

II +KII)+ c22 (Kaux
II +KII)

2 (7-15)

Jaux = c11 (Kaux
I )2 + c12Kaux

I Kaux
II + c22 (Kaux

II )2 (7-16)

Ml = 2c11Kaux
I KI + c12 (Kaux

I KII +Kaux
II KI)+2c22Kaux

II KII (7-17)

对于 I型裂纹有 Kaux
I = 1，Kaux

II = 0。对于 II型裂纹有 Kaux
I = 0，Kaux

II = 1。

将这两种情况代入上式，则有Ml
1 = 2c11KI + c12KII (Kaux

I = 1,Kaux
II = 0)

Ml
2 = c12KI +2c22KII (Kaux

I = 0,Kaux
II = 1)

(7-18)

求解上述方程组即可求得应力强度因子 KI，KII。

7.1.2 各向同性材料的辅助位移和应力场

对于各向同性材料，均匀受载含中心 I、II型复合裂纹的无限大平板在裂

纹尖端附近的辅助位移场为

uaux
1 =

KI

µ

√
r

2π
cos

θ
2

(
κ −1+2sin2 θ

2

)
+

KII

µ

√
r

2π
sin

θ
2

(
κ +1+2cos2 θ

2

)

uaux
2 =

KI

µ

√
r

2π
sin

θ
2

(
κ +1+2cos 2 θ

2

)
KII

µ

√
r

2π
cos

θ
2

(
κ −1−2sin 2 θ

2

)
−

(7-19)
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式中，

µ =
E

2(1+ v)

κ =


3− v
1+ v

平面应力

3−4v 平面应变

对于各向同性材料，均匀受载含中心 I、II型复合裂纹的无限大平板在裂

纹尖端附近的辅助应力场为

σ aux
11 =

KI√
2πr

cos
θ
2

(
1− sin

θ
2

sin
3θ
2

)
−

KII√
2πr

sin
θ
2

(
2+ cos

θ
2

cos
3θ
2

)

σ aux
12 =

KI√
2πr

cos
θ
2

(
1+ sin

θ
2

sin
3θ
2

)
+

KII√
2πr

sin
θ
2

cos
θ
2

cos
3θ
2

σ aux
22 =

KI√
2πr

cos
θ
2

sin
θ
2

cos
3θ
2
+

KII√
2πr

cos
θ
2

(
1− sin

θ
2

sin
3θ
2

)

(7-20)

通过直角坐标系与极坐标系之间的转换关系，从上述应力场可以得到裂

纹尖端的周向拉应力

σθ =
1√
2πr

cos
θ
2

[
KI

2
(1+ cosθ)− 3KII

2
sinθ

]
(7-21)
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7.1.3 正交各向异性材料的辅助位移和应力场

根据 Sih等 [176]基于复变函数解法对各向异性材料裂纹尖端应力场的研究

成果，各向异性材料裂纹尖端辅助位移场可取为

uaux
1 = KI

√
2r
π

Re
{

1
µ1 −µ2

(p2µ1g2 (θ)− p1µ2g1 (θ))
}
+

KII

√
2r
π

Re
{

1
µ1 −µ2

(p2g2 (θ)− p1g1 (θ))
}

uaux
2 = KI

√
2r
π

Re
{

1
µ1 −µ2

(q2µ1g2 (θ)−q1µ2g1 (θ))
}
+

KII

√
2r
π

Re
{

1
µ1 −µ2

(q2g2 (θ)−q1g1 (θ))
}

(7-22)

式中，

gi (θ) =
√

cosθ +µi sinθ , i = 1,2

pi = a11µ2
i +a12 −a16µi, i = 1,2

qi = a12µi +
a22

µi
−a2, i = 1,2

各向异性材料裂纹尖端辅助应力场可取为

σ aux
11 =

KI√
2πr

Re
{

µ1µ2

µ1 −µ2

(
µ2

g2 (θ)
− µ1

g1 (θ)

)}
+

KII√
2πr

Re
{

1
µ1 −µ2

(
µ2

2
g2 (θ)

− µ2
1

g1 (θ)

)}

σ aux
12 =

KI√
2πr

Re
{

µ1µ2

µ1 −µ2

(
1

g1 (θ)
− 1

g2 (θ)

)}
+

KII√
2πr

Re
{

1
µ1 −µ2

(
µ1

g1 (θ)
− µ2

g2 (θ)

)}

σ aux
22 =

KI√
2πr

Re
{

1
µ1 −µ2

(
µ1

g2 (θ)
− µ2

g1 (θ)

)}
+

KII√
2πr

Re
{

1
µ1 −µ2

(
1

g2 (θ)
− 1

g1 (θ)

)}

(7-23)
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7.2 裂纹扩展准则

7.2.1 各向同性材料的最大周应力准则

最大周向拉应力强度因子理论的基本假设包括两点：1)裂纹沿垂直最大

周向拉应力的方向扩展；2)当最大周向拉应力强度因子达到临界值时裂纹开

始稳定扩展。

在极坐标系下，裂纹尖端区域的周向拉应力为式 (7-21)，假设周向拉应力

强度因子 Kθ 为

Kθ = lim
r→0

√
2πrσθ = cos

θ
2

[
KI

2
(1+ cosθ)− 3KII

2
sinθ

]
(7-24)

则极坐标系下裂纹尖端区域的周向拉应力可重写为

σθ =
1√
2πr

Kθ (7-25)

由假设 1)可知，裂纹扩展角 θ 应使上式取极大值，即

∂Kθ
∂θ

∣∣∣∣
θ=θ0

= 0

∂ 2Kθ
∂θ 2

∣∣∣∣
θ=θ0

< 0

(7-26)

则有

KIsinθ0 −KII (3cosθ0 −1) = 0

KI cos
θ0

2
(1−3cosθ0)+KIIsin

θ0

2
(9cosθ0 +5)< 0

(7-27)

由假设 2)可知，裂纹扩展准则为

Kθmax =
KI

KIc
cos3 θ0

2
− 3

2
KII

KIc
cos

θ0

2
sinθ0 = Kθ (7-28)

7.2.2 各向异性材料的最大周应力准则

Saouma [177]等于 1987年将各向同性材料的最大周向应力准则进行了推广，

并建立了各向异性材料的最大周向应力准则，各向异性材料裂纹尖端的全局

坐标系和局部坐标系以及裂纹扩展角如图7.2所示，裂纹尖端周向应力与直角

坐标系下的应力的关系为

σθ = σ11sin2θ +σ22 cos 2θ −2σ12sinθ cosθ (7-29)
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ω

θ

E1

E2

X2

x2

x1

X1

裂纹尖端

图 7.2 各向异性材料裂纹尖端的全局坐标系和局部坐标系

将正交各向异性材料的辅助应力场（式 (7-23)）代入上式

σθ =
KI√
2πr

Re [A(µ1B2 −µ2B1)]+
KII√
2πr

Re [A(B2 −B1)] (7-30)

式中，A =
1

µ1 −µ2
Bi = (cosθ +µi sinθ)1.5

对于与 x方向夹任意角度的裂纹来说，Kθ
Icr与 K1

Icr和 K2
Icr之间的关系为

[177]

Kθ
Icr = K1

Icr cos2 θ +K2
Icrsin2θ (7-31)

且

K2
Icr = K1

Icr
E1

E2
(7-32)

裂纹的扩展角需要满足

σθ
σmax

θ
=

KIRe [A(µ1B2 −µ2B1)]+KIIRe [A(B2 −B1)]

K1
Icr cos2 β +K2

Icrsin2β
= 1 (7-33)

式中，β = θ0 +ω。

或

Max


Re [A(µ1B2 −µ2B1)]+

KII

KI
Re [A(B2 −B1)]

cos2 β +
K1

Icr

K2
Icr

sin2β

 (7-34)
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7.3 裂纹的任意扩展

在裂纹的任意扩展过程中，将不可避免地出现节点离裂纹面很近的情况，

如图7.3(a)所示，当单元被间断划分出一个面积相对其他部分非常小的区域时，

高斯积分可能无法精确得到如此小区域的刚度矩阵，这将给整个结构的计算

带来显著的误差，在裂纹转折处水平集函数计算不准确的极端情况下，甚至会

使整个计算过程无法进行。为了克服这个问题，本文采取裂纹附近局部有限

网格重分的方法，如图7.3(b)所示，其中 xxxO为节点移动之前的位置坐标，xxxO’

为节点移动之后的位置坐标，lgap为裂纹与单元边交点和节点之间距离的最小

值，它的大小决定了是否需要对节点位置坐标进行修改。当出现节点离裂纹

面很近的情况时，将该节点沿裂纹法向，向远离裂纹的方向移动适当距离，但

移动的距离不能太大，以免出现网格畸变，节点移动位移的具体表达式为

∆xxx = f lennn (7-35)

式中，∆xxx为节点移动位移；le 为裂纹与单元边交点和节点之间距离取最小值

时，交点所在单元边的长度； f 为移动系数，根据网格的情况适当选取。

O

O’

O

O’

lgap

xO’

xO

(a) (b)

n

图 7.3 局部网格重分示意图

图7.4(a)中有很多单元节点与裂纹面之间的距离很小，经过上述局部有限

网格重分的方法进行处理之后的情况如图7.4(b)所示，重分过程中 f = 0.2。从

图中的对比情况可以看出，在没有过多影响网格划分质量的情况下，有效地

避免了出现节点离裂纹面很近的现象。
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(a) (b)

图 7.4 局部网格重分前后对比：(a)重分前；(b)重分后

7.4 数值算例

7.4.1 一侧具有贯穿裂纹的各向同性拉伸长方形板

本算例考虑有限长一侧具有贯穿裂纹的各向同性矩形板，几何尺寸和裂

纹如图7.5(a)所示，角度 ϕ 为裂纹与矩形板横向的夹角，矩形板的长度是宽度

的两倍，裂纹位于长度方向上的中心，板的两端受均匀单位拉应力作用，材

料参数为：E = 1.0 GPa，v = 0.3。矩形板的两种网格划分分别如图7.5(b)和 (c)

所示。当 ϕ = 0时，裂纹应力强度因子 KII = 0，根据 Irwin的理论应力强度因

子 KI为

KI =

[
1.12−0.23

(a
b

)
+10.56

(a
b

)2
−21.74

(a
b

)3
+30.42

(a
b

)4
]

σ0
√

πa (7-36)

对于三种不同裂纹长度，不同方法计算得到的一侧具有贯穿裂纹的各向

同性拉伸长方形板应力强度因子 KI结果对比见表7.1，从表中的对比情况可以

看出，扩展逐层理论计算得到的应力强度因子结果与文献吻合较好。

表 7.1 一侧具有贯穿裂纹的各向同性拉伸长方形板应力强度因子 KI

a/b 解析解
Mesh 20×40 Mesh 40×80 Mesh 50×100

Mohammadi [178] XLWM Mohammadi [178] XLWM XLWM
0.30 1.660 1.630 1.478 1.646 1.586 1.608
0.45 2.420 2.362 2.155 2.396 2.325 2.437
0.60 4.027 3.876 3.549 3.961 3.828 3.884

由于扩展逐层理论是准三维的，可以精确地计算得到应力在厚度方向上
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b=10

a=b/2=5

c

c

h
=

2
0

σ = 1

σ = 1
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图 7.5 一侧具有贯穿裂纹的各向同性拉伸长方形板：(a)几何示意图；(b) 20×40网
格；(c) 40×80网格

的变化，且各层的基体裂纹也被完全描述，所以基于扩展逐层理论可以得到

应力强度因子在厚度方向上的变化，这是扩展逐层理论相对现有板壳扩展有

限元方法的一个重要优势。对于三种不同裂纹长度，一侧具有贯穿裂纹的各

向同性拉伸长方形板应力强度因子 KI随厚度方向的变化如图7.6所示，从图中

可以看出，在矩形板宽度一定的情况下，裂纹长度对应力强度因子 KI随厚度

方向的变化规律有显著影响。整体上看，表面上的应力强度因子要大于中性

面上的，当裂纹长度与板宽之比接近 0.5时，应力强度因子 KI从表面到中性面

单调下降，而当裂纹长度与板宽之比大于或小于 0.5时，应力强度因子 KI 从

表面到中性面先减小而后增加。应力强度因子 KI在沿厚度的变化曲线关于板

的中性面对称。

一侧具有贯穿裂纹的各向同性拉伸长方形板位移和面内应力云图分别如

图7.7和7.8所示，其中裂纹长度和板宽度之比 a/b = 0.45。

下面将通过数值算例研究裂纹与板横向夹角 ϕ 对应力强度因子的影响情

况，图7.9给出了夹角 ϕ 对应力强度因子的影响，图中的应力强度因子为沿厚

度方向上的均值。从图7.9可以看出，KI随夹角 ϕ 的增加而减小，KII随夹角 ϕ

的增加先增加后减小，拐点处夹角 ϕ 约为 30◦。

夹角 ϕ 不同时应力强度因子沿厚度方向上的变化如图7.10所示，图中用沿

厚度方向上的均值对应力强度因子进行了归一化。应力强度因子 KI沿厚度的

变化幅度随夹角 ϕ 的增加先减小后增加，当夹角 ϕ 约为 18◦ 时 KI 沿厚度几乎
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图 7.6 一侧具有贯穿裂纹的各向同性拉伸长方形板应力强度因子 KI 随厚度方向的

变化

0.075

0.07

0.065

0.06

0.055

0.05

0.045

0.04

0.035

0.03

0.025

0.02

0.015

0.01

0.005

0

0.075

0.07

0.065

0.06

0.055

0.05

0.045

0.04

0.035

0.03

0.025

0.02

0.015

0.01

0.005

0

(a) (b)

图 7.7 一侧具有贯穿裂纹的各向同性拉伸长方形板位移云图：(a)位移 u1；(b)位移
u2

不变化。当夹角 ϕ 小于 18◦ 时应力强度因子 KI 从表面到中性面单调下降，而

当夹角 ϕ 大于 18◦时 KI 从表面到中性面单调增加。也就是说，当 ϕ 大于 18◦时

板中性面上的应力强度因子最大，而当 ϕ 小于 18◦ 时板上下表面上的应力强

度因子最大。应力强度因子 KII沿厚度的变化幅度随夹角 ϕ 的增加先减小，当

夹角 ϕ 约为 45◦时 KII沿厚度几乎不变化，且 KII从表面到中性面单调下降，即

板上下表面上的应力强度因子 KII最大。应力强度因子 KI和 KII在沿厚度的变

化曲线总是关于板的中性面对称，而且总是在 z = 0.2和 z = 0.8附近处等于沿

厚度方向上的均值。

考虑一个各向同性板裂纹扩展问题，裂纹的初始长度为 1.5，夹角 ϕ = 0，
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图 7.8 一侧具有贯穿裂纹的各向同性拉伸长方形板应力云图：(a)应力 σ11；(b)应力
σ22；(b)应力 σ12
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图 7.9 裂纹与板横向夹角 φ 对应力强度因子的影响：(a) KI；(b) KII

该算例中取每一步裂纹扩展的均值更新裂纹尖端的位置。图7.11给出了应力

强度因子随裂纹长度变化曲线，图7.12 给出了面内应力随裂纹扩展的云图，

图7.12中的应力强度因子为 KI。预测得到的裂纹扩展角度为零，与实际情况

相符。在裂纹的扩展过程中，应力强度因子 KI随裂纹长度的增加先缓慢增加

而后快速增加。

7.4.2 一侧具有贯穿裂纹的复合材料拉伸长方形板

本算例考虑的一侧具有贯穿裂纹的复合材料长方形板的几何尺寸、边界

条件、载荷以及网格划分与 7.4.1节中各向同性长方形板的相同，其材料参数

为
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图 7.10 夹角 ϕ 不同时应力强度因子沿厚度方向上的变化：(a) KI；(b) KII
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图 7.11 一侧具有贯穿裂纹的各向同性拉伸长方形板应力强度因子随裂纹长度变化

曲线

E11 = 114.8GPa，E22 =E33 = 11.7GPa，G12 =G13 = 9.66GPa，G23 = 6.21GPa，

v12 = v13 = 0.21，v23 = 0.40。

首先，利用文献 [125,126,179,180] 中的应力强度因子计算结果验证扩展逐层

理论在复合材料结构裂纹应力强度因子计算方面的正确性，其中 Asadpoure

等 [125,126]、Aliabadi 和 Sollero [180] 以及 Ghorashi [179] 的结果是分别基于 XFEM、

BEM和 XEFG计算得到的。对于 5中不同的材料主方向（0◦、30◦、45◦、60◦和

90◦），图7.13给出了扩展逐层理论得到的应力强度因子计算结果与文献的对

比情况，从图中的对比可知，扩展逐层理论计算得到应力强度因子与文献结

果吻合较好，验证了本文方法的正确性。
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图 7.12 一侧具有贯穿裂纹的各向同性拉伸长方形板面内应力随裂纹扩展的云图
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图 7.13 一侧具有贯穿裂纹的复合材料拉伸长方形板应力强度因子计算结果对比：

(a) KI；(b) KII

图7.14给出了应力强度因子在厚度方向上的变化，对于应力强度因子 KI沿

厚度的变化幅度来说，材料主方向角 θ = 45◦时最大，θ = 0◦时次之，θ = 90◦

时最小，而应力强度因子 KII 沿厚度的变化幅度随材料主方向角增加而减小。

与各向同性材料长方形板一样，应力强度因子 KI 和 KII 沿厚度的变化曲线总

是关于板的中性面对称，而且总是在 z = 0.2和 z = 0.8附近处等于沿厚度方向

上的均值。
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图 7.14 一侧具有贯穿裂纹的复合材料拉伸长方形板应力强度因子在厚度方向上的

变化：(a) KI；(b) KII

图7.15给出了复合材料拉伸长方形板应力 σ11、σ22和 σ12的云图，从图中

可以明显看出材料主方向角对裂尖应力分布的影响。
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图 7.15 一侧具有贯穿裂纹的复合材料拉伸长方形板应力云图：(a) 0◦；(b) 45◦；(c)
90◦
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下面将通过数值算例研究裂纹与板横向的角度 ϕ 对复合材料拉伸长方形

板应力强度因子的影响情况，裂纹与板横向的角度 ϕ 对复合材料层合板应力

强度因子的影响如图7.16 所示。对于 5 种不同的材料主方向（0◦、30◦、45◦、

60◦ 和 90◦），应力强度因子 KI 随角度 ϕ 的增加而减小，而减小的幅度随材料

主方向角的增加而下降，应力强度因子 KII随角度 ϕ 的增加而增加，材料主方

向角为零时的增加幅度要明显大于其它材料主方向角的增加幅度。

(a) (b)

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45
3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

13

 

 

θ = 0
θ = 30
θ = 45
θ = 60
θ = 90

φ (度)

正
则
化
的

 K
I,

m
ea

n

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45
0

1

2

3

4

5

6

7

 

 

φ  (度)

II
,m

ea
n

正
则
化
的

 K

θ = 0
θ = 30
θ = 45
θ = 60
θ = 90

图 7.16 裂纹与板横向的角度 ϕ 对复合材料层合板应力强度因子的影响：(a) KI；(b)
KII

对于不同的材料主方向角，图7.17-图7.21给出了角度 ϕ 不同时复合材料层

合板裂纹尖端应力强度因子随厚度方向的变化情况。对于不同材料主方向角

和角度 ϕ，应力强度因子 KI 和 KII 沿厚度的变化曲线总是关于板的中性面对

称，而且总是在 z = 0.2和 z = 0.8附近处等于沿厚度方向上的均值。

当材料主方向角为 0◦ 时，应力强度因子 KI 和 KII 沿厚度的变化幅度随角

度 ϕ 先减小而后增加，角度 ϕ 约为 26◦ 时变化幅度最小。当材料主方向角为

30◦、45◦和 60◦时，应力强度因子 KI和 KII沿厚度的变化幅度随角度 ϕ 增加而

减小。当材料主方向角为 90◦ 时，应力强度因子 KI 沿厚度的变化幅度随角度

ϕ 增加而增加，应力强度因子 KII则刚好相反。

考虑一个复合材料板裂纹扩展问题，裂纹的初始长度为 3.5，夹角 ϕ = 0。

该算例中取每一步裂纹扩展的均值更新裂纹尖端的位置，因为在扩展逐层理

论中不同单层的扩展角是不同的。图7.22给出了应力强度因子 KI和 KII随裂纹

长度变化曲线，图7.23给出裂纹的扩展路径。在裂纹的扩展过程中，应力强度

因子 KI 随裂纹长度的增加而增加，KII 随裂纹长度的增加，先增加而后减小。
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图 7.17 材料主方向角为 0◦时复合材料层合板裂纹尖端应力强度因子随厚度方向的
变化：(a) KI；(b) KII
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图 7.18 材料主方向角为 30◦ 时复合材料层合板裂纹尖端应力强度因子随厚度方向
的变化：(a) KI；(b) KII

材料主方向角为 0◦ 和 90◦ 时，预测得到的裂纹扩展角度为零，与实际情况相

符。文献 [181]提到，随着材料主方向角的增大，各向异性材料裂纹扩展角近似

按照周期为 π 的正弦函数变化，材料主方向角为 35◦ 时取最大值，135◦ 时取

最小值。在本文考虑的几种材料主方向角中，材料主方向角为 30◦时扩展角最

大，其次是 45◦，这些与文献中的结果相吻合。

7.4.3 含椭圆分层损伤拉伸长方形板的裂纹任意扩展

本算例考虑含分层损伤各向同性和复合材料层合板基体裂纹应力强度因

子的计算和裂纹任意扩展的预测问题，研究对象的几何尺寸如图6.16所示，初
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图 7.19 材料主方向角为 45◦ 时复合材料层合板裂纹尖端应力强度因子随厚度方向
的变化：(a) KI；(b) KII
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图 7.20 材料主方向角为 60◦ 时复合材料层合板裂纹尖端应力强度因子随厚度方向
的变化：(a) KI；(b) KII

始裂纹长度为 3.02mm，椭圆分层区域受单位均布载荷作用，分层损伤位于板

的中性面上。

首先研究含分层损伤各向同性板裂纹沿横向扩展问题，各向同性板的材

料参数为：E = 52GPa，v = 0.3。图7.24和7.25分别给出了应力强度因子随裂纹

长度的变化曲线和裂纹扩展过程中应力强度因子沿厚度的变化曲线。从图7.24

可以看出，应力强度因子 KI随着裂纹长度的增加而增加。当基体裂纹尖端离

分层前缘很近时，变化规律与基体裂纹尖端远离分层前缘时的完全不同，这

说明分层前缘对基体裂纹尖端应力场具有显著影响。当基体裂纹尖端离分层
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图 7.21 材料主方向角为 90◦ 时复合材料层合板裂纹尖端应力强度因子随厚度方向
的变化：(a) KI；(b) KII
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图 7.22 一侧具有贯穿裂纹的复合材料拉伸长方形板应力强度因子随裂纹长度变化

曲线：(a) KI；(b) KII

前缘很近时，板的中性面上的应力强度因子最大，而当基体裂纹尖端远离分

层前缘时板的，上下表面的应力强度因子最大。由于本算例的边界条件和载

荷都关于中性面对称，所以应力强度因子 KI沿厚度的变化曲线关于板的中性

面对称。

裂纹扩展最后的位移和面内应力云图分别如图7.26和图7.27所示。裂纹扩

展过程中，在分层前缘和基体裂纹尖端形成了明显的应力集中。在分层前缘，

对于应力 σ11和 σ22来说，应力集中分别在 ω = 0◦和 ω =±90◦方向上，而对于

应力 σ12来说，应力集中位于 ω =±45◦附近，ω 的含义如图6.3所示。
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图 7.23 不同材料主方向裂纹的扩展路径
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图 7.24 一侧具有贯穿裂纹的含分层损伤各向同性板应力强度因子随裂纹长度的变

化和沿厚度的变化曲线

含椭圆分层和基体裂纹损伤复合材料层合板的单层材料参数为：E11 =

114.8GPa，E22 = E33 = 11.7GPa，G12 = G13 = 9.66GPa，G23 = 6.21GPa，v12 =

v13 = 0.21，v23 = 0.40。考虑三种铺层方式：[30]8、[45]8和 [60]8，边界条件和载

荷与含分层损伤各向同性板的相同，椭圆分层分别位于第 4层间界面上，即

为 [θ/θ/θ/θ/∩/θ/θ/θ/θ ]。

图7.28和图7.29分别给出了应力强度因子随裂纹长度的变化曲线和裂纹扩

展过程中沿厚度方向的变化曲线（材料的主方向为 45◦），应力强度因子 KI随

着裂纹长度的增加而增加，应力强度因子 KII随着裂纹长度增加，总体上是先

增加而后减小，但变化过程中有较大震荡。与各向同性板类似的是，当基体
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图 7.25 一侧具有贯穿裂纹的含分层损伤各向同性板应力强度因子厚度的变化曲线
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图 7.26 一侧具有贯穿裂纹的含分层损伤各向同性板裂纹扩展最后的位移云图：(a)
位移 u1；(b)位移 u2；(c)位移 u3

裂纹尖端离分层前缘很近时，变化规律与基体裂纹尖端远离分层前缘时的完

全不同，且当基体裂纹尖端离分层前缘很近时应力强度因子 KI 和 KII 沿厚度

的变化幅度要明显大于基体裂纹尖端远离分层前缘时的。由于本算例的边界

条件、载荷和纤维铺层角都关于中性面对称，所以应力强度因子 KI和 KII在沿

厚度的变化曲线关于板的中性面对称。

裂纹扩展到最后的位移和应力云图分别如图7.30和图7.31所示。裂纹扩展

过程中，在分层前缘和基体裂纹尖端形成了明显的应力集中。与各向同性板相

比，可以看出纤维铺层角对位移和应力的分布有显著影响。在分层前缘，对于

应力 σ11，应力集中在ω =−30◦方向附近，对于应力 σ22，应力集中在ω =−45◦

和 ω = 90◦方向上，而对于应力 σ12来说，应力集中位于 ω =±45◦附近。
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图 7.27 一侧具有贯穿裂纹的含分层损伤各向同性板裂纹扩展最后的应力云图：(a)
应力 σ11；(b)应力 σ22；(c)应力 σ12

三种不同材料主方向（θ = 30◦，θ = 45◦，θ = 60◦）裂纹的扩展路径如

图7.32所示，材料主方向角为 30◦时扩展角最大，其次是 45◦。
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图 7.28 一侧具有贯穿裂纹的含分层损伤复合材料板应力强度因子随裂纹长度的变

化曲线：(a) KI；(b) KII

7.5 本章小结

本章将扩展逐层理论应用于复合材料层合板结构裂纹应力强度因子的计

算和裂纹的任意扩展问题，分别利用相互作用积分法和最大周向应力准则计

算裂纹尖端的应力强度因子和裂纹扩展角度。通过数值算例验证了本文方法

在应力强度因子和裂纹扩展角的计算方面的正确性，并研究了各向同性材料

和各向异性材料裂纹与板横向夹角对应力强度因子的影响情况，以及应力强
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图 7.29 一侧具有贯穿裂纹的含分层损伤复合材料板应力强度因子厚度的变化曲线：

(a) KI；(b) KII
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图 7.30 一侧具有贯穿裂纹的含分层损伤复合材料板裂纹扩展最后的位移云图：(a)
位移 u1；(b)位移 u2；(c)位移 u3

度因子在板厚度方向上的变化规律。研究结果表明：

1. 基于扩展逐层理论计算得到的各向同性材料和各向异性材料的应力强度

因子与文献结果吻合较好；

2. 基于扩展逐层理论和各向异性材料相互作用积分可以得到应力强度因子

在板厚度方向上的变化规律，进而预测得到的复合材料层合板裂纹扩展

角在各单层上是不同的，这是扩展逐层理论相对其它传统分析方法在板

壳裂纹任意扩展预测方面的最大优势；

3. 无论是各向同性材料还是各向异性材料，应力强度因子 KI 和 KII 沿厚度

的变化曲线总是关于板的中性面对称，而且总是在 z = 0.2和 z = 0.8附近

处等于沿厚度方向上的均值；
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图 7.31 一侧具有贯穿裂纹的含分层损伤复合材料板裂纹扩展最后的面内应力云图：

(a)应力 σ11；(b)应力 σ22；(c)应力 σ12

30
○

60○

45○

图 7.32 不同材料主方向裂纹的扩展路径

4. 基于扩展逐层理论和各向异性材料最大周向应力准则预测的复合材料裂

纹扩展角与文献相吻合。

5. 当基体裂纹尖端离分层前缘很近时，变化规律与基体裂纹尖远端离分层

前缘时的完全不同，这说明分层前缘对基体裂纹尖端应力场具有显著影

响。
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第 8章 全文总结与展望

8.1 全文总结

随着设计水平和成型工艺的不断提高，整体成型复合材料的结构形式变

得越来越复杂，对现有分析理论提出了严重挑战。且复合材料自身的复杂性

导致了其损伤的复杂性和形式的多样性，能同时精确描述基体裂纹和层间分

层的分析方法是通过数值方法提高结构抗冲击能力设计水平的关键。本文针

对以上复合材料结构在工程应用中遇到的实际问题展开了理论与数值计算相

结合的研究，主要研究成果如下：

1. 结合逐层理论应力分析精确高和三维实体元建模能力强的优点，建立了

一种复合材料加筋板壳结构的逐层/实体元方法，并将该方法应用于复合

材料加筋板壳结构静力和自由振动问题。该方法在没有任何有关加强筋

假设的情况下，既可以得到板壳的精确应力应变解，又可以考虑任意复

杂的加强筋结构，特别适合具有复杂加强筋的复合材料层合板结构。

2. 将复合材料加筋板壳结构的逐层/实体元方法推广应用于复合材料夹芯结

构，建立了一种复合材料蜂窝夹芯结构的逐层/实体元方法，以及芯子结

构的三种建模方法：全局模型、局部模型和等效模型，并基于逐层/实体

元方法建立了复合材料夹芯结构的静动力半解析和有限差分灵敏度分析

方法。通过静动力数值算例，验证了该方法及其灵敏度分析方法的正确

性，并对比研究了三种芯子结构建模方法在静动力响应及其灵敏度分析

中的表现。将逐层/实体元方法用于复合材料夹芯结构分析时，能够准确

得到结构在集中载荷作用下的局部应力应变，模拟上下面板变形的不一

致性，而且能避免或降低芯子较大厚度带来的分析误差。

3. 利用非线性 Heltz接触律和渐进损伤分析模型，将复合材料加筋结构和

夹芯结构的逐层/实体元方法应用于复合材料中低速冲击问题中，建立了

复合材料加筋结构和夹芯结构的中低速冲击渐进损伤分析模型。该分析

模型能准确得到冲击体和靶体结构的冲击响应，尤其是靶体结构的局部

响应，能准确预测纤维断裂/屈曲、基体裂纹和层间分层损伤的起始和累

积过程。

4. 结合逐层理论和扩展有限元方法的各自优点，将复杂的具有明显层特征

的三维复合材料层合板裂纹解耦为两个二维裂纹（对于层合梁来说是两
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个一维裂纹），建立了含多层分层和多处基体裂纹损伤复合材料层合梁

和层合板结构的扩展逐层理论。扩展逐层理论不仅能同时精确描述复合

材料层合结构中的多层分层和多处基体裂纹损伤，还能精确分析分层前

缘和裂纹尖端的位移场和应力场，为复合材料层合结构冲击损伤的模拟

提供了一种新的精确分析方法。

5. 利用各向同性材料和各向异性材料的相互作用积分和最大周向应力准则，

将复合材料层合结构的扩展逐层理论应用于各向同性板和复合材料层合

板的裂纹任意扩展问题上。并通过数值算例验证了该方法的正确性，得

到了裂纹尖端应力强度因子在各向同性板和复合材料层合板厚度方向上

的变化规律，以及层合结构各单层裂纹扩展时角度不同的现象。

本文主要有以下四个创新性成果：

1. 建立了适合分析具有任意复杂加强筋复合材料层合板壳结构的逐层/实体

元方法，避免了加强筋结构等效方法给整体分析结果带来的误差，且在

局部响应分析方面（尤其是板壳与加强筋连接处）比传统分析方更具有

优势；

2. 建立了复合材料夹芯结构的逐层/实体元方法，针对实际工程应用，提出

了芯子结构的三种建模方法：全局模型、局部模型和等效模型。逐层/实

体元方法与三种建模方法联合使用，能降低或避免芯子结构等效算法带

来的误差，也能避免芯子结构厚度给板壳分析理论带来的误差；

3. 提出了复合材料层合梁结构的扩展逐层理论，能同时精确描述复合材料

层合结构中的多层分层和多处基体裂纹损伤，拓展了扩展有限元方法在

复合材料结构损伤分析和预测问题上的应用，为复合材料层合结构的损

伤模拟提供了一种精确的新方法；

4. 基于各向异性材料裂纹尖端扩充函数，将扩展逐层理论推广应用于复合

材料材料层合板结构，能精确分析分层前缘和裂纹尖端的位移场和应力

场。结合各向异性材料的相互作用积分，能精确预测裂纹尖端应力强度

因子在层合板厚度方向上的变化。

8.2 展望

本文提出的两种复合材料层合结构分析方法的思想和应用范围可以进一

步推广，今后可以在以下几个方面对其进行发展和推广应用：

1. 在分析大型复合材料加筋结构和夹芯结构的固有频率时，本文的逐层/实
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体元方法可以与子结构方法相结合，达到缩减控制方程中的自由度的目

的，提高逐层/实体元方法分析复杂结构的能力；

2. 现有逐层/实体元方法中基于位移协调和内力平衡条件进行连接面耦合的

算法必须保证连接面单元和节点的一致性，这在实际工程应用中不是很

方便，同时也加大了复杂结构的建模难度，对此可以结合一些已有的方

法加以改进，如固连接触面方法；

3. 扩展逐层理论可以进一步推广应用于圆柱壳、球壳和扁壳等结构，以及

压电、磁电等材料领域；

4. 如果在扩展逐层理论中考虑分层面和基体裂纹面的接触条件，并结合虚

拟裂纹闭合技术 (VCCT)，扩展逐层方法可以很方便地应用于复合材料层

合结构的低速冲击损伤预测问题。

5. 如果将本文中逐层/实体元方法和扩展逐层理论相结合，则可建立复合材

料加筋结构和夹芯结构的扩展逐层理论。
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A.1 Reddy复合材料层合板壳逐层理论的控制矩阵

对于复合材料层合圆柱壳的非线性问题

K11kemn = ψm,x
(
A1

11keψn,x +A1
16keψn,y

)
+ψm,y

(
A1

16keψn,x +A1
66keψn,y

)
+ψmA3

55keψn

(A-1)

K12kemn = ψm,x
(
A1

12keψn,y +A1
16keψn,x

)
+ψm,y

(
A1

26keψn,y +A1
66keψn,x

)
+ψm

(
A3

45keψn −A2
45ke

ψn

R

) (A-2)

K12kemn = ψm
(
A2

45keψn,y +A2
55keψn,x

)
+ψm,x

(
A1

12ke
ψn

R
+A2

13keψn

)
+ψm,y

(
A1

26ke
ψn

R
+A2

36keψn

)
+

1
2

ψm,x
(
D1

11kepwp,xψn,x +D1
12kepwp,yψn,y

+D1
16kepwp,xψn,y +D1

16kepwp,yψn,x

)
+

1
2

ψm,y
(
D1

16kepwp,xψn,x +D1
26kepwp,yψn,y

+D1
66kepwp,xψn,y +D1

66kepwp,yψn,x

)

(A-3)

K21kemn = ψm,y
(
A1

12keψn,x +A1
26keψn,y

)
+ψm,x

(
A1

16keψn,x +A1
66keψn,y

)
+ψmA3

45keψn −
ψm

R
A2

45keψn

(A-4)

K22kemn = ψm,y
(
A1

22keψn,y +A1
26keψn,x

)
+ψm,x

(
A1

26keψn,y +A1
66keψn,x

)
+ψm

(
A3

44keψn −A2
44ke

ψn

R

)
− ψm

R

(
A2

44keψn −A1
44ke

ψn

R

) (A-5)

211



附录 A 附录

K13kemn = ψm
(
A2

45keψn,y +A2
55keψn,x

)
+ψm,x

(
A1

12ke
ψn

R
+A2

13keψn

)
+ψm,y

(
A1

26ke
ψn

R
+A2

36keψn

)
+

1
2

ψm,x
(
D1

11kepwp,xψn,x +D1
12kepwp,yψn,y

+D1
16kepwp,xψn,y +D1

16kepwp,yψn,x

)
+

1
2

ψm,y
(
D1

16kepwp,xψn,x +D1
26kepwp,yψn,y

+D1
66kepwp,xψn,y +D1

66kepwp,yψn,x

)

(A-6)

K23kemn = ψm,y

(
A1

22ke
ψn

R
+A2

23keψn

)
+ψm,x

(
A1

26ke
ψn

R
+A2

36keψn

)
+ψm

(
A2

44keψn,y +A2
45keψn,x

)
− ψm

R

(
A1

44keψn,y +A1
45keψn,x

)
+

1
2

ψm,x
(
D1

16kepwp,xψn,x +D1
26kepwp,yψn,y

+D1
66kepwp,xψn,y +D1

66kepwp,yψn,x

)
+

1
2

ψm,y
(
D1

12kepwp,xψn,x +D1
22kepwp,yψn,y

+D1
26kepwp,xψn,y +D1

26kepwp,yψn,x

)

(A-7)

K31kemn =
ψm

R

(
A1

12keψn,x +A1
26keψn,y

)
+ψm,x

(
A1

16keψn,x +A1
66keψn,y

)
+ψm

(
A2

13keψn,x +A2
36keψn,y

)
+ψm,yA2

45keψn +ψm,xA2
55keψn

+ψm,xwp,x

(
D1

11kepψn,x +D1
16kepψn,y

)
+ψm,ywp,y

(
D1

12kepψn,x +D1
26kepψn,y

)
+(ψm,xwp,y +ψm,ywp,x)

(
D1

16kepψn,x +D1
66kepψn,y

)
(A-8)

212



附录 A 附录

K32kemn =
ψm

R

(
A1

22keψn,y +A1
26keψn,x

)
+ψm

(
A2

23keψn,y +A2
36keψn,x

)
+ψm,y

(
A2

44keψn −A1
44ke

ψn

R

)
+ψm,x

(
A2

45keψn −A1
45ke

ψn

R

)
+ψm,xwp,x

(
D1

12kepψn,y +D1
16kepψn,x

)
+ψm,ywp,y

(
D1

22kepψn,y +D1
26kepψn,x

)
+(ψm,xwp,y +ψm,ywp,x)

(
D1

26kepψn,y +D1
66kepψn,x

)
(A-9)

K33kemn =
ψm

R

(
A1

22ke
ψn

R
+A2

23keψn
)
+ψm

(
A2

23ke
ψn

R
+A3

33keψn
)

+ψm,y
(
A1

44keψn,y +A1
45keψn,x

)
+ψm,x

(
A1

45keψn,y +A1
55keψn,x

)
+ψm,xwp,x

(
D1

12kep
ψn

R
+D2

13kepψn

)
+ψm,ywp,y

(
D1

22kep
ψn

R
+D2

23kepψn

)
+

1
2

ψm

R

(
D1

12kepwp,xψn,x +D1
22kepwp,yψn,y +D1

26kepwp,xψn,y +D1
26kepwp,yψn,x

)
+

1
2

ψm
(
D2

13kepwp,xψn,x +D2
23kepwp,yψn,y +D2

36kepwp,xψn,y +D2
36kepwp,yψn,x

)
+(ψm,xwp,y +ψm,ywp,x)

(
D1

26kep
ψn

R
+D2

36kepψn

)
+

1
2

ψm,xwp,x
(
F11kepqwq,xψn,x +F12kepqψn,ywq,y

+ F16kepqwq,xψn,y +F16kepqwq,yψn,x
)

+
1
2

ψm,ywp,y
(
F12kepqwq,xψn,x +F22kepqψn,ywq,y

+ F26kepqwq,xψn,y +F26kepqwq,yψn,x
)

+
1
2
(ψm,xwp,y +ψm,ywp,x)

(
F16kepqwq,xψn,y+

+ F26kepqψn,ywq,y +F66kepqwq,xψn,y +F66kepqψn,xwq,y
)

(A-10)

对于复合材料层合板的线性问题
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A.2 扩展逐层理论刚度系数积分结果

式 (5-22)沿厚度积分后可得等效刚度系数的具体表达式为
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hN−1 +2hN

6
C(N)

pq +
h3

N−1

6(hN−1 +hN)
2C(N−1)

pq if e = k = N

+
hk
(
3h2

k−1 +3hk−1hk +h2
k

)
6(hN−1 +hN)

2 C(N)
pq

h2
N−1 (hN−1 +3hN)

12(hN−1 +hN)
2 C(N−1)

pq +
h2

N (3hN−1 +hN)

12(hN−1 +hN)
2 C(N)

pq if e = k−1

hN

12
C(N)

pq if e = k+1

0 if e < k−1

(k = N)

(A-23)

A1
pqii(N+1)e =



hN

6
C(N)

pq if e = k = N +1

hN

12
C(N)

pq if e = k−1

0 if e < k−1

(k = N +1) (A-24)

A2
pqii0e =



−1
2

C(1)
pq if e = k = 0

−1
2

C(1)
pq if e = k+1

0 if e > k+1

(k = 0) (A-25)

A2
pqii1e =



C(1)
pq

2
− h1 (h1 +2h2)

2(h1 +h2)
2 C(1)

pq − h2
2

2(h1 +h2)
2C(2)

pq if e = k = 1

− h2
1

2(h1 +h2)
2C(1)

pq − h2 (2h1 +h2)

2(h1 +h2)
2 C(2)

pq if e = k+1

0 if e > k+1

(k = 1) (A-26)
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附录 A 附录

A2
pqiike =



h2
k−1

2(hk−1 +hk)
2C(k−1)

pq +
hk (2hk−1 +hk)

2(hk−1 +hk)
2 C(k)

pq if e = k

−hk (hk +2hk+1)

2(hk +hk+1)
2 C(k)

pq −
h2

k+1

2(hk +hk+1)
2C(k+1)

pq

hk−1 (hk−1 +2hk)

2(hk−1 +hk)
2 C(k−1)

pq +
h2

k

2(hk−1 +hk)
2C(k)

pq if e = k−1

−
h2

k

2(hk +hk+1)
2C(k)

pq − hk+1 (2hk +hk+1)

2(hk +hk+1)
2 C(k+1)

pq if e = k+1

0 if e > k+1

(2 ≤ k ≤ N −1)

(A-27)

A2
pqiiNe =



−C(N)
pq

2
+

h2
N−1

2(hN−1 +hN)
2C(N−1)

pq +
hN (2hN−1 +hN)

2(hN−1 +hN)
2 C(N)

pq if e = k = N

−hN−1 (hN−1 +2hN)

2(hN−1 +hN)
2 C(N−1)

pq − h2
N

2(hN−1 +hN)
2C(N)

pq if e = k−1

0 if e < k−1

(k = N)

(A-28)

A2
pqii(N+1)e =



1
2

C(N)
pq if e = k = N +1

1
2

C(N−1)
pq if e = k−1

0 if e < k−1

(k = N +1) (A-29)

A3
pqii0e =



−1
2

C(1)
pq if e = k = 0

1
2

C(1)
pq if e = k+1

0 if e > k+1

(k = 0) (A-30)
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附录 A 附录

A3
pqii1e =



C(1)
pq

2
− h1 (h1 +2h2)

2(h1 +h2)
2 C(1)

pq − h2
2

2(h1 +h2)
2C(2)

pq if e = k = 1

h1 (h1 +2h2)

2(h1 +h2)
2 C(1)

pq +
h2

2

2(h1 +h2)
2C(2)

pq if e = k+1

0 if e > k+1

(k = 1) (A-31)

A3
pqiike =



h2
k−1

2(hk−1 +hk)
2C(k−1)

pq +
hk (2hk−1 +hk)

2(hk−1 +hk)
2 C(k)

pq if e = k

−hk (hk +2hk+1)

2(hk +hk+1)
2 C(k)

pq −
h2

k+1

2(hk +hk+1)
2C(k+1)

pq

−
h2

k−1

2(hk−1 +hk)
2C(k−1)

pq +
hk (2hk−1 +hk)

2(hk−1 +hk)
2 C(k)

pq if e = k−1

hk (hk +2hk+1)

2(hk +hk+1)
2 C(k)

pq +
h2

k+1

2(hk +hk+1)
2C(k+1)

pq if e = k+1

0 if e > k+1

(2 ≤ k ≤ N −1)

(A-32)

A3
pqiiNe =



−C(N)
pq

2
+

h2
N−1

2(hN−1 +hN)
2C(N−1)

pq +
hN (2hN−1 +hN)

2(hN−1 +hN)
2 C(N)

pq if e = k = N

−
h2

N−1

2(hN−1 +hN)
2C(N−1)

pq − hN (2hN−1 +hN)

2(hN−1 +hN)
2 C(N)

pq if e = k−1

0 if e < k−1

(k = N)

(A-33)

A3
pqii(N+1)e =



C(N)
pq

2
if e = k = N +1

−C(N−1)
pq

2
if e = k−1

0 if e < k−1

(k = N +1) (A-34)
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附录 A 附录

A4
pqii0e =



2
h1

C(1)
pq if e = k = 0

− 2
h1

C(1)
pq if e = k+1

0 if e > k+1

(k = 0) (A-35)

A4
pqii1e =



2
h1

C(1)
pq +

2h1

(h1 +h2)
2C(1)

pq +
2h2

(h1 +h2)
2C(2)

pq if e = k = 1

− 2h1

(h1 +h2)
2C(1)

pq − 2h2

(h1 +h2)
2C(2)

pq if e = k+1

0 if e > k+1

(k = 1) (A-36)

A4
pqiike =



2

(hk−1 +hk)
2

(
hk−1C(k−1)

pq +hkC
(k)
pq

)
if e = k

+
2

(hk +hk+1)
2

(
hkC

(k)
pq +hk+1C(k+1)

pq

)
2

(hk +hk+1)
2

(
hkC

(k)
pq +hk+1C(k+1)

pq

)
if e = k+1

0 if e > k+1

(2 ≤ k ≤ N −1)

(A-37)

A4
pqiiNe =



2
hN

C(N)
pq +

2hN−1

(hN−1 +hN)
2C(N−1)

pq +
2hN

(hN−1 +hN)
2C(N)

pq if e = k = N

− 2hN−1

(hN−1 +hN)
2C(N−1)

pq − 2hN

(hN−1 +hN)
2C(N)

pq if e = k−1

0 if e < k−1

(k = N)

(A-38)

A4
pqii(N+1)e =



2
hN

C(N)
pq if e = k = N +1

− 2
hN

C(N)
pq if e = k−1

0 if e < k−1

(k = N +1) (A-39)
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附录 A 附录

A1
pqrrke =



h3
k−1

10(hk−1 +hk)
2C(k−1)

pq +
hk
(
10h2

k−1 +h2
k +5hk−1hk

)
60(hk−1 +hk)

2 C(k)
pq if e = k

+
hk
(
h2

k +5hkhk+1 +10h2
k+1

)
60(hk +hk+1)

2 C(k)
pq +

h3
k+1

10(hk +hk+1)
2C(k+1)

pq

h2
k (hk +5hk+1)

40(hk +hk+1)
2C(k)

pq +
h2

k+1 (5hk +hk+1)
3

40(hk +hk+1)
2 C(k+1)

pq if e = k+1

0 if e > k+1
(A-40)

A2
pqrrke =



h2
k−1

2(hk−1 +hk)
2

(
C(k−1)

pq −C(k)
pq

)
+

h2
k+1

2(hk +hk+1)
2

(
C(k)

pq −C(k+1)
pq

)
if e = k

hk−1 (hk−1 +4hk)

6(hk−1 +hk)
2 C(k−1)

pq +
hk (−2hk−1 +hk)

6(hk−1 +hk)
2 C(k)

pq if e = k−1

−hk (hk −2hk+1)

6(hk +hk+1)
2 C(k)

pq − hk+1 (4hk +hk+1)

6(hk +hk+1)
2 C(k+1)

pq if e = k+1

0 if e > k+1

(2 ≤ k ≤ N −1)

(A-41)

A3
pqrrke =



h2
k−1

2(hk−1 +hk)
2

(
C(k−1)

pq −C(k)
pq

)
+

h2
k+1

2(hk +hk+1)
2

(
C(k)

pq −C(k+1)
pq

)
if e = k

−hk−1 (hk−1 −2hk)

6(hk−1 +hk)
2 C(k)

pq − hk (4hk−1 +hk)

6(hk−1 +hk)
2 C(k+1)

pq if e = k−1

hk (hk +4hk+1)

6(hk +hk+1)
2 C(k)

pq +
hk+1 (−2hk +hk+1)

6(hk +hk+1)
2 C(k+1)

pq if e = k+1

0 if e > k+1

(2 ≤ k ≤ N −1)

(A-42)
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A4
pqrrke =



8hk−1

3(hk−1 +hi)
2C(k−1)

pq +
2
(
3h2

k−1 +h2
k

)
3hk (hk−1 +hk)

2C(k)
pq if e = k

+
2
(
h2

k +3h2
k+1

)
3hk (hk +hk+1)

2C(k)
pq +

8hk+1

3(hk +hk+1)
2C(k+1)

pq

−2(hk −3hk+1)

3(hk +hk+1)
2 C(k)

pq +
2(3hk −hk+1)

3(hk +hk+1)
2 C(k+1)

pq if e = k+1

0 if e > k+1

(A-43)

A1
pqirke =



h3
k−1

8(hk−1 +hk)
2C(k−1)

pq +
hk
(
6h2

k−1 +h2
k +4hk−1hk

)
24(hk−1 +hk)

2 C(k)
pq if e = k

+
hk
(
h2

k +4hkhk+1 +6h2
k+1

)
24(hk +hk+1)

2 C(k)
pq +

h3
k+1

8(hk +hk+1)
2C(k+1)

pq

h2
k (hk +4hk+1)

24(hk +hk+1)
2C(k)

pq +
h2

k+1 (4hk +hk+1)
3

24(hk +hk+1)
2 C(k+1)

pq if e = k+1

0 if e > k+1
(A-44)

A2
pqirke =



h2
k−1

3(hk−1 +hk)
2C(k−1)

pq +
hk (3hk−1 +hk)

6(hk−1 +hk)
2 C(k)

pq if e = k

−hk (hk +3hk+1)

6(hk +hk+1)
2 C(k)

pq −
h2

k+1

3(hk +hk+1)
2C(k+1)

pq

hk−1 (hk−1 +3hk)

6(hk−1 +hk)
2 C(k−1)

pq +
h2

k

3(hk−1 +hk)
2C(k)

pq if e = k−1

−
h2

k

3(hk +hk+1)
2C(k)

pq − hk+1 (3hk +hk+1)

6(hk +hk+1)
2 C(k+1)

pq if e = k+1

0 if e > k+1

(2 ≤ k ≤ N −1)

(A-45)
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A3
pqirke =



2h2
k−1

3(hk−1 +hi)
2C(k−1)

pq −
(
6h2

k−1 +3hk−1hk +h2
k

)
6(hk−1 +hk)

2 C(k)
pq if e = k

+

(
h2

k +3hkhk+1 +6h2
k+1

)
6(hk +hk+1)

2 C(k)
pq −

2h2
k+1

3(hk +hk+1)
2C(k+1)

pq

−hk−1 (hk−1 −3hk)

6(hk−1 +hk)
2 C(k−1)

pq − hk (3hk−1 +hk)

3(hk−1 +hk)
2 C(k)

pq if e = k−1

hk (hk +3hk+1)

3(hk +hk+1)
2 C(k)

pq +
hk+1 (−3hk +hk+1)

6(hk +hk+1)
2 C(k+1)

pq if e = k+1

0 if e > k+1

(2 ≤ k ≤ N −1)

(A-46)

A4
pqirke =



2hk−1

(hk−1 +hk)
2

(
C(k−1)

pq −C(k)
pq

)
+

2hk+1

(hk +hk+1)
2

(
C(k+1)

pq −C(k)
pq

)
if e = k

2hk

(hk +hk+1)
2

(
−C(k)

pq +C(k+1)
pq

)
if e = k+1

0 if e > k+1
(A-47)

A1
pqrike = A1

pqirke (A-48)
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A2
pqrike =



2h2
k−1

3(hk−1 +hk)
2C(k−1)

pq −
(
6h2

k−1 +3hk−1hk +h2
k

)
6(hk−1 +hk)

2 C(k)
pq if e = k

+

(
h2

k +3hkhk+1 +6h2
k+1

)
6(hk +hk+1)

2 C(k)
pq −

2h2
k+1

3(hk +hk+1)
2C(k+1)

pq

hk−1 (hk−1 +3hk)

3(hk−1 +hk)
2 C(k−1)

pq +
hk (−3hk−1 +hk)

6(hk−1 +hk)
2 C(k)

pq if e = k−1

−hk (hk −3hk+1)

6(hk +hk+1)
2 C(k)

pq − hk+1 (3hk +hk+1)

3(hk +hk+1)
2 C(k+1)

pq if e = k+1

0 if e > k+1

(2 ≤ k ≤ N −1)

(A-49)

A3
pqrike =



h2
k−1

3(hk−1 +hi)
2C(k−1)

pq +
hk (3hk−1 +hk)

6(hk−1 +hk)
2 C(k)

pq if e = k

−hk (hk +3hk+1)

6(hk +hk+1)
2 C(k)

pq −
h2

k+1

3(hk +hk+1)
2C(k+1)

pq

−
h2

k−1

3(hk−1 +hk)
2C(k−1)

pq − hk (3hk−1 +hk)

6(hk−1 +hk)
2 C(k)

pq if e = k−1

hk (hk +3hk+1)

6(hk +hk+1)
2 C(k)

pq +
h2

k+1

3(hk +hk+1)
2C(k+1)

pq if e = k+1

0 if e > k+1

(2 ≤ k ≤ N −1)

(A-50)

A4
pqrike =



2hk−1

(hk−1 +hk)
2

(
C(k−1)

pq −C(k)
pq

)
+

2hk+1

(hk +hk+1)
2

(
C(k+1)

pq −C(k)
pq

)
if e = k

2hk+1

(hk +hk+1)
2

(
C(k)

pq −C(k+1)
pq

)
if e = k+1

0 if e > k+1
(A-51)
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A1
pqllke =



hk

6
C(k−1)

pq +
hk+1

6
C(k+1)

pq if e = k

0 if e = k+1

0 if e > k+1

(A-52)

A2
pqllke = 0



1
2

C(k−1)
pq − 1

2
C(k+1)

pq if e = k
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