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摘 要

摘 要

冲击爆炸问题在国民经济和科学技术中有广泛而重要的应用。数值模拟是

进行这类问题研究的重要手段，但冲击爆炸问题涉及多种学科，往往非常复

杂，对数值方法提出了很大的挑战。无网格法在处理大变形问题以及涉及材料

破坏的问题具有优势，为冲击爆炸问题的数值模拟提供了有效工具。一些质

点类无网格法，如光滑质点动力学方法（SPH）已经取得了相当丰富的成果，

得到了工程界的认可。本文针对超高速碰撞和爆炸问题，基于无网格物质点

法（MPM），研究适合对冲击爆炸问题进行模拟的数值方法，研制三维物质点

法程序，建立有效的数值模拟工具。

针对有限元在求解超高速碰撞问题遇到的网格畸变这一困难，本文借鉴物

质点法的思想，提出了物质点有限元法。在物质点有限元法中，仍用有限单元

离散物体，在大变形区域布置背景网格，被背景网格覆盖的区域将结点视为物

质点，用物质点法进行计算，其他区域仍用有限元法求解，从而解决有限元法

在处理大变形问题时网格畸变的问题。通过 Taylor杆碰撞的模拟和弹丸超高速

碰撞薄板的模拟，说明了此方法在效率上和在描述碎片云的形成过程上都比有

限元法具有优势。

针对物质点法存在的数值断裂问题，本文提出了在物质点法中自适应分裂

质点的方案，使物质点法可以在质点变形最大的方向上自适应分裂质点，从而

避免了数值断裂。将自适应分裂质点物质点法用于激波管、爆轰驱动飞片、聚

能射流等问题的模拟和分析，取得了较好的效果。

在理论和算法研究的基础上，研制了用于冲击爆炸问题的三维显式物质点

法程序MPM3DPP。从影响点搜索、形函数、稳定性、时间积分、边界条件和

接触算法等方面对物质点法和 SPH方法进行了比较，通过 Taylor杆问题和超高

速碰撞问题的模拟了进行比较和分析。

关键词：超高速碰撞；爆炸；无网格法；物质点法；数值模拟
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Abstract

Abstract

The impact and explosion problems have broad and significant applications in the

national economy and technology. Numerical simulation is an important study ap-

proach for this kind of problems. However, the impact and explosion problems cover

a broad range of disciplines, and are often very complicated. It is a great challenge

for numerical methods. Meshfree methods have advantages in dealing with large de-

formation and material fracture. They are effective tools for simulation of impact and

explosion problems. Some meshfree particle methods, such as smoothed particle hy-

drodynamics (SPH), have many successful applications in this area, and are accepted

by engineers. In this paper, studies are carried out based on the material point method

(MPM) with the aim of solving hypervelocity impact and explosion problems. The

numerical methods for impact and explosion problems are investigated. A three di-

mensional material point method code has been developed as an effective numerical

simulation tool.

Finite element method has the difficulty of mesh distortion in solving the hyper-

velocity impact problems. An explicit material point finite element method is proposed

by using the idea of the material point method. The material domain is discretized by

finite elements. The momentum equations are solved on a predefined computational

grid (like the material point method) in the large deformation zone, and on the finite

element mesh (like the traditional finite element method) elsewhere. Mesh distortion

problem is avoided in material point finite element method. The advantages of the

proposed method in efficient and depicting debris cloud are illustrated by simulating

Taylor bar impact problem and hypervelocity impact problem.

To solve the numerical fracture problem existing in the material point method , an

adaptive particle splitting scheme was proposed. The particle can be split adaptively in

the direction with the largest deformation. The adaptive material point method has been

applied in the shock tube, explosively driven flyer, and shaped charge jet formation
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Abstract

problems with good performance.

Based on theoretical and algorithmic studies, three dimensional explicit material

point method code MPM3DPP is developed. SPH and MPM are compared in neighbor

searching, approximation functions, consistency of shape functions, instability, time

integration, boundary conditions and contact algorithm. The taylor bar impact problem

and hypervelocity impact problem are analyzed by the two methods for comparison.

Key words: hypervelocity impact; explosion; meshfree methods; material point

method; numerical simulation
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主要符号对照表

MPM 物质点法 (Material Point Method)

SPH 光滑质点流体动力学方法 (Smoothed Particle Hydrodynamics)

ρ 密度

K 体积模量

G 剪切模量

E 弹性模量

ν 泊松比

σij 柯西应力张量

sij 偏应力张量

εij 柯西应变张量

e 比内能

E = ρ0e单位初始体积的内能

p 压力

v = 1/ρ比容

V = v/v0相对体积

V 质点体积

C0 声速

us 冲击波波速

up 质点速度

D 爆速

Dij 变形率张量

ωij 旋率张量

γ = Cp/Cv 绝热指数（也称等熵指数或比热比）

Γ Grüneisen系数
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第 1章 引言

第 1章 引言

1.1 研究背景和意义

冲击爆炸问题在国民经济和科学技术中有广泛而重要的应用。在国防领

域，为了进行各种武器的研制开发，需要全面研究侵彻、爆炸的基本规律和作

用原理。爆炸所产生的冲击波和碎片的毁伤效应是衡量武器效果的重要标志，

只有对其规律进行深入的研究，才能有效的指导战斗部设计以及装甲防护方式

的设计。在民用领域，利用工程爆破进行隧道开挖、采矿作业，需要对炸药的

选择使用，对岩土的动态响应以及破坏方式等爆破效果进行准确的评估。近年

来，爆炸焊接、爆炸切割等爆炸加工技术在工程上已经广泛应用，利用爆炸的

能量驱动金属板可以进行爆炸成形加工，利用爆炸冲击合成技术可以生产金刚

石粉末，利用爆炸冲击压实可进行材料加工，对爆炸加工中相关问题的研究也

方兴未艾。在航天领域，轨道附近的空间碎片可能以数千米每秒的速度撞击空

间飞行器或卫星，给它们带来极大威胁，为了对空间飞行器或卫星进行防护，

需要对超高速碰撞的规律有系统的研究 [1]。随着当前各国对反恐问题的更加重

视，人们对爆炸灾害与事故的防护以及相关抗爆结构的设计与毁伤分析提出了

更高的要求，需要深入研究材料和结构在爆炸载荷下的响应。

冲击爆炸问题包含一系列复杂的物理化学过程，从力学的角度研究这一系

列过程中的力学问题，形成了力学的一个重要分支，即爆炸力学 [2]。爆炸是高

功率密度的能量释放过程，包括物理爆炸，化学爆炸和核爆炸，在面向兵器工

业与航天航空工业的研究中，以炸药爆炸、高速侵彻以及超高速碰撞为主要研

究对象。研究内容包括高速碰撞和侵彻、超高速碰撞、炸药爆炸、爆炸对周围

介质的驱动加速以及冲击爆炸导致的材料失效和结构破坏等，这些问题的共同

特点是，都涉及在极短时间和极小的体积内，发生极大的能量转化，载荷强度极

高。在冲击爆炸的载荷作用下，应力波的作用处于主导地位，材料经历高应变

率的极大变形，载荷时间一般在微秒（µs）量级，应变率可达 107s−1 ，压力可

达到 10 GPa量级 [3]。材料会出现不同机理的破坏失效现象，甚至出现相变，结

1
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构也会发生断裂、破碎等多种类型的毁伤失效。

1.2 冲击爆炸问题数值模拟的研究现状

1.2.1 数值模拟的作用和意义

实验研究、理论研究和数值模拟是冲击爆炸问题研究的三个主要手段。其

中实验是了解爆炸冲击过程中物理现象，认识其中规律，开展基础研究以及工

程应用研究的基本研究手段，也是使用最多的研究方式。然而实验研究也有其

局限性，特别是冲击爆炸问题的实验具有昂贵和危险的特点，往往代价较大。

理论研究包括对物理规律总结和提炼，这可以使我们对冲击爆炸问题可以

达到较为完整的科学认识。同时，可靠的理论模型也是进行理论分析和数值模

拟的基础。对于一些几何构型相对简单的问题，如果载荷以及边界条件可用一

定的函数来描述，也可以用解析方法来进行理论分析，以较低的代价获得对问

题较深入的认识。

计算机自其发明之日起就被用于了科学研究和工程计算。随着计算机

硬件水平的飞速发展， 数值模拟的作用日益显著。 近年来， 并行计算技

术（MPI，OpenMP）[4]得到了非常大的重视，以计算机集群（cluster）为主要组

成方式的超级计算机不断刷新世界上最快计算速度的记录，对超级计算机进行

排名的 TOP500排名每半年更新一次 [5]。随着计算机软硬件技术以及数值方法

研究飞速发展，数值模拟起到的作用越来越大，许多以前无法计算的复杂问题

现在都可以进行成功地计算，数值模拟已与理论和实验并称为科学研究的三大

支柱 [6]。计算爆炸力学在爆炸力学发展中愈来愈重要的地位已获得普遍公认。

数值模拟具有一些显著的特点和优势：（1）冲击爆炸实验一般都涉及材料

和结构的破坏，实验后，试件不能重复使用。和实验相比，数值模拟更经济，

易于重复进行。（2）数值模拟不受客观条件限制，比如在进行超高速碰撞实验

时，弹丸质量的大小和能达到的最高速度都受到加速设备的制约，往往微小的

提高都需要付出大量的成本，而数值模拟则不受此限制。（3）冲击爆炸过程往

往在极短的时间内完成，实验测量稍有疏忽便会错过最佳测量时机，实验数据

的提取也需要克服高温、高速等困难，有时在过程完成后，只能观察终态结果，

而通过数值模拟，可以给出动态变形过程，提供详细的信息，易于连续反复观

2
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察。（4）一些破坏性巨大的爆炸实验，比如核武器的实验因为国际公约等因素

无法进行，而数值模拟则不受此限制。（5）解析方法只能处理一些相对简单的

问题，有一定局限性，而数值模拟适用范围更广。不过另一方面，解析分析可

以对研究者判别数值模拟的结果是否合理提供帮助，也有助于分析判断在数值

模拟中出现的一些现象是物理的还是非物理的，以及帮助研究者适应物理问题

对计算方法的不足进行改进 [7]。

1.2.2 流体动力学程序

冲击爆炸问题涉及固体力学、流体力学、热力学、化学、高压物理等多种学

科，往往非常复杂，对数值方法提出了很大的挑战。这类问题有如下特点：一

是能量快速转化，高应变率，高温高压；二是材料变形非常大，涉及材料的损伤

失效；三是是多相介质相互作用；四是冲击爆炸问题与普通的结构动力学问题

不同，应力波的传播起很大作用 [3]。

20世纪 50年代以来，美国三大国防实验室，洛斯阿拉莫斯国家实验室（Los

Alamos National Laboratory, LANL）[8]，劳伦斯利弗莫尔国家实验室（Lawrence

Livermore National Laboratory, LLNL），Sandia国家实验室（Sandia National Lab-

oratories，SNL）进行了大量的爆炸力学数值计算工作，发展了许多爆炸力学计

算程序，一般这种程序都被称为流体动力学程序（Hydrocode）。

流体动力学程序（Hydrocode）的提法产生于上世纪 50 年代末 [9]。美国

LANL国家实验室的研究者在模拟超高速碰撞问题时发现，碰撞产生的压力远

高于材料的强度，于是他们在模拟中便忽略材料强度，假设材料的行为是流体

动力学的（Hydrodynamic）。并且他们把模拟高速载荷和强载荷作用下的材料

和结构的程序称为流体动力学程序（Hydrocode）。

这种把高压下的固体当作可压缩流体来处理的方法称为流体动力学方

法 [10]，后来发展的各种爆炸力学程序基本都遵循这一方法。在实际计算时，一

般将材料的静水压力和应力偏量分别计算，当外载荷产生的应力超过材料强度

几个数量级时，惯性效应、可压缩性等起到主要作用，可以忽略材料的强度，

把介质作为非粘性可压缩流体处理，把三个状态变量（静水压力、体积、温度）

联系起来用一个状态方程来描述材料的行为。

在国内，郑哲敏先生为我国爆炸力学学科的创建和发展做出了创始性贡

3
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献 [11]。1965年开始，郑哲敏根据国家需要，从事地下爆炸问题的研究。当时国

际上通常的做法是，在高压区把介质（岩石）当作流体，在低压区则将其当作弹

性体，两个模型之间是人为突然过渡的。这种假设不能令人满意，基于 30年代

von Karman对大理石在高压下力学行为的实验研究，郑哲敏与解伯民一起，独

立于国外提出了一个可以统一描述介质力学性质的流体弹塑性模型。这个模型

消除了流体和固体间的传统界限，可以较好地刻画压力和温度对介质屈服行为

的影响，与国外在同一时期发表工作相比，在具体处理上也有所不同。该模型

被用于球对称条件下的地下爆炸问题。后来的发展表明，它有广泛的应用。

1.2.3 拉格朗日方法和欧拉方法

数值模拟的方法有许多种，无论在离散时采用有限差分法（Finite Difference

Method，FDM）、有限单元法（Finite Element Method，FEM）还是有限体积

法（Finite Volume Method，FVM），数值模拟方法根据所使用网格的不同，通常

都可以分为欧拉方法和拉格朗日方法两大类。

1.2.3.1 欧拉方法

在欧拉方法中，网格固定在空间，在物体的变形过程中保持不变，物体

则穿过网格流动。欧拉方法比较适合模拟大变形问题，因此在计算流体力

学（Computational Fluid Dynamics，CFD）[12]中大多都采用欧拉方法，早期用于

冲击爆炸问题的流体动力学程序也较多采用欧拉方法。

HELP程序是典型的欧拉方法流体动力学程序，是上世纪 60到 70年底由

Walsh和 Hageman开发的有限差分法程序。为了处理多物质界面问题，HELP

中借助无质量的拉格朗日示踪点来显示物质界面 [7,9]。

CTH程序 [13]是美国 Sandia国家实验室在 CSQ程序的基础上开发的一个软

件体系，采用欧拉格式下的有限体积法，主要用来处理多维、多材料、大变形、

强冲击波动的物理问题。在 CTH中求解分为两步，第一步是拉格朗日步，网格

随物质运动变形。第二步是映射步，变形的网格被映射回欧拉网格。CTH程序

近年来仍在不断更新和维护，并发挥重要的作用。Scheffler等应用 CTH对斜侵

彻问题进行分析 [14]，Huerta等将 CTH用于聚能装药侵彻的模拟分析 [15]。针对

结构网格的自适应加密网格（Adaptive Mesh Refinement, AMR）技术是 Berger等

4
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人在上世纪 80年代提出的 [16,17]，AMR在发展过程中逐渐得到广泛关注并已形

成了一些比较成熟的程序包 [18]。在 CTH程序中已经引入了 AMR技术，并应用

于气体爆炸后冲击波对结构的作用 [19]以及超高速碰撞问题 [20]的模拟。

1.2.3.2 拉格朗日方法

欧拉方法中，由于物质相对网格运动，在控制方程中会出现对流项，容易

出现数值扩散。同时，欧拉方法不跟踪物质变形，难以处理变化的物质边界，

特别是多种物质间的界面。如果不采用特殊的物质分界面定位技术，物质分界

面将很快在网格中弥散。

拉格朗日方法的计算网格固定在物质上，随物质一起变形。网格点和物质点

重合在一起，因此网格点和物质点间不存在相对运动，控制方程中不存在对流

项，这简化了控制方程，求解过程也相对比较简单。拉格朗日方法容易跟踪物

体的运动，有利于处理物质间的界面和物质边界。另外，许多固体物质的本构

关系和变形历史相关，用拉格朗日方法也比较容易精确地跟踪和处理。

拉格朗日方法的优势在于 [9]：

1. 控制方程简单，没有对流项；

2. 界面处理简单；

3. 易于引入与历史相关的材料本构

拉格朗日方法的缺点是，在物体发生大变形的情况下，网格会畸变和扭

曲，引起较大误差甚至计算失败。在显式时间积分的方法中，积分步长由最小

单元的尺寸控制，当变形增加，单元扭曲，时间步长会逐步减小，并趋于零，使

得计算成本急剧增加甚至无法完成。两种解决网格畸变的办法较为常见，分别

是重分区（rezoning）技术和侵蚀（erosion）算法。重分区技术即重新划分网格，

虽然采用这种技术可以一定程度上克服网格畸变带来的困难，但仍然会产生误

差。而且对于三维问题，网格重划分，特别是六面体网格的重划分既费时又复

杂，最复杂和完善的网格重划分程序也难以得到令人满意的结果。侵蚀算法是

在单元变形过大，达到一定阈值（拉力，等效塑性应变等）后，就将单元删除。

侵蚀算法在侵彻问题的模拟中取得了一定的成功，但也带来新的问题，如单元

侵蚀造成的质量不守恒给系统带来扰动，忽略了被侵蚀单元对系统的作用，进

而造成计算误差，另外，被侵蚀的单元也无法继续参与描述材料的变形。

5
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比较知名的拉格朗日程序有如下几种：

HEMP程序 [21]是采用拉格朗日网格的显式有限差分程序，它由美国 LLNL

的 M.L. Wilkins在 20世纪 50年代到 80年代设计，早期被用于计算爆炸、冲击

问题。

EPIC [22]（Elastic Plastic Impact Computations）是显式积分的拉格朗日型的有

限元程序，由 Johonson等在 20世纪 70年代研制，在二维问题中采用三角形单

元，在三维问题中采用四面体单元。后来程序经过改进，引入重分区（rezoning）

和侵蚀（erosion）算法后，可以计算高速碰撞、爆炸等问题。EPIC程序的发展

略早于 DYNA程序，他们的区别在于 EPIC主要用三角形单元，而 DYNA主要

用四边形单元 [9]。EPIC在研究领域一直发挥着作用，如美国陆军研究实验室用

EPIC对材料的强度和局部化行为进行研究 [23]。

PRONTO3D [24] 由美国 Sandia 国家实验室开发，是 Sandia 国家实验室工

程分析代码接入系统 （Sandia National Laboratories Engineering Analysis Code

Access System，SEACAS）的成员之一。在这一系统中，代码的开发获得许多

便利，输入文件是 GENESIS格式，结果文件和重启动信息是 EXODUS格式，

前后处理可以有相应的程序给与支持。PRONTO3D从 PRONTO2D发展而来，

用于求解高应变率下，高度非线性材料的大变形问题的三维瞬态固体动力学程

序。发展 PRONTO3D程序的一个重要需求来自于为新的数值算法和新的非线

性本构模型提供一个测试平台。PRONTO3D采用拉格朗日网格的有限元法，采

用八节点常应变六面体单元，四节点常应变四边形壳单元，采用变步长的显式

时间积分，用自适应时间步控制算法来控制时间步长。程序中包含沙漏模态控

制、生死单元技术、刚体处理、程序起爆、JWL状态方程等功能，用结点约束的

方式处理接触。无网格 SPH方法作为一种特殊的单元加入到程序中，通过接触

算法和有限元耦合。

美国 Sandia国家实验室把 CTH和 PRONTO3D整合到一起，形成了 Zapotec

程序用于侵彻和爆炸与结构的相互作用。Bessette等对这套程序和方法进行了

评估，并与其他几种类似的程序进行了对比，为美国即将发射的火星科学实验

室的安全分析做准备 [25]。

DYNA 系列的程序是最为知名的显式动力学有限元分析程序，现在使用

的很多程序或软件，比如 MSC.DYTRAN，都是在 DYNA程序的基础上发展而
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来的。最初的 DYNA3D 程序 [26]源自 20 世纪 70 年代的美国 LLNL 国家实验

室，DYNA3D 程序的发展背景和 PRONTO3D 程序类似，但是其商业化的版

本 LS-DYNA 显然取得了更为广泛的应用。 1988 年成立的 LSTC 公司，使得

LS-DYNA程序的持续开发和维护得到有力的保证。在推出 940、950、960、970

版本后，LS-DYNA到现在已经发展到了 971版本。其中包括约 200种材料模

型，采用罚函数法处理接触，并行处理方式MPP和 SMP，以及无网格法 SPH。

前后处理一般使用 LS-PrePost。一些商业有限元集成软件，如 ANSYS，对

LS-DYNA求解器进行了包装，提供了部分前后处理功能。Arup公司的 OASYS

也为 LS-DYNA提供了前后处理环境。

对早期各种程序更详细的总结和介绍可参见 Zukas 主编的《High Velocity

Impact Dynaimcs》的第 9章 [27]。

用于冲击爆炸问题的商业化软件以 LS-DYNA和 AUTODYN为代表，国内

外研究者利用这些软件开展了大量的数值模拟工作，取得了许多成果。然而，

一方面这类软件某些模块的进口是受到限制的，另一方面由于冲击爆炸问题的

复杂性，许多问题需要使用者对软件有更多的控制，因此在我国，开发具有自

主知识产权的冲击爆炸模拟程序仍然非常必要。在程序发展上，我国相对国外

先进水平还有一定差距，但近年也有了很大发展 [28]：北京理工大学宁建国研

究组致力于冲击爆炸数值模拟程序的研究，开发了使用欧拉网格的有限差分程

序 MMIC2D和 MMIC3D，引入了界面处理技术，并用于聚能射流等问题的模

拟 [29,30]，同时，为了配合求解程序的使用，也开发了前处理程序 MESH2D以

及可视化程序 Visc2D和 Visc3D。北京计算数学与应用物理研究所进行了大量

流体动力学程序的研究开发工作，开发了欧拉网格的有限差分程序MEPH2Y和

MEPH3D [31,32]并引入自适应加密网格技术和界面处理技术，用于高速碰撞、炸

药爆轰、聚能射流等问题的模拟。中科院力学所张德良和北京大学刘凯欣等基

于高精度时空守恒元解元算法开发了 SUPER CE/SE程序用于高速侵彻和爆轰

问题的模拟 [33–35]。

1.2.3.3 混合方法

单纯的拉格朗日方法和欧拉方法都有不可避免的困难，针对不同的问题，

将两种方法的处理方式互相借鉴，或将两种方法以某种方式结合，来发挥各自
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优势，也产生了许多新的方法。

比如，在欧拉方法中添加示踪质点，在拉格朗日方法中进行重分区都是两

种方法相互借鉴的尝试。

任意拉格朗日-欧拉（Arbitrary Lagrangian Eulerian，ALE）[36]方法是将两种

方法结合的典型代表。ALE最早是为了使用有限差分法求解带有移动边界的二

维流体动力学问题而提出的。Donea、Belytschko等人分别将 ALE法引入有限元

法中，用以求解流体与结构相互作用问题。Hughes等人建立了 ALE描述的运动

学理论，并使用有限元法解决了粘性不可压缩流体流动和自由表面流动问题。

CALE [22]是二维的任意拉格朗日欧拉动力学计算程序，由美国 Lawrence

Livermore国家实验室的 R. Tipton开发。CALE这个名字来自于程序是用 C语言

编写的，并且采用的是任意拉格朗日欧拉方法。Alme等 [37]使用 CALE程序对

超高速碰撞问题进行了模拟。

在 ALE中，网格拓扑并不改变 [38]，而只是根据物体运动情况对已有网格设

计一种移动算法，这是ALE和网格重分区技术的一个根本区别。ALE法在二维

计算中取得了一定成功，但还是存在局限性，如何设计有效的三维网格运动算

法是个有很大难度的问题。

另外一个将欧拉方法和拉格朗日方法结合的典型代表是质点网格

法（Particle-in-cell，PIC）[39]， PIC 法是一种早年用于流体动力学的方法，

其主要思想是在欧拉网格中布置拉格朗日的质点来追踪物体运动，解决欧拉方

法中的材料输运问题。这种思想对计算方法的发展产生了重要的影响。在 PIC

法基础上发展得到的物质点法（Material Point Method，MPM）[40,41]将物体离散

成拉格朗日质点，并借助欧拉背景网格辅助计算，也利用这种思想发挥欧拉方

法和拉格朗日方法各自的优势。

1.3 质点类无网格法的研究现状

1.3.1 无网格法的发展

无网格法的研究一般被认为始于 70年代末提出的光滑质点流体动力学方

法（Smoothed Particle Hydrodynamics, SPH）[42,43]。SPH当时主要被用于天体物

理和流体问题中 [44]，并没有引起更广泛的关注。 1994年 Belytschko等提出基
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于移动最小二乘（Moving Least Squares, MLS）近似和 Galerkin离散方案的无单

元 Galerkin法（Element Free Galerkin Method, EFG）[45]，在动态裂纹扩张等问

题体现出了相对有限元法的优势。此后无网格法的研究得到了广泛的关注 [46]，

许多种新的无网格法被提出 [47,48]。同时期提出的还有物质点法（Material Point

Method，MPM）[40,41]，在大变形问题中体现了其优势。

求解微分方程的数值方法，除了像有限差分法直接求解微分方程和相应定

解条件的近似解，另一类方法是首先建立和原微分方程及定解条件相等效的积

分弱形式，再在此基础上建立近似解法，如加权余量法。虽然无网格法的种类

繁多，多达 30余种，但从加权余量法的角度来看，各类无网格法的主要区别在

于采用什么样的加权余量法和试探函数（trial function）。因此，无网格法的发

展可以看做是对有限元法的扩展。

大多数无网格法与有限元法最显著的不同就在于无网格法的近似函数是直

接通过一组离散点 xI(I = 1, 2, · · · , N)来建立的，而不像有限元中近似函数的

建立依赖于单元。通过一组离散点，函数 u(x)可以近似为：

u(x) ≈ uh(x) =
n∑

I=1

NI(x)uI = N (x)u (1-1)

其中 uI = u(xI)是函数 u(x)在节点 xI 处的值，NI(x)为节点 xI 的形函数，n

为形函数在 x 处不为0的节点总数，N (x) = [N1(x), N2(x), · · · , Nn(x)]，u =

[u1, u2, · · · , un]T。

在无网格法中最常见的近似方法是移动最小二乘近似（Moving Least

Squares, MLS）。待求函数 u(x)在计算点 x的邻域 Ωx内可以局部近似为

uh(x, x̄) =
m∑

i=1

pi(x̄)ai(x) (1-2)

其中 x̄是计算点 x的邻域 Ωx 内各点的空间坐标，pi(x̄)是基函数，m是基函数

的个数，ai(x)是待定系数。通常使用单项式作为基函数，也可以使用任何其它

函数,如奇异函数和三角函数等。移动最小二乘近似要求系数 ai(x)的选取使得

近似函数 uh(x, x̄)在计算点 x的邻域 Ωx内是待求函数 u(x)在某种最小二乘意

义下的最佳近似。通过在每个节点 xI 处定义一个权函数 wI(x) = w(x − xI)，

使近似函数 uh(x, x̄) 在计算点 x 的邻域 Ωx 内的 n 个节点 x̄ = xI 处的误差
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加权平方和最小，可以求出待定系数 ai(x)，再代入式(1-2)中，就可以得到待

求函数 u(x)在计算点 x的邻域 Ωx 内的加权最小二乘意义下的局部最佳近似

uh(x, x̄)。这些局部近似函数 uh(x, x̄)在点 x̄ = x处的值的集合就构成了待求

函数 u(x)在求解域 Ω内的全局近似函数 uh(x)。

另外常用的近似函数构造方法还有在 SPH中用到的核近似、对核近似进行

改进的重构核近似、单位分解函数、径向基函数等。除了各种选择不同的近似

函数，对离散方案的改进也是无网格法研究的重要方向。许多已出版的国内外

学术专著对无网格法近年来的研究成果进行了详尽的总结 [49–54]。

近十几年来，无网格法蓬勃发展，在许多有限元法解决不好的问题中，如

冲击爆炸、动态裂纹扩展、材料断裂破坏、结构超大变形、拓扑优化、流固耦

合和自由表面流动、生物力学、微纳米力学等，体现了独特的优势。从工程应

用角度来看，无网格法是对已经在工程上取得巨大成功的有限元法等基于网格

的方法的有效补充。与基于网格的有限元等方法相比，无网格法主要体现了以

下优势：

（1）无网格法用一组点来离散求解区域，直接借助于离散点来构造近似函

数，可以彻底或部分地消除网格，对于复杂三维结构，不需要网格的初始划分

和重构，不仅可以保证计算的精度，而且可以减小计算的难度，也便于进行自适

应分析。因此无网格法在处理大变形问题以及存在不连续界面的问题时取得了

较好的效果。

（2）无网格法的近似函数较为灵活，易于建立高阶连续性的近似函数，可

以达到较高精度，在处理板壳问题时具有优势。另外，也可将包含待求物理问

题的特性的函数引入近似函数基底，便于处理裂纹扩展等特殊问题。

1.3.2 质点方法

无网格法的产生和发展，引起研究者对数值模拟方法的思考。有些无网格

法是完全不需要网格的，有些则是要借助于背景网格。那么怎样才是真正的无

网格法，或者说“真正的无网格法”这种提法是否必要？

Idelsohn等 [55]认为，对一个数值模拟方法而言，关键的问题不是建立网格

更好还是不建立网格更好，而在于这个方法是否可以用 O(N)量级的计算量去

计算结点关联（nodal connectivity），建立好的形函数。对有限元而言，这个结
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点关联就通过单元来确定，如果不重划分网格，那么这个结点关联在计算过程

中就是固定的。对大多数无网格法而言，这个结点关联就是被结点的影响域覆

盖的其他结点来确定，而这个结点关联一般是可变的。 Idelsohn等认为，当问

题要求不断更新结点关联，最重要的问题是有一个足够快的方法去计算结点关

联。至于这个方法是有网格还是无网格是无关紧要的。

Idelsohn等 [56]发展了质点有限元方法（Particle Finite Element，PFEM）用于

自由液面流体的流动模拟，并对质点类方法的含义进行了探讨。质点方法的一

个特点是所有的物理量和数学量都附属于质点本身，而不象有限元中属于单元。

物理量如粘性、密度，变量如速度、温度或者压力以及数学量如梯度或体积变

形都赋予每个质点。它们表示这个量在质点位置附近的平均值。质点方法不仅

对解决离散问题比如颗粒物质是有利的，同时，它对解决一些连续介质问题，

如有内部分离的问题，接触问题或者有波浪破碎的自由液面问题，也是有利的。

根据加在每个质点上力的计算方法不同，质点方法可以分成两类：一种质点间

相互作用力通过局部的接触问题来计算；一种质点间相互作用力通过在全域上

求解连续的微分方程来计算。质点类方法另一个特点是它没有一个特定的求解

域，问题的区域由质点的位置来决定，因而没有边界线或面。这也是为什么在

求解微分方程以计算力的时候，需要识别边界面以施加边界条件。

许多源自流体力学模拟的方法也被称为质点方法（Particle method）[57]或无

网格质点法（Meshfree particle method）[51]。 SPH 方法被认为是典型的质点方

法，改造后的 PIC方法由于物理量基本都存储于质点上，一般也被认为是质点

方法。

从上述的观点来看，MPM中用质点离散物体，物理量都由质点携带，质点

关联可以借助于背景网格在每个时间步有不同的变化并且快速的计算，因此也

可归类于质点类的无网格法。

由于网格的限制，有限元很难处理高速冲击和爆炸问题中出现的材料断裂

失效，结构破碎等现象。尽管在有限元中应用侵蚀（erosion）算法可以将失效的

单元抛弃，但同时也带来质量损失等新的问题。和传统的基于网格的拉格朗日

有限元相比，无网格方法将连续体离散成质点，没有网格约束，避免了大变形

下网格畸变的问题。而且无网格方法中离散的质点可对材料的破坏和结构的破

碎提供更自然的描述，在冲击爆炸问题中已经得到了一些成功的应用。
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在无网格法中，发展最早的 SPH首先被用于模拟高速冲击问题 [58–61]，以

SPH为代表的质点类无网格法公式较为简单，效率较高，在这一领域展现了较

好的应用前景，并得到了广泛的应用。

Johnson 等应用和改进 SPH 方法， 针对高速冲击问题进行了一系列工

作 [62,63]。Johnson 等提出了与 SPH 类似的广义质点算法(Generalized Particle

Algorithm，GPA) [64]，用于高速冲击问题。 Johnson 等结合有限元和无网格方

法，将冲击变形过程中扭曲的有限单元转化成质点 [65,66]，用于超高速冲击层裂

破坏以及长杆弹斜侵彻。Beissel等 [67]成功地将这种方法应用于空间碎片防护的

超高速冲击的模拟中。Rabczuk等 [68]采用改进的 SPH方法MLSPH模拟混凝土

在冲击爆炸载荷下的破坏问题。SPH已经成为高速冲击领域的重要方法，被加

入到 AUTODYN、LS-DYNA等商业软件中，并用于空间碎片防护等问题的分析

中 [69,70]。

爆炸问题，特别是爆炸载荷下结构和材料的响应问题，和高速冲击问题具

有相似的特点，也是质点类无网格法的优势领域。Swegle等 [71]用 SPH模拟水

下爆炸，Randles等 [58]在综述文章中分析了 SPH的研究进展及其在冲击爆炸问

题中的应用，Liu等 [72,73]将 SPH用于聚能装药等爆炸问题的模拟。

美国 LANL 国家实验室 Wingate 等人发展了应用 SPH 模拟冲击问题的

SPHINX 程序 [74]，并用 SPHINX 程序对玻璃材料的强度和破坏情况进行分

析 [75]。Hayashida等 [76]以及Wilson等 [77]对 CTH程序和 SPHINX程序模拟超高

速碰撞问题的效果进行了比较。

美国德州大学奥斯汀分校的 Fahrenthold研究组一直致力于超高速碰撞问题

数值模拟方法的研究，他们结合有限元的特点和质点类方法的思想提出杂交的

质点单元方法 [78]，同时利用质点和单元离散连续体，分别用质点和单元模拟不

同的物理量，并将此方法应用于空间碎片防护问题的模拟 [79]。

其他无网格法也在一定程度上表现出了在冲击爆炸问题中的应用潜力，如

Han等 [80]将MLPG无网格法用于高速冲击问题。

1.3.3 物质点法研究现状

经典 PIC方法在质点上只存储质量和位置信息，后来以 PIC方法为基础发

展的方法中，有一部分倾向于把更多的物理量存储在质点上，以降低其数值耗
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散，比如 Brackbill等人发展的 FLIP（Fluid implicit PIC）方法 [81,82]。

上世纪 90年代中期，Sulsky等人将 FLIP应用于固体力学问题中，提出了

物质点法（Material Point Method，MPM）[40,41]。为了能够处理固体力学中历史

相关的本构，Sulsky等对 FLIP做了几点改进：（1）把本构方程在物质点上实

现，而不是在网格上，于是可以应用历史相关的本构关系。（2）利用等效积分

弱形式对求解格式重新进行推导。（3）采用显式时间积分。这种方法在被命名

为物质点法（Material Point Method, MPM）[83]后，这个名称被广泛接受。

MPM的核心思想在于结合拉格朗日方法和欧拉方法各自的优势。在MPM

中，连续体被离散成若干质点，这些质点携带所有物质信息，其运动代表了物

质的变形和运动。背景网格用于动量方程的求解和空间导数的计算，可以固定

也可以自由布置。在每一个时间步中，首先将物质点和背景网格完全固连，在

网格结点建立并求解动量方程，之后再映射回物质点，得到下一时刻物质点所

携带的物质信息。这一步物质点和网格结点一同变形，没有相对运动，是拉格

朗日求解，所以避免了欧拉法中处理对流项的困难。在下一时间步中，变形后

的背景网格被抛弃，仍采用未变形的背景网格，物质信息被映射到网格结点，

从而避免了拉格朗日法中因网格畸变而产生的数值困难。MPM经过不断研究发

展，在冲击、接触、流固耦合等涉及大变形和材料破坏的问题中体现了优势，得

到了较多应用。

在 MPM 模拟物质变形的过程中，当质点穿过背景网格时，会出现应力

的震荡，被称为跨网格噪音（cell-crossing noise）。Bardenhagen等 [84]针对此问

题，基于Petrov-Galerkin离散方案对MPM进行推广，发展了广义插值的物质点

法（Generalized Interpolation Material Point method，GIMP）。

MPM自动满足无滑移接触条件，在此基础上，York等提出接触判断方法

以及允许分离的接触释放算法 [85]，Bardenhagen 等 [86,87]提出允许分离和滑动，

带有摩擦力的接触算法，指出这种接触算法的计算量和颗粒数是线性关系，很

适合用于颗粒物质这种具有大量接触的问题的模拟。Hu等提出了多重网格的接

触算法 [88]模拟齿轮啮合问题。Nairn [89]在此基础上改进接触算法用于处理裂纹

表面的自接触。Pan等 [90]对接触力的计算方法进行了改进，使能量守恒得到更

好的满足。

同有限元一样，物质点法中可以用协调质量阵，也可以用集中质量阵，Tan
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等 [91]和 Love等 [92]为了获得更好的守恒性质，采用协调质量阵进行计算，Love

等 [93]对不同质量阵的影响进行了细致的讨论。在应用中，考虑到效率和精度的

平衡，多数研究者还是采用集中质量阵。

在时间积分上，物质点法通常采用显式积分。和显式有限元以及 SPH等质

点方法相比，物质点法中时间积分的临界步长（CFL条件）取决于背景网格的大

小而非质点间距 [94]，不会像有限元因网格畸变而缩小时间步长，因此计算效率

较高 [95]。同 SPH相比，也具有更高的效率。对于低速或准静态问题，往往能够

获得更大时间步长的隐式算法更为有效，许多研究者对采用隐式积分的物质点

法进行了研究 [94,96,97]。

MPM在冲击问题、裂纹扩展问题、材料破坏、接触问题、生物力学模拟等

方面取得了成功的应用：

利用物质点法处理大变形问题的优势，Sulsky等 [41,83]将 MPM用于高速冲

击问题取得良好效果。 Guilkey 等将 MPM 用于金属锻压成型 [97]。 York 等把

MPM应用于膜的模拟 [85]，并进一步模拟气囊膨胀等流体与薄膜相互作用的问

题 [98]。

Nairn 的研究组利用 MPM 易于处理不连续的特点，用接触算法处理裂纹

表面，将 MPM 用于断裂力学研究 [89,91,99,100]，计算裂尖参数。美国 Oklahoma

州立大学的 Lu 研究组针对动态裂纹扩展问题，用 MPM 做了一系列模拟工

作，Wang 等 [101]用不规则的背景网格来计算二维混合型裂纹，Daphalapurkar

等 [102]用 GIMP结合材料模型研究动态裂纹的扩展速度。

质点类方法在处理材料破坏上具有优势，Chen等应用MPM研究动态脆性

破坏 [103,104]以及引入无反射边界条件来模拟金属薄膜的失效与破坏 [105–107]，

Schreyer等 [108]模拟分层复合材料中的脱层（delamination）破坏模式， Sul-

sky等 [109]通过在 MPM 中引入脱粘（decohesion）本构模型来模拟材料层裂破

坏。

由于 MPM 在处理接触上的优势，它也被用于泡沫材料和散体（颗粒）材

料。多孔固体和泡沫材料 [110] [111]。Wieckowski等 [112,113]引入三角形背景网格，

用MPM模拟贮料垛卸料中的颗粒流动问题，Bardenhagen等 [86,87,114]将MPM用

于颗粒问题模拟，Cummins等 [96]用隐式的MPM模拟颗粒中的应力传播和颗粒

流动问题，Coetzee应用MPM模拟挖斗填充问题 [115]。Hu等将MPM用于正齿
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轮啮合过程的模拟 [88]。

生物力学方面，Ayton等将 MPM用于类脂混合双层膜跨尺度模拟 [116,117]。

Utah大学 Guilkey等用 MPM对血管以及周边组织进行超过一千万质点的大规

模模拟 [118]。Ionescu等用MPM模拟软组织的破坏 [119]。

Lee等 [120]用改进的质点网格法（Particle In Cell, PIC）方法模拟聚能射流和

穿甲问题。Hu等 [121,122]将MPM用于模拟爆炸及其对混凝土墙的破坏，Guilkey

等 [123]利用欧拉描述的多物质有限体积法和拉格朗日描述的 MPM耦合计算圆

筒爆炸以及爆炸作用下外壳破坏问题。

美国的 Utah大学将MPM纳入到一个基于部件的并行模拟系统中 [124] 用于

火灾安全问题模拟的 C-SAFE项目。Huang等 [125]用 OpenMP实现在共享内存

计算机上的物质点法并行计算。Zhang等 [126]将MPM用于饱和多孔介质与固体

间相互作用的动态接触分析。其他方面，MPM也被用于模拟多晶材料 [127]、复

合材料 [128–130]、土工膜 [131]、地质力学海冰 [132]等问题的模拟。

国内方面，王宇新等将 MPM应用于冲击载荷问题 [133,134]以及爆炸焊接中

的滑移爆轰问题 [135]。郑勇刚等模拟薄膜破坏过程 [136]。马上等用三维MPM模

拟超高速碰撞问题 [137]。王津龙等将MPM应用于散体力学，模拟柱状堆石成型

过程 [138]。

综上，物质点法采用拉格朗日描述的质点离散连续体，物理量输运没有误

差；能够模拟大变形，不会有网格畸变问题；方便处理接触，在模拟多物质接

触以及处理材料断裂破坏方面的优势；时间步长取决于网格，不会因为变形而

减小时间步长。因此，基于上述特点，物质点法是比较适合模拟冲击爆炸问题

的。

1.4 本文主要内容

本文的主要目标是针对爆炸冲击问题，结合近年来发展的物质点无网格法，

研究适合爆炸冲击问题模拟的数值方法，进行算法和应用研究，建立有效的数

值模拟工具。

本章介绍了研究背景和研究意义，对爆炸冲击问题的特点和数值模拟研究

现状进行了总结，对无网格法的发展及其在爆炸冲击问题的应用情况进行了综
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述，对MPM的特点和研究现状进行了总结。

第 2章中主要介绍了 MPM的基本算法与具体格式，对与 MPM相关的时

间积分、接触算法、GIMP方法等技术和和算法进行了简要介绍。

冲击爆炸问题中涉及到复杂的应力波效应，爆轰又是一个复杂的物理化学

过程，对这类问题的数值模拟需要适当的简化，对于冲击波以及爆轰波等强间

断也需要恰当的处理。另外，由于冲击爆炸问题涉及比较极端的载荷情况，需

要考虑高应变率、高温高压等因素的影响，在数值模拟中需要考虑特别的材料

模型和状态方程。在第 3章中对这些和数值模拟相关的理论问题进行了简要的

叙述，对三维物质点法程序的实现方式以及程序编制注意的问题做了介绍，并

给出了对程序进行考核的几个算例。

有限元在求解超高速碰撞问题时，在大变形区域不可避免的会出现网格畸

变的问题，针对这一困难，借鉴物质点法的思想，在第 4章，提出了物质点有

限元法（Material Point Finite Element Method，MPFEM）。在大变形区域引入背

景网格，采用物质点法来计算，而没有背景网格覆盖的区域仍用有限元计算。

利用 Taylor杆问题的模拟说明了物质点有限元法相对有限元法的优势，在超高

速碰撞问题的模拟中，物质点有限元法可成功的模拟出碎片云的效果。

数值断裂是无网格法数值模拟中经常出现的一个问题。为了避免在 MPM

模拟中非物理的数值断裂出现，在第 5章中，提出自适应分裂质点方案。将质

点自适应的 MPM应用于激波管、爆轰驱动飞片以及聚能射流等爆炸冲击问题

的模拟。

MPM和 SPH是两种在模拟超高速碰撞和爆炸问题有较好表现的两种方法，

在第 6章，对这两种方法在模拟超高速碰撞问题中的表现进行了考查和比较。

从影响点搜索、形函数特点、稳定性、时间积分、边界条件和接触算法等方面

对两种方法进行了比较，并通过算例进行说明和分析。
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第 2章 物质点法的基本原理

本章介绍物质点法的基本原理和实现过程。物质点法将连续体离散成若干

质点，如图 2.1所示。这些质点携带所有物质信息，其运动代表了物质的变形和

运动。背景网格用于动量方程的求解和空间导数的计算，可以固定也可以自由

布置。在每一个时间步中，首先将物质点和背景网格完全固连，在网格结点建立

并求解动量方程，之后再映射回物质点，得到下一时刻物质点所携带的物质信

息。这一步物质点和网格结点一同变形，没有相对运动，是拉格朗日求解，所以

避免了欧拉法中处理对流项的困难。在下一时间步中，变形后的背景网格被抛

弃，仍采用未变形的背景网格，物质信息被映射到网格结点，从而避免了拉格朗

日法中因网格畸变而产生的数值困难。

图 2.1 物质点法示意图，实线为连续体，圆点为离散后的物质点，虚线是背景网格

2.1 控制方程和离散

根据参考构型选择的不同， 拉格朗日法可以分为两类， 更新拉格朗

日（Updated Lagrangian formulation，UL）和完全拉格朗日（Total Lagrangian

formulation，TL）[139]。它们都使用拉格朗日描述，即相关物理量都看做是物质

坐标 Xi 和时间 t的函数。在 TL中，取初始构型为参考构型，物理量也对物质

坐标 Xi 求导。而在 UL中，取现时构型为参考构型，物理量都是对空间坐标 xi

求导。这两种格式可以相互转化，一般根据需要选择更方便的格式。通常在两

种格式中，会选择不同的应力和应变度量，一般在 TL中应变用全应变表达，

在 UL中，应变由应变率表达，使用率形式的本构方程。
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采用更新拉格朗日描述，用柯西应力张量 σij 和变形率张量Dij 描述应力和

应变率，连续体运动的控制方程为

质量守恒：ρ(Xi, t)J(Xi, t) = ρ0(Xi) (2-1)

动量方程：σij,j + ρfi = ρüi (2-2)

能量方程：Ė = JDijσij = Jsij ε̇ij − Jpε̇kk (2-3)

本构关系：σ∇ij = S(Dij, σij, · · · ) (2-4)

变 形 率：Dij =
1

2
(vi,j + vj,i) (2-5)

边界条件为

σijnj = ti(t) ∀xi ∈ Γt (2-6)

vi(Xi, t) = v̄i(t) ∀xi ∈ Γv (2-7)

初始条件为

u̇(Xi, 0) = u̇0(Xi) u(Xi, 0) = u0(Xi) (2-8)

其中，下标 i, j 表示空间坐标分量，应用 Einstein求和约定，即重复指标在其取

值范围内求和。σij 是 Cauchy应力，ρ是当前密度，fi 是体力密度，vi = u̇i 是

速度， üi 是加速度。J 是变形梯度矩阵的行列式，可用来表示变形过程中体元

的体积变化。Ė 是单位体积内能的变化率，

sij = σij + pδij (2-9)

是偏应力张量，δij 是 Kronecker符号，

p = −1

3
σkk (2-10)

是压力，为应力球量的相反数。σ∇ij 是 Jaumann应力率。Γt 和 Γv 分别是力边界

和位移边界，nj 是单位外法线方向。

在 MPM中，每个质点携带的质量在运动过程中保持不变，因此质量守恒

自动满足。
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动量方程的等效积分弱形式为

δΠ =

∫
V

ρüiδuidV +

∫
V

ρσs
ijδui,jdV −

∫
V

ρfiδuidV −
∫

Γt

tiδuidΓ = 0 (2-11)

其中 σs
ij = σij/ρ是比应力，δui是虚位移。

由于质点和背景网格固结在一起，质点位移 upi 及其导数 upi,j 可利用背景

网格上的标准有限元形函数由结点位移 ugi及其导数 ugi,j 插值而得

upi =
8∑

g=1

Npgugi (2-12)

upi,j =
8∑

g=1

Npg,jugi (2-13)

其中下标 p 表示质点携带的变量，下标 g 表示背景网格结点携带的变量，

Npg = Ng(xpi)是结点 g的形函数在 xpi 点的取值。对三维问题，采用以正六面

体为单元的正交背景网格，如果质点在六面体内，形函数为：

Ng =
1

8
(1 + ξξg)(1 + ηηg)(1 + ζζg), g = 1, 2, · · · 8 (2-14)

其中 (ξ, η, ζ)是质点在六面体内的自然坐标，ξg, ηg 和 ζg 根据不同结点 g 取值

±1。如果质点在六面体外，Ng = 0。

质点质量集中于一点，故密度 ρ可写为

ρ(xi) =

np∑
p=1

Mpδ(xi − xpi) (2-15)

其中 np 是物质点总数，Mp 是物质点 p的质量，δ 是Dirac δ，xpi 表示物质点 p

的坐标。

将公式 (2-12)，(2-13)和 (2-15)带入弱形式 (2-11)并考虑到 δuhi的任意性有

ṗhi = f int
hi + f ext

hi , h = 1, 2, · · · , ng (2-16)

其中 ng 网格结点总数，

phi =

ng∑
g=1

mhgu̇gi (2-17)
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是第 h个网格结点 i方向的动量。mhg =
np∑

p=1

MpNphNpg 是质量矩阵，如果采用

集中质量阵mh =
np∑

p=1

MpNph，动量 phi可简化成

phi = mhu̇hi (2-18)

另外，

f int
hi = −

np∑
p=1

VpNph,jσpij (2-19)

和

f ext
hi =

np∑
p=1

MpNphfpi +

np∑
p=1

MpNpht
s
pih

−1 (2-20)

分别是内力和外力，其中 Vp 是质点体积， tspi = tpi/ρ，h是边界厚度，σpij =

σij(xp)，fpi = fi(xp)。

2.2 时间积分

爆炸冲击问题中的载荷时间短、变化快，而且需要考虑应力波的作用，一

般多采用显式积分求解 [10]。时间积分采用可变步长的中心差分

p
n+1/2
hi = p

n−1/2
hi + (f int,n

hi + f ext,n
hi )∆tn (2-21)

其中上标“n”、“n − 1/2”和“n + 1/2”分别表示 tn 、 tn−1/2 和 tn+1/2 时刻的

值，∆tn+1/2 = tn+1− tn，∆tn = tn+1/2− tn−1/2 = 1
2
(∆tn−1/2 + ∆tn+1/2)，如图 2.2

所示。

质点的位置和速度由下式更新

xn+1
pi = xn

pi +

ng∑
h=1

p
n+1/2
hi

mn
h

Nn
ph∆tn+1/2 (2-22)

v
n+1/2
pi = v

n−1/2
pi +

ng∑
h=1

fn
hi

mn
h

Nn
ph∆tn (2-23)
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tt = 0 t n−1 tn tn+1
t n−1/2 t n+1/2

∆tn−1/2 ∆tn+1/2

∆tn

图 2.2 可变步长的中心差分

其中fn
hi = f int,n

hi + f ext,n
hi 。

在显式积分中，为保证数值稳定性，CFL（Courant–Friedrichs–Lewy）条

件要求在一个时间步内，任何信息移动的距离不能超过一个网格。在 MPM模

拟中，采用在空间固定的背景网格并在网格结点上进行时间积分，所以在确定

临界时间步长时，与采用拉格朗日网格的方法不同，除了声速还需要考虑质点

速度 [140]。特别是在超高速碰撞问题中，质点速度和材料声速处于同一量级，

影响不可忽略。故在MPM模拟中，临界时间步长 ∆tcr的计算应采取

∆tcr = min
e

dc

c + |u|
(2-24)

其中 dc 是背景网格的结点间距，u是质点速度，c是声速。声速是扰动传播的

速度，对于显式动力学程序而言，材料中的最大声速也是确定临界时间步长的主

要依据。

无论固体还是流体，材料的绝热声速（Adiabatic sound speed）均可统一的表

示为 [26]

c =

(
4G

3ρ
+

∂p

∂ρ

∣∣∣∣
S

) 1
2

(2-25)

其中下标“S”表示等熵。

材料的压力 p是密度 ρ和单位初始体积内能 E 的函数，即 p = p(ρ, E)，因

此有

∂p

∂ρ

∣∣∣∣
S

=
∂p

∂ρ

∣∣∣∣
E

+
∂p

∂E

∣∣∣∣
ρ

∂E

∂ρ

∣∣∣∣
S

(2-26)

由热力学第一定律，对于等熵过程有 dE = −pdV，故

∂E

∂V

∣∣∣∣
S

= −p (2-27)
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其中 V = v/v0是相对体积。利用关系式 ρV = ρ0可得

∂E

∂ρ

∣∣∣∣
S

=
∂E

∂V

∣∣∣∣
S

dV

dρ
=

pV 2

ρ0

(2-28)

材料的声速最终可写为：

c =

(
4G

3ρ
+

∂p

∂ρ

∣∣∣∣
E

+
pV 2

ρ0

∂p

∂E

∣∣∣∣
ρ

) 1
2

(2-29)

对于线弹性材料，p = −K ln V，故有

∂p

∂ρ

∣∣∣∣
S

=
∂p

∂V

∣∣∣∣
S

dV

dρ
=

K

ρ
(2-30)

其中

K =
E

3(1− 2ν)
(2-31)

为体积模量，这里的 E 是弹性模量，ν 为泊松比。将 (2-30)式代入声速表达式

(2-25)中，可得线弹性材料的声速为：

c =

√
E(1− ν)

(1 + ν)(1− 2ν)ρ
(2-32)

对于其他材料，需要考虑状态方程，根据压力和密度之间的关系由 (2-29)式来

计算其声速。

2.3 求解格式

根据具体计算步骤的不同，物质点法可有不同的实现格式。

Sulsky 等 [41]建议在具体格式的推导中尽可能使用动量而不是速度，

Nairn [89]指出其关键在于计算质点应变前对速度的处理。 Bardenhagen [141]讨

论了在 MPM中时间步开始或结束时更新应力这样两种格式对能量守恒情况的

影响，并将这两种格式分别称为 USF（Update Stress First）和 USL（Update Stress

Last）。Nairn [89]对几种不同的应力更新方式（USF、USL、MUSL、USAVG）进

行了总结和讨论。
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为了更新应力，利用更新后的网格结点速度得到质点上的应变率 ε̇pij

ε̇
n+1/2
pij =

1

2

8∑
h=1

(
v

n+1/2
hi Nn

ph,j + v
n+1/2
hj Nn

ph,i

)
(2-33)

其中网格结点的速度 v
n+1/2
hi 的计算方法不同，决定了不同的格式：

（1）USL格式直接用结点动量来计算结点速度：v
n+1/2
hi = p

n+1/2
hi /mn

hi。

（2）MUSL（Modified USL）格式是对 USL格式的改进，它利用质点动量

映射回网格结点来计算结点速度：v
n+1/2
hi =

np∑
p=1

Mpv
n+1/2
pi Nn

ph/m
n
h

（3）USF格式在每个时间步的计算中首先计算应变率并更新应力，即利用

更新前的结点动量 p
n−1/2
hi 计算结点速度 v

n−1/2
hi ，代入 (2-33)式得到 ε̇

n−1/2
pij 。

MUSL和 USF格式基本相同，区别只在于映射得到结点速度时形函数不

同：MUSL使用 Nn
ph，而 USF使用 Nn+1

ph 。Bardenhagen的研究表明 [141]，USL

具有较强的数值耗散，而 USF具有较好的能量守恒性。本文中的计算均采用

MUSL格式。

2.4 广义插值物质点法

在MPM中，当变形过程中质点穿过背景网格时，会出现应力的震荡，被称

为跨网格噪音（cell-crossing noise）。这主要是由于采用线性形函数的背景网格

导致背景网格形函数的导数在网格间不连续造成的。

针对这一问题，Bardenhagen等 [84] 基于Petrov-Galerkin离散方案对MPM进

行推广，发展了广义插值的物质点法（Generalized Interpolation Material Point

method，GIMP）。

GIMP基于 Petrov-Galerkin离散方案，通过选择不同的试探函数和形函数，

定义了一类方法。引入质点特征函数 χp(x)，物理量的近似可以写成

f(x) =
∑

p

fpχp(x) (2-34)

其中下标 p表示质点携带的变量。采用式 (2-34)表示密度和应力，并且将位移

(2-13)代入到等效积分弱形式 (2-11)，就可以得到和 (2-16)类似的动量方程。于
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是经典MPM中的 Nhp和 Nhp,j 被替换为

Shp =
1

Vp

∫
Ωp

⋂
Ω

χp(x)Nh(x)dΩ (2-35)

Shp,j =
1

Vp

∫
Ωp

⋂
Ω

χp(x)Nh,j(x)dΩ (2-36)

当采用不同的质点特征函数和背景网格形函数作为试探函数和权函数，就

可以得到不同的 GIMP方法。如果采用 Delta函数作为质点特征函数，即

χp(x) = δ(x− xp)Vp (2-37)

以及有限元形函数 (2-14)作为背景网格形函数，就退化为经典的MPM。如果采

用下式作为质点特征函数

χp(x) =

1 x ∈ Ωp

0 x /∈ Ωp

(2-38)

就意味着一个质点代表一块连续的物质，就得到了所谓连续质点 GIMP 方

法 [84]。对于一维问题，假设初始时一个网格中布置两个质点，并且假设在变形

过程中质点的大小保持不变，那么式 (2-35)可以简化为

S(ξ) =



7− 16ξ2

8
ξ 6 0.25

1− ξ 0.25 < ξ 6 0.75

(5− 4ξ)2

16
0.75 < ξ 6 1.25

0 ξ > 1.25

(2-39)

其中 ξ = |(xp − xh)/dc|， dc 是网格长度。对三维问题而言，Shp(x) =

S(ξ)S(η)S(ζ)。这种简化的连续质点 GIMP 方法和采用 Delta 函数作为质点

特征函数并且用 (2-39)作为网格形函数是等效的，这种形函数如图 2.3所示。

和经典 MPM 中 C0 连续的形函数相比，GIMP 中的形函数具有连续的导

数，尽管增加了计算量，但在精度和稳定性上有了很大的改善，质点经过网格时

的数值噪声也得以被控制 [84,142]。
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−1.5 −1 −0.5 0 0.5 1 1.5
0

0.5

1

图 2.3 GIMP形函数

2.5 接触算法

从MPM的计算步骤可以看出，质点速度由网格结点映射而来，因而速度场

具有单值性，物质点法自动满足无滑移的接触条件。对于超高速碰撞等问题，

物质界面的滑移可以忽略，直接应用 MPM可以高效的进行分析，并且接触面

不会发生穿透。针对低速问题，这种自动满足的接触条件使物体难以分离，并

且无法相互滑动，需要对接触加以考虑。

York等 [85]和 Bardenhagen等 [86,87]分别提出了接触判断方法以及允许分离的

接触释放算法。Hu等提出了多重网格来实现接触算法 [88]。他们的接触算法原

理近似，都是利用网格结点上的速度信息来设定接触判据。如图 2.4所示。物

体 r和 s发生接触，对 r而言，发生接触的判据为：

(vr
hi − vhi)n

r
hi > 0 (2-40)

其中 nr
hi 是物体 r在结点 h的单位外法线方向，法线方向可以通过计算物体的

质量梯度得到。vhi 为考虑所有物体时计算得到的结点速度，而 vr
hi 表示只考虑

物体 r时映射到结点的速度。当发生接触时，需要调整速度以满足无嵌入条件，

并且设置法向接触力为

f r
h = −mr

h[(v
r
hi − vhi)n

r
hi]/∆t (2-41)

Nairn [89]在此基础上改进接触算法用于处理裂纹表面的自接触。Pan等 [90]对

接触力的计算方法进行了改进，要求加速度和速度均显式的满足接触条件，使

能量守恒得到更好的满足。
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h

r

s

图 2.4 两物体接触示意图

2.6 小结

本章对物质点法的基本理论和实现过程进行了介绍。首先叙述了所采用的

控制方程和物质点法的离散方案，讨论了不同求解格式的区别。然后介绍了对

物质点法进行扩展的广义插值物质点法的思路，最后对物质点法接触算法的进

展作了简要介绍。
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第 3章 冲击爆炸的基本理论和程序编制

冲击爆炸问题的研究是涉及多个学科的交叉领域。材料和结构在强载荷

下，特别是快速变化载荷作用下，变形过程具有高应变率、高温、高压的特点，

一般可认为是绝热过程。

一些国内外的著作或译本，对冲击爆炸相关的问题的研究做了全面的介

绍 [27,143,144]，对爆炸力学的应用 [145]和相关理论 [2,146–149]，爆炸力学数值模拟的

相关技术 [7,21]也有系统的阐述。本章主要对程序实现涉及到的相关理论作简要

叙述，并对程序编制中的一些问题进行讨论。

3.1 冲击波

冲击波也叫激波，可以简单的定义为压力、温度（内能）和密度的间断。在

一定条件下，固体和流体中均会产生冲击波。常规爆炸产生的压力可高达 50

GPa [143]，是大多数固体材料屈服应力的几十倍。因此对于固体而言，当载荷大

大超过材料的动态屈服强度时，静水压力可能远大于剪切应力。此时对固体中

冲击波的研究方法和对流体的是一样的。

冲击波的数学处理方法最初是 Rankine和 Hugoniot研究流体而提出的 [143]。

为了对冲击波进行分析，作出以下基本假设：冲击波是个间断，没有明显厚度；

材料剪切模量为零，没有弹塑性行为，不发生相变；绝热，忽略热传导。

p
u

ρp ρ
00

p
s
u

0
0u =

T 0
T

图 3.1 冲击波波阵面示意图

考查一维应变下的冲击波，即正冲击波。冲击波的波阵面及其前后区域，如

图 3.1所示。在波阵面前，压力为 p0、密度为 ρ0、温度为 T0。在波阵面后压

力为 p、密度为 ρ、温度为 T。波阵面的速度为 us，波阵面前粒子静止，速度
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u0 = 0，波阵面上和波阵面后的粒子以速度 up运动。以冲击波的波阵面为参考

系，经过 dt时间，单位面积上从右侧流入的质量为 ρ0usdt，被压缩后的物质从

左侧流出的质量为 ρ(us − up)dt。根据质量守恒，有

ρ0us = ρ(us − up) (3-1)

动量变化为 ρ(us − up)dtup = ρ0usdtup，压力的总冲量为 (p− p0)dt，根据动

量守恒定理，有

p− p0 = ρ0usup (3-2)

能量守恒要求 p所做的功等于波阵面两边总能量的差

pup =
1

2
ρ(us − up)u

2
p − e0ρ0us + eρ(us − up) (3-3)

其中 e是单位质量的内能。将质量守恒方程 (3-1)式代入，得到能量守恒方程

pup =
1

2
ρ0usu

2
p + ρ0us(e− e0) (3-4)

式 (3-1)、(3-2)和 (3-4)就是冲击波波阵面前后应该满足的三个守恒方程。

从质量守恒方程 (3-1) 和动量守恒方程 (3-2) 中消去 up， 并引入比容

v = 1/ρ，可得到

ρ2
0u

2
s =

p− p0

v0 − v
(3-5)

上式描述了在 p− v平面上，斜率为 −ρ2
0u

2
s 的一条直线，这条线被称为 Rayleigh

线。(p− p0)/(v − v0)是 Rayleigh线的斜率，可以看出，这个斜率和冲击波速度

us的平方成正比。

利用 (3-5)式和动量守恒 (3-2)式，将能量守恒方程 (3-4)式中的 up和 us消

去，可以导出能量守恒方程的另一种形式

e− e0 =
1

2
(p + p0)(v0 − v) (3-6)

这个方程被称为 Rankine-Hugoniot方程。对给定的状态方程 p = p(v, e)，可将

式 (3-6)中的 e消去，于是得到 p − v 平面上的曲线，称为 Hugoniot曲线 [21]，

也叫冲击绝热线 [150]，需要注意的是，Hugoniot线是一条由实验数据确定的状
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态线，而不是过程线。即它不代表某一冲击过程中压强随比容的变化，而是代

表在同一初态对材料进行一系列不同强度的冲击压缩达到的不同末态。因此

Hugoniot线上的每一个点代表一个冲击压缩状态，Hugoniot线实质上描述的是

材料的特性。如图 3.2所示，对于一次初始于 (p0, v0)的加载过程，可认为加载

路径沿 Rayleigh线达到终态 (pH , vH)，这表示穿过非平衡态是瞬间完成的。这

一过程能量的变化由 (3-6)式给出。忽略热传导，卸载沿等熵线，固体材料的

等熵线和 Hugoniot线很接近，当卸载到初始压力时，材料相对初始状态体积膨

胀且温度升高 [27,143]。

v

p

H
p

H
v

0
v

0
p

Rayleigh 

Hugoniot 

图 3.2 典型的 Hugoniot线和等熵线

上述守恒方程中有五个变量需要处理：压力 p、能量 e、密度 ρ（比容 v）、质

点速度 up 和冲击波速度 us，还需进一步补充方程才能求解。冲击波速度 us 和

质点速度 up的关系可由实验确定，一般可表示成如下的多项式方程

us = C0 + S1up + S2u
2
p + · · · (3-7)

其中 S1 和 S2 是拟合的参数，C0 是压力为 0时材料中的声速，它们都可以通

过拟合（us, up）实验数据得到。实验表明，大多数金属材料在没有发生相变时，

冲击波速度 us和粒子速度 up间近似满足线性关系，因此，式 (3-7)就简化为：

us = C0 + S1up (3-8)

联立方程 (3-1)、(3-2)和 (3-8)，消去 up 和 us，可以得到如下压力和比容之

间的关系

p = p0 +
ρ0c

2
0(1− v/v0)

[1− S1(1− v/v0)]2
(3-9)
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3.2 爆轰

炸药的化学反应可分为三种 [2]，第一种是缓慢的热分解，反应速率慢，难以

察觉；第二种为燃烧，反应界面以亚声速（对炸药来说）推进；第三种为爆炸，

反应界面以超声速（对炸药来说）推进，理论界也称为爆轰。

3.2.1 爆轰波的CJ理论

爆轰波是沿爆炸物传播的一种伴随有高速化学反应的强冲击波，炸药在爆

轰波的强冲击下引起高速化学反应，将炸药转化为高温高压的气体爆轰产物，

化学反应释放的能量又支持对后面的炸药进行冲击压缩，因此爆轰波可以不衰

减的传播下去 [2,148,149]。

Chapman和 Jouguet于 20世纪初各自独立提出了关于爆轰波的平面一维流

体动力学理论（简称为爆轰波的 CJ理论），将爆轰波中的化学反应区近似为一

个强间断面，认为化学反应在无限薄的波阵面上完成，且不考虑热传导、热辐

射和耗散效应，从而可以用流体力学方法处理爆轰波，而不必考虑化学反应的

过程。爆轰反应区的宽度一般为 10−7m量级 [2]，远小于炸药装药尺寸；爆轰波

通过化学反应区的时间为 10−7s量级，因此将反应区近似为一个强间断面是合

理的。

爆轰波是强冲击波，因此 3.1节中关于冲击波的三个守恒方程以及其他规

律在这里都适用，只要把冲击波速度 us替换为爆轰波的波速D，并在能量方程

计入爆轰所释放的化学能，即：

ρ0D = ρ(D − up) (3-10)

p− p0 = ρ0Dup (3-11)

e− e0 =
1

2
(p + p0)(v0 − v) + Qv (3-12)

其中 Qv 是爆轰释放出的单位质量化学能。由式 (3-5)知，可由 (3-10)和 (3-11)

推出压力 p和比容 v满足的关系式

p− p0

v0 − v
= ρ2

0D
2 (3-13)

式 (3-13)在 p− v平面上为从初始状态 (p0, v0)发出的一系列直线，称为爆轰波
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的波速线或 Rayleigh线，其斜率为 −ρ2
0D

2，不同斜率的 Rayleigh线对应不同的

爆速 D。

式 (3-10)、(3-11)和 (3-12)是由三个守恒方程建立的爆轰波基本关系式，再

加上爆轰产物的状态方程，共有四个方程。为了确定五个描述爆轰波状态的参

数：p、ρ、u、e和 D，还需补充一个方程。Chapman和 Jouguet通过研究爆轰波

在炸药中稳定传播的条件，建立了第五个方程，即爆轰波稳定传播的 CJ条件。

由于有反应热 Qv 放出，爆轰产物的 Hugoniot 线在原始炸药 Hugoniot 线

的右上方，如图 3.3所示。过初始状态点 O(p0, v0)做两条 Rayleigh线，水平线

OB（爆速 D = 0）和竖直线 OA（爆速 D = ∞），可将爆轰产物的 Hugoniot线

分为三段：MA段、AB段和 BL段。在 AB段中，p > p0，v > v0，由式 (3-13)

知爆速 D 为虚数，没有物理意义，所以 AB 段不是实际爆轰的状态，在图 3.3

中用虚线表示。在 B 点，p = p0，v > v0，D = 0，该点对应于定压燃烧状态。

在 BL段，爆速 D为正实数，由 (3-10)知 up = D(v0 − v)/v0 < 0，即波后粒子

速度方向于波速相反，因此 BL段对应于燃烧过程，称为爆燃分支。在 A点，

p > p0，v = v0，D = ∞，对应于定容爆轰。在 AM 段，p > p0，v < v0，爆速

D和粒子速度 up均大于零，波速和粒子速度方向相同，对应于爆轰状态，AM

段称为爆轰分支。

v

p

CJ
p

CJ
v 0

v

0
p

Rayleigh 

Hugoniot 

O

A

B

C

MN

L

VN
p

Hugoniot 

图 3.3 Hugoniot线

从图 3.3可以看到，以爆速 D传播的爆轰波，波阵面前的未反应炸药在遭

受冲击而尚未发生化学反应时，其状态由初始点 O(p0, v0)突跃到 Rayleigh线

和 Hugoniot线的交点，该点对应压力为 von Neumann压力峰 pVN。在化学反应

完成后，爆轰产物的状态必定在 Rayleigh线和爆轰产物 Hugoniot线的交点或切
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点。爆速不同，爆轰产物达到的状态点也不同，爆轰产物的 Hugoniot线就是

初态为 (p0, v0)的炸药经过不同强度爆轰波传过后所有可能终态 (p, v)的集合。

Chapmann和 Jouguet的理论研究指出，爆轰产物的状态必须位于Rayleigh线和

爆轰产物 Hugoniot线的切点，即图 3.3中的 C 点，爆轰波才能定常传播。C 点

称为 CJ点，与该点对应的状态称为 CJ状态，相应的物理量用下标 CJ表示。

CJ点对应的爆速等于爆轰产物的当地声速 C 与粒子速度 up之和，即

D = (up)CJ + CCJ (3-14)

上式称为 CJ条件。满足 CJ条件时，爆轰波阵面后的稀疏波就赶不上爆轰波，

因此爆轰波反应区内释放出的能量不会损失，而全部用来支持爆轰波定常传

播。可以证明 [148,149]，图 3.3中的 C 点是 Rayleigh线、Hugoniot线和等熵线的

公切点。

引入爆轰产物状态方程后就可以确定爆轰参数，记

k = −
(

∂ ln p

∂ ln v

)
s

= −v

p

(
∂p

∂v

)
s

(3-15)

由过 C 点的等熵线与 Rayleigh线的相切条件有(
∂p

∂v

)
s

=
pCJ − p0

v0 − vCJ
(3-16)

将式 (3-16)代入式 (3-15)并忽略初始压力 p0，可得

v0

vCJ
=

k + 1

k
, ρCJ =

k + 1

k
ρ0 (3-17)

将上式代入 (3-13)式和质量守恒方程 (3-10)，可得 CJ状态的压力和质点速度：

pCJ =
1

k + 1
ρ0D

2 (3-18)

(up)CJ =
1

k + 1
D (3-19)

如果已知炸药的 ρ0、D和爆轰产物的参数 k，就可以得到爆轰波 CJ点的参数。

参数 k和状态方程有关。考虑多方过程

pvγ =常数 (3-20)
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式中 γ 称为多方指数，γ 值不同代表不同的过程。γ = 0是等压过程，γ = 1是

等温过程，k = ∞时，是等容过程，γ = Cp/Cv 是等熵过程，此时 γ 为绝热指

数（也称等熵指数或比热比）。炸药爆炸产物的膨胀过程本身就是一种多方过

程，高压下 k近似等于 3，随着膨胀进行，k逐渐减小，常压下近似等于 1.4。

对式 (3-20)两边取自然对数并微分后代入式 (3-15)中，可得

k = −v

p

(
∂p

∂v

)
s

= γ (3-21)

CJ模型与真实爆轰过程有一定差别，但在工程上还是得到了广泛的应用，

取得较好效果。一个重要的原因是，炸药的状态方程通常是半理论半经验的，

其参数也往往由实验确定，这样通过调整状态方程参数，可以使计算结果和实

验结果符合的很好。实际上是在调整状态方程参数时把 CJ理论的误差也“修

正”了 [2]。为了更好的描述爆轰波阵面上的化学反应区，20世纪 40年代，苏联

科学家 Zeldovich、美国科学家 von Neumann和德国科学家 Doring在 CJ模型的

基础上，分别独立提出了简单的爆轰波结构模型（ZND模型），认为化学反应

不是瞬时完成，而是在具有一定厚度的区域内按一定反应率完成的。ZND模型

比 CJ模型更真实的反映了爆轰波的结构。

3.2.2 爆轰的数值模拟

爆轰是流体力学和化学反应动力学相互耦合的一种复杂过程。对爆轰的数

值模拟就是要用计算机求解这一耦合的方程组，以正确反映这一爆轰过程 [147]。

要准确的模拟爆轰中的化学反应动力学过程非常困难，通常只采用一些唯象的

模型。除三个守恒方程之外，还需要加入化学反应速率方程

dλ

dt
= F (p, e, λ) (3-22)

和状态方程

p = p(ρ, e, λ) (3-23)

采用反应率函数后，状态方程变为

p = λpeos (3-24)
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其中 λ为反应率函数，在 0到 1之间变化，peos为爆轰产物状态方程计算得到的

压力。爆轰后，化学能作为初始能量 E0，加入到爆轰产物的状态方程中。

定常爆轰的反应率函数处理起来较为简单，最早使用的反应率函数是

Wilkins函数 [147]，也称为程序燃烧 [21,26]

λ1 =


(t− tL)D

1.5h
t > tL

0 t 6 tL

(3-25)

其中 t是当前时间，tL 是点火时间，D 是爆速，h为特征尺寸，在有限元中一

般取为单元的最小宽度，在物质点法模拟中取为网格间距 dc。系数 1.5 参考

LS-DYNA [26]，实际给出了冲击波波阵面（反应区）的宽度，使得波阵面上变量

可以连续而不是一个间断。不同的单元或质点拥有不同的点火时间 tL值，它反

映了爆轰波以爆速 D从起爆点传播到该单元或质点需要的时间，如果定义了多

个起爆点，则 tL由最近的起爆点确定。

另一种反应率函数是 CJ比体积燃烧函数 [147]，或称为 β 燃烧函数 [26]：

λ2 = β(1− V ) (3-26)

其中

β =
ρ0D

2

pCJ
=

1

1− VCJ
= γ + 1 (3-27)

pCJ为 CJ压力，V = v/v0是相对体积，VCJ 为 CJ点的相对体积。这个函数反映

了爆轰波传到之处，炸药开始受压，比体积下降，λ > 0，从而使化学反应被触

发。

以上两种反应率函数经常配合使用 [21]，即取

λ = max(λ1, λ2) (3-28)

非定常爆轰的反应率函数可以部分反映化学反应的效果，模拟爆轰的引爆

和发展过程，可以用于对非理想爆轰的模拟。比较常用的是 Lee-Tarvar反应率

函数，也叫点火成长模型 [26,147]。
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3.3 应力更新、材料模型和状态方程

3.3.1 人工体积粘性

冲击波导致压力、密度、质点速度、能量在波阵面前后发生突变，为了在计

算程序中捕捉冲击波，需要在压力项 p添加人工体积粘性项 [26]，成为 p + q。其

中的粘性项

q =

c0ρl2e (ε̇kk)
2 − c1ρlecε̇kk ε̇kk < 0

0 ε̇kk > 0
(3-29)

其中 le 是特征长度，在 MPM模拟中取为背景网格结点间距 dc， ε̇kk 是体应变

率，c是声速，c0和 c1无量纲常数，缺省值分别为 1.5和 0.06 [26]。

引入人工粘性 q后，相当于在系统中引入了阻尼，阻尼比为

ξ = − q

ρleceε̇kk

=
Q

ce

(3-30)

于是有

Q =

c1ce − c0leε̇kk ε̇kk < 0

0 ε̇kk > 0
(3-31)

因此，引入人工体积粘性后，临界时间步长为：

∆te =
le

Q + (Q2 + c2
e)

1/2
(3-32)

3.3.2 应力更新算法

积分率形式本构方程的数值算法为应力更新算法 [10]。时刻 t + dt的应力可

通过对应力率 σ̇ij 积分得到

σij(t + dt) = σij(t) + σ̇ijdt (3-33)

由于柯西应力张量的物质导数 σ̇ij 受刚体转动影响，不是客观张量，因

此在本构关系中应使用 Jaumann应力率 σ∇ij。柯西应力张量的物质导数 σ̇ij 和

Jaumann应力率 σ∇ij 的关系为：

σ̇ij = σ∇ij + σjkωik + σikωkl (3-34)
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其中

ωij =
1

2
(vi,j − vj,i) (3-35)

是旋率张量（spin tensor），是个反对称张量。Jaumann应力率 σ∇ij 可根据本构关

系 (2-4)式由变形率张量 Dij = ε̇ij更新。

在显式积分中，程序存储 tn 时刻的应力 σn
ij 和 tn+1/2 时刻的旋率张量

ω
n+1/2
ij ，因此 tn+1/2时刻的应力率 σ̇

n+1/2
ij 可近似表示为

σ̇
n+1/2
ij = σ

∇n+1/2
ij + σn

jkω
n+1/2
ik + σn

ikω
n+1/2
kl (3-36)

利用 (3-33)式积分可以得到 tn+1时刻的柯西应力张量

σn+1
ij = σn

ij + rn
ij + σ

∇n+1/2
ij ∆tn+1/2 (3-37)

其中

rn
ij =

[
σn

jkω
n+1/2
ik + σn

ikω
n+1/2
kl

]
∆tn+1/2 (3-38)

柯西应力张量 σij 分解为静水压力 p和偏应力张量 sij 分别更新。以线弹性

材料为例，压力的更新格式为

pn+1 = pn −Kε̇
n+1/2
kk ∆tn+1/2 (3-39)

其中 K 为体积模量。偏应力更新格式为

sn+1
ij = sn

ij + (sn
jkω

n+1/2
ik + sn

ikω
n+1/2
kl + 2Gε̇

′n+1/2
ij )∆tn+1/2 (3-40)

其中 G为剪切模量，ε̇′ij 为偏应变率张量

ε̇′ij = ε̇ij −
1

3
ε̇kkδij (3-41)

在冲击爆炸问题中，压力 p需要通过状态方程来更新。因为压力一般是体

积和内能的函数，在计算压力前，需要先对能量方程 (2-3)积分，计算 tn+1 时

刻的内能

en+1 = en + V0Ė
n+1/2∆tn+1/2

= en + V n+1/2s
n+1/2
ij ∆ε

n+1/2
ij − V n+1/2(pn+1/2 + qn+1/2)∆ε

n+1/2
kk (3-42)
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其中 V0为质点初始体积，V n为质点在 tn时刻的体积，

∆ε
n+1/2
ij = ε̇

n+1/2
ij ∆tn+1/2 (3-43)

V n+1/2 =
1

2
(V n + V n+1) (3-44)

s
n+1/2
ij =

1

2
(sn

ij + sn+1
ij ) (3-45)

考虑到 V n+1/2∆ε
n+1/2
kk = V n+1 − V n = ∆V， pn+1/2 = (pn + pn+1)/2，式

(3-42)可以写成

en+1 = e∗n+1 − 1

2
∆V pn+1 (3-46)

其中

e∗n+1 = en − 1

2
∆V pn −∆V qn+1/2 + V n+1/2s

n+1/2
ij ∆ε

n+1/2
ij (3-47)

为 tn+1时刻内能的估计值。

如果状态方程是线性的，那么计算 tn+1 时刻压力的状态方程可以写成如下

形式

pn+1 = An+1 + Bn+1En+1 (3-48)

其中 En+1 = en+1/V0是单位初始体积的内能。

将 (3-46)式代入 tn+1时刻压力的表达式 (3-48)中，可得到求解 tn+1时刻压

力的格式为

pn+1 =
An+1 + Bn+1E∗n+1

1 + 1
2
Bn+1 ∆V

V0

(3-49)

其中 E∗n+1 = e∗n+1/V0。由上式求出 tn+1 时刻压力后，可由 (3-46)式求出 tn+1

时刻的内能 en+1。

3.3.3 弹塑性模型

描述金属材料的塑性行为通常采用 Von Mises 屈服模型。 在 Von Mises

屈服模型中，初始屈服应力和压力无关，因此屈服面在主应力空间中是以
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σ1 = σ2 = σ3为轴线的圆柱面。考虑与压力无关的屈服面，加载条件可以写为

F (sij, ak) = f(sij)− σy(ak) = 0 (3-50)

其中 f(sij)决定了屈服面形状，σy(ak)决定了屈服面的尺寸和平移量，ak 是度

量塑性变形的内变量。工程上通常取等效塑性应变 εp为内变量 [151]。

加载曲面演化规律可以很复杂， 最常用的两种模型分别是等向强

化（isotropic hardening）模型和随动强化（kinematic hardening）模型。 对于

等向强化情况，圆柱面随着塑性变形的增长而均匀膨胀，始终与初始圆柱面保

持几何相似。本文中暂不考虑随动强化的情况。

根据塑性正交法则，塑性应变可由屈服函数求得

dεp
ij = λ

∂f

∂sij

(3-51)

其中 λ为比例常数，塑性应变增量 dεp
ij 垂直于屈服面。

进行应力更新时，首先假定材料仍处于弹性阶段，由 (3-40)式，偏应力张

量的试探值可写为

∗sn+1
ij = sRn

ij + 2G∆ε
′n+1/2
ij (3-52)

其中

sRn

ij = sn
ij + (sn

jkω
n+1/2
ik + sn

ikω
n+1/2
kl )∆tn+1/2 (3-53)

∆ε
′n+1/2
ij = ε̇

′n+1/2
ij ∆tn+1/2 (3-54)

此时有效应力的试探值为

s∗n+1 =

(
3

2
∗sn+1

ij
∗sn+1

ij

) 1
2

(3-55)

如果有效应力试探值 s∗n+1大于屈服应力 σn+1
y ，Mises条件

F =
3

2
sijsij − σ2

y 6 0 (3-56)

不满足，说明试探应力点落在了屈服面外。此时利用径向返回法将试探应力

∗sn+1
ij 按比例缩小

sn+1
ij = m∗sn+1

ij (3-57)
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使其回到屈服面上，其中系数

m =
σn+1

y

s∗n+1
(3-58)

从总偏应变增量∆ε′ij 中减去弹性偏应变增量 (sn+1
ij − sRn

ij )/2G，得到塑性应

变增量

∆εp
ij = ∆ε′ij −

1

2G

(
sn+1

ij − sRn

ij

)
(3-59)

由 (3-52)式知

∆ε′ij =
∗sn+1

ij − sRn

ij

2G
(3-60)

代入到 (3-59)式得

∆εp
ij =

∗sn+1
ij − sn+1

ij

2G
(3-61)

将 (3-57)式代入到上式得

∆εp
ij =

(
1−m

2G

)
∗sn+1

ij (3-62)

利用 (3-55)、(3-58)和 (3-62)可求得等效塑性应变增量为

∆εp =

(
2

3
∆εp

ij∆εp
ij

) 1
2

=

[
2

3

(
1−m

2G

)2
2

3

(
s∗n+1

)2] 1
2

=
s∗n+1 − σn+1

y

3G
(3-63)

对等向强化有

σn+1
y = σn

y + Ep∆εp (3-64)

其中 Ep为塑性硬化模量

Ep =
EEt

E − Et
(3-65)

其中 Et为切线模量，E 为弹性模量。

将 (3-64)式代入 (3-63)式，可以得到

∆εp =
s∗n+1 − σn

y

3G + Ep
(3-66)
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综上，塑性本构模型的计算步骤可总结如下：如果有效应力的试探值 s∗n+1

大于屈服应力 σn
y，则

1，求解塑性应变增量

∆εp =
s∗n+1 − σn

y

3G + Ep
(3-67)

2，更新塑性应变

εpn+1 = εpn + ∆εp (3-68)

3，更新屈服应力

σn+1
y = σn

y + Ep∆εp (3-69)

4，利用新屈服强度计算比例系数

m =
σn+1

y

s∗n+1
(3-70)

5，利用径向返回算法使应力点回到屈服面上

sn+1
ij = m∗sn+1

ij (3-71)

3.3.4 高应变率下的弹塑性材料模型

大量实验表明，材料的屈服应力会随应变率增大而增大，在冲击爆炸问题

中，应变率可以达到 104s−1或更高，应变率效应是爆炸冲击载荷下材料塑性响

应的一个显著特征。

Johnson-Cook模型 [152]考虑了材料在冲击载荷下的应变率强化效应和热软

化效应。在 Johnson-Cook模型中，材料的动态屈服应力表示为

σy = (A + Bεn)(1 + C ln ε̇∗)(1− T ∗m) (3-72)

其中 ε是等效塑性应变， ε̇∗ = ε̇/ε̇0 是 ε̇0 = 1.0 s−1 下的无量纲的塑性应变率，

T ∗ = (T −Troom)/(Tmelt−Troom) ∈ [0, 1]是无量纲温度。A、B、n、C 和m是材

料常数，可以通过 Taylor杆实验来确定。尽管 Johnson-Cook是个纯经验模型，

但由于其简洁有效，描述冲击爆轰载荷作用下的材料行为取得了良好的效果，

得到广泛的应用。
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Zerilli-Armstrong材料模型 [153]考虑了材料的微观结构，高应变率下的材料

相应和其微观结构的演化密切相关，材料的缺陷、裂纹、相变及其相互作用决

定了材料的力学性能。Zerilli和 Armstrong基于热激活位错理论分析了典型面

心立方结构和体心立方结构金属中温度和应变率情况，并注意到两种材料间存

在的差异。

对于压力更大和应变率更大的情况，也可以使用 Steinberg系列的材料模

型 [154]。当压力大于 10 GPa的高压和应变率大于 105 s−1时 [155]，Steinberg材料

模型考虑压力和温度变化对剪切模量和屈服应力产生的影响。

3.3.5 材料的损伤失效模型

材料在冲击爆炸载荷的作用下，不可避免的会发生损伤破坏的现象。材料

的动态损伤失效是个复杂的问题，根据不同的载荷方式，不同的材料微观结

构，可能发生断裂破坏的模式也不同，进而需要采用不同的损伤失效模型。对

材料不同破坏模式的分析足以分别形成几个专题，比如绝热剪切带、层裂等。

最简单并且在数值模拟中最常使用的两种失效模型分别是最大塑性应变模

型和最大拉力模型 [26]。这两种失效模型的判别准则分别为

εp > εp
max (3-73)

p < pmin (3-74)

其中 εp 是等效塑性应变， εp
max 是最大允许塑性应变，pmin 是最大允许拉力，

一般小于零。在这两种失效模型中，当质点一旦满足上述失效准则，则立刻失

效，而根据实验观察到的现象，许多材料的失效是有一个演化过程的，在数值

模拟中，经常用一个从 0到 1逐渐变化的损伤量 D来表示。

Johnson-Cook失效模型 [156]就是一种用损伤量来描述材料失效过程的模型，

在 Johnson-Cook失效模型中，破坏应变按下式定义

εf = [D1 + D2 exp(D3σ
∗)][1 + D4 ln ε̇∗][1 + D5T

∗m] (3-75)

其中应力比 σ∗ = σm/σ̄被称为应力三轴度（triaxiality），σm = −p是平均应力，

σ̄ 是 Von Mises等效应力，其他变量和 Johnson-Cook材料模型相同，D1 到 D5
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是需要由实验确定的材料参数。损伤量 D按下式计算

D =
∑ ∆ε

εf
(3-76)

其中 ∆ε是单个时间步中塑性应变的增量，当 D达到 1.0时，材料即发生破坏。

失效后的质点不能承受剪力，偏应力分量均置为零，对于静水压力 p，一

般认为失效质点不能承受拉力，只能承受压力。在压力更新时，如果质点受压

则正常更新，如果质点受拉，则将 p也置零，同时将质点体积恢复到上一时刻

的体积。

以上模型相对简单，在工程中具有实用性，不过并没有考虑损伤对材料性

能的影响，对于一些对精度要求较高的问题，可以选择对材料损伤过程有更细

致的描述，能更好的反映损伤断裂本质的模型。比如一些损伤模型考虑到微空

洞、微裂纹的成核、成长，考虑损伤量对材料参数，如剪切模量、屈服强度等的

削弱作用，用于层裂的计算 [157]可取得更好的效果。

3.3.6 固体状态方程

超高速碰撞和爆炸作用下的材料行为涉及高温高压，相对低速下的材料响

应而言，热力学效应更加明显。因此需要使用状态方程来描述压强、密度和内

能之间的关系，考虑物质的压缩效应和非可逆的热力学过程。状态方程有时也

被称为物态方程。

一般来说，固体受到压缩时，体积总是随着压强的增大而减小，体积模量

则随压强的增大而增大 [150]。在 100 GPa以内的压力下，可以把物质的压缩性

看作是各个“完整”原子相互作用的结果，即物质的压缩性基本上只取决于决定

化学性质的外层电子，这时可用晶体点阵的谐振子模型等比较简单的理论模型

来建立物质的状态方程。我们关心的超高速碰撞和爆炸问题中产生的压力通常

不超出这个范围。在这一基础下，一般的状态方程可以用半经验半理论的方法

获得。

Mie-Grüneisen状态方程，也称为 Grüneisen状态方程，是由热力学和统计力

学方法得到的，可以很好的描述绝大多数金属固体在冲击载荷作用下的热力学

行为。Grüneisen状态方程具有如下形式 [150]

p− pc =
Γ

v
(e− ec) (3-77)
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其中 pc 和 ec 表示冷压和冷能，即物体在绝对零度下的压力和内能。 Γ 称为

Grüneisen系数，它和比容 v 相关，Γ和 v 的关系可用下面这个常用的经验公式

来描述

Γ0

v0

=
Γ

v
(3-78)

因为冲击状态也满足 (3-77)式

pH − pc =
Γ

v
(eH − ec) (3-79)

将 (3-77)和 (3-79)相减可以得到

p = pH +
Γ

v
(e− eH) (3-80)

这就是冲击爆炸（流体动力学）计算常用的以 Hugoniot线为参考线的 Grüneisen

状态方程。由于参考线是 Hugoniot线，所以此方程原则上只适用于压缩态。通

常 pH 远大于 p0，因此可以在参考线上的压力比容关系 (3-9)式中忽略 p0得到

pH =
ρ0c

2
0(1− v/v0)

[1− S1(1− v/v0)]2
=

ρ0c
2
0µ(1 + µ)

[1− (S1 − 1)µ]2
(3-81)

其中 µ = v0/v− 1 = ρ/ρ0− 1为材料的压缩系数，它反映了材料的压缩程度。注

意到当分母 1− (S1 − 1)µ = 0时，pH 将达到无穷大，上式给出了一个压缩可达

到的最大密度 ρ = S1ρ0/(S1 − 1)。

对于参考线上的内能表达式 (3-6)，取 p0 = 0，e0 = 0可以得到

eH =
pH

2ρ0

(
µ

1 + µ

)
(3-82)

将上式代入 Grüneisen状态方程 (3-80)式有

p = pH(1− Γµ

2
) + Γρe (3-83)

这就是在计算中实用形式的 Grüneisen 状态方程，适用于材料压缩情况，即

µ > 0时，其中 pH 按 (3-81)式计算。也可以将 (3-81)式在 µ = 0处做 Taylor展

开，并保留到三次项，即得到如下的多项式形式

pH ≈ ρ0c
2
0[µ + (2S1 − 1)µ2 + (S1 − 1)(3S1 − 1)µ3] (3-84)
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当材料膨胀，即 µ < 0时，压力计算采用 [26]

p = ρ0c
2
0µ + Γρe (3-85)

或者 [7,27,59]

p = ρ0c
2
0µ(1− Γµ

2
) + Γρe (3-86)

在超高速碰撞中经常使用的另一状态方程是 Tillotson状态方程 [9]。Tillotson

状态方程覆盖了更大的压力范围，它将 p − v 平面分成四个区域，分别以不同

形式的方程来描述，常被用来模拟固体材料在超高速碰撞问题中出现的极高压

状态，以及融化和气化的相变现象。

对于水下爆炸问题，通常主要考虑水的压缩性，因此可以用 Grüneisen状态

方程将水模拟为可压缩流体 [158]。

3.3.7 气体的状态方程

3.3.7.1 多方指数状态方程

多方指数状态方程

p = Aρk (3-87)

式中 k 称为多方指数，k 值不同代表不同的过程。k = 0是等压过程，k = 1是

等温过程，k = Cp/Cv = γ 是等熵过程，k = ∞时，是等容过程。炸药爆炸产
物的膨胀过程本身就是一种多方过程，高压下 k近似等于 3，随着膨胀进行，k

逐渐减小，常压下近似等于 1.4，即等价于理想气体状态方程。

多方指数状态方程由于形式简单，常用于解析估算。

3.3.7.2 理想气体状态方程

理想气体状态方程为

p = (γ − 1)
ρ

ρ0

E (3-88)

其中 γ 是比热比，E 是单位初始体积的内能。对双原子分子构成的气体，通常

取 γ = 1.4。
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3.3.8 爆轰产物状态方程

爆轰产物的状态方程可分为两类 [148,159]，一类是考虑炸药化学成分和化学

反应，是显含化学反应的状态方程，可称为热力学状态方程。另一类不显含化

学反应，可称为动力学状态方程。

BKW状态方程是半经验的热力学状态方程，在预估炸药爆轰参数方面取

得很好效果 [27,148]。HOM状态方程 [148,160]是来源于热力学计算结果拟合的动力

学状态方程。Mader把 BKW程序计算的爆轰产物的压力、温度和能量用最小二

乘法拟合成温度的函数，称为 HOM状态方程。

JWL（Jones-Wilkins-Lee）状态方程 [146]是不显含化学反应的经验状态方程，

由实验确定参数，是典型的动力学状态方程。它能较好的描述爆轰产物膨胀做

功的过程，是爆炸力学计算中应用最为广泛的状态方程，其形式为

p = A(1− ω

R1V
)e−R1V + B(1− ω

R2V
)e−R2V +

ωE

V
(3-89)

其中 V = v/v0 是相对体积，A、B、R1、R2 和 ω 是炸药的材料常数，一般通

过圆筒试验来确定。需要注意的是 JWL状态方程是根据实验数据总结出来的经

验状态方程，其参数和实验方式有一定的相关性，可能不同实验方式确定的参

数会有所不同，因此在使用中要考虑到其局限性。

3.4 一些具体问题

3.4.1 温度计算

在冲击爆炸问题中，材料通常都是经历高应变率的变形过程，变形过程很

短暂，可以忽略热传导效应。比如在应变率 103s−1时，铜试件在 5 ms时间内

的热扩散距离只有 1.5 mm [143]。因此高应变率的变形过程一般都认为是绝热过

程。使材料温度升高的热量主要来自于不可逆的塑性变形产生的塑性功。故联

系塑性功和相应温度升高的公式为 [161]

ρcpṪ = βẆ p (3-90)

其中ρ是密度，cp是定压比热，W p是塑性功，β为材料常数，是塑性功转化为热

的转化率。对于某些材料，β 会和应变以及应变率相关 [161]，但通常可以简单
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假设 β 为 0.85至 1.00之间的常数。β = 0.9对大多数金属而言是可以接受的近

似 [143]。温度由每一时间步计算的温度增量累加而得，并在 Johnson-Cook模型

中用来考虑热软化的计算中使用。积分 (3-90)式得到每一时间步温度的升高

∆T =
β

ρcp

∆W p (3-91)

其中 ∆W p 是单位体积的塑性功增量。只有在试探应力超过当前屈服应力时才

会计算塑性功，第 k步到第 k + 1步的塑性功增量为

∆W p =
1

2
(σk

y + σk+1
y )∆εp (3-92)

3.4.2 质点体积的计算

欧拉描述下的质量守恒方程为

ρ̇ + ρvi,i = 0 (3-93)

整理为

dρ

ρ
= −vi,idt (3-94)

将上式从 tk 到 tk+1积分得到

ρk+1 = ρke−vi,i∆t (3-95)

若用 V = mp/ρ表示质点所代表物体的体积，那么代入上式则质点的体积更新

公式可写为

V k+1 = V kevi,i∆t = V ke∆εii (3-96)

将上式做 Taylor展开并保留一阶项有

V k+1 = V k(1 + ∆εii) (3-97)

上式也可以通过微元分析得到。考虑一个立方体微元，原体积为 V0，一个

时间步后，三个方向分别发生正应变 ε11、ε22和 ε33，那么微元新的体积应为

V0(1 + ε11)(1 + ε22)(1 + ε33) = V0(1 + ε11 + ε22 + ε33 + O(ε2)) (3-98)

忽略掉高阶项，即 (3-97)式。
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3.5 程序设计与考核

3.5.1 程序设计

本文采用 C++语言编制了可用于冲击爆炸问题模拟的三维物质点法程序

MPM3DPP。其中引入了弹性、弹塑性材料模型、Johnson-Cook材料模型以及

高能炸药的材料模型，加入了 Grüneisen状态方程、理想气体状态方程和用于

爆轰产物模拟的 JWL状态方程。加入了最大拉力失效、最大等效塑性应变失效

和 Johnson-Cook损伤失效模型。为了处理冲击波，添加了人工体积粘性。

在编制程序时尽可能利用 C++语言面对对象的特性，可以使程序有更好的

可维护性，有良好的可扩充性，易于添加新的模型。MPM3DPP程序具有较好

的通用性和可扩展性，用户可以通过输入文件设定不同的几何模型，指定不同

的算法以及选择不同的材料模型、状态方程和损伤失效模型。从而可以计算多

种不同的问题，而不是局限于某些特定问题。

不同的材料模型均继承于一个虚基类 CMatGeneric，如图 3.4所示。所有材

料公有的属性，如密度，属于基类，每个材料模型对应一个继承类，可以定义

自己的材料参数。这种组织方式有利于程序扩展，开发者只需要添加一个继承

类就可以添加新的材料模型。状态方程和失效模型也用类似的方式处理。

CMatGeneric

CMatNull

CMatIsotropic

CMatHighExpBurn

CMatIsoElastic

CMatElaPlastic

CMatIsoHarden

CMatJohnsonCook

图 3.4 材料模型类的继承关系

物质点法只需要将物质区域离散为质点和划分规则的背景网格，因此前处

理相对有限元而言更加方便。对于形状规则的物体，如长方体、圆柱体、球体

等，可以直接在输入文件中指定，由程序自动生成正交方式布置的质点。对于

复杂的区域，尽管还没有成熟的前处理软件可供使用，但通过自编程序仍然可

以处理不规则物体的质点离散。一个有效的办法是借助比较成熟的有限元商业

软件，利用其中划分网格的功能，首先对复杂的三维几何体划分网格，然后导

出结点位置和单元信息，一般单元采用六面体或由六面体退化的四面体。通过

程序，可以将有限单元转变成位于单元形心的质点，质点的质量等于单元的质
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量mp = me = ρ0Ve，单元体积 Ve可用 Grandy给出的算法进行计算 [162]。

MPM 中的质点携带了所有物质信息，后处理时可以将质点直接画出。

MPM3DPP程序提供了可供 Tecplot软件读取的输出文件，可以直接利用 Tecplot

绘制质点的运动情况以及依据材料、应力等变量绘制云图。另外，MPM3DPP

也提供了在背景网格结点上输出变量的功能，结点上变量的值利用结点上的形

函数，通过质点信息插值即可得到。

3.5.2 程序的考核

3.5.2.1 爆轰波传播

考查一 10 cm长的 TNT板条从固定端起爆，爆轰波以爆速向另一端传播。

Shin等和 Liu等曾经用有限元和 SPH分别模拟过这一问题 [72,163]。这个问题也

可以作为模拟高能炸药爆轰的程序的一个标准考题。

在这一模拟中，炸药选用 TNT，其材料参数为 [52]密度 ρ = 1630 kg/m3，

爆速 D = 6930 m/s， JWL 状态方程的参数为 A = 3.712 × 1011 N/m2，B =

0.0321 × 1011 N/m2， R1 = 4.15， R2 = 0.95， ω = 0.3， 单位体积的内能

E0 = 6993× 106 J/m3。

MPM3DPP 是三维 MPM 程序，为了模拟这个一维问题，沿 x 方向布置一

列共 2000个质点，用 1000个背景网格覆盖。所有质点都在 y 和 z 方向被约

束。为了进行比较，采用 LS-DYNA用 1000个有限单元模拟此问题。用这两

个程序模拟得到的不同时刻压力和密度分布的结果如图 3.5和图 3.6所示，其

中 MPM 结果是提取自背景网格结点上的。从图中看出 MPM3DPP 的结果和

LS-DYNA的结果基本一致。对于 TNT炸药，在理论公式 (3-17)和 (3-18)中取

k = 2.727 [21]，可得 CJ爆压的理论值为 pCJ = 21.0 GPa，CJ状态下密度的理论值

为 ρCJ = 2.23 g/cm3，在图中以虚线表示。模拟结果的峰值压力和密度与理论的

CJ爆压和密度比较接近，误差在 5%以内。

在 MPM的模拟中有两个因素可以造成数值震荡，一个是由于质点穿越网

格造成，在本例中采用 GIMP方法加以抑制。另一个是由于冲击波引起，在

应用人工体积粘性后，也得到有效的抑制，人工体积粘性的参数为 c0 = 3.0和

c1 = 0.3。
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x (mm)

CJ 

图 3.5 TNT爆轰, 7µs和 14µs时刻压力分布

CJ 

x (mm)

图 3.6 TNT爆轰, 7µs和 14µs时刻密度分布
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3.5.2.2 Sedov冲击波问题

Sedov冲击波问题考虑的是在强点源爆轰后，冲击波在初始静止的理想气

体中的传播规律。Sedov曾利用相似原理分析这一问题，对球对称、圆柱对称、

平面情况分别给出了解析解 [164]，解析解可用已有程序进行计算 [165]。

考虑柱对称情况，用 MPM 模拟时，布置一层背景网格，将质点限制在

x − y 平面内运动。采用理想气体状态方程 (3-88)式，点源爆轰效果采用设置

中心质点的 E0 来实现。所有数据无量纲，初始条件为 E0 = 10000，ρ0 = 1.0，

γ = 1.4，计算区域半径 R = 0.4，模拟时间 t = 0.001，考虑到对称性，用 1/4

模型进行模拟。注意到在柱对称解析解的计算中密度 ρ0 的量纲为 [ML−2]，所

以在用MPM3DPP程序模拟时，质点初始密度的设置应与初始条件给出的密度

相差一系数，这个系数为质点间距 dp。

r

图 3.7 Sedov问题，沿 x方向密度分布

分别采用 40× 40和 100× 100两种不同密度的背景网格，每个网格中布置

2 × 2个质点，这两种情况下，半径为 0.4的 1/4圆盘分别被离散为 5027个质

点和 31419个质点。x方向的密度分布曲线与解析解的对比如图 3.7所示，其中

MPM模拟结果的数据取自背景网格结点。在模拟中，启用了 GIMP算法，人工

体积粘性系数设置为 c0 = 6.0和 c1 = 0.6。
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3.5.2.3 层裂问题

层裂（spallation）是冲击爆炸问题中常见的一种破坏模式，中厚板在冲击载

荷作用下，压缩波在自由面反射形成拉伸波，从而造成材料在自由面附近的拉

伸破坏。

表 3.1 Johnson-Cook模型材料参数 [143]

A(MPa) B(MPa) n c m 比热容(J/kg K) 融化温度(K)

铝 265 426 0.34 0.015 1.0 875 775
铁 175 380 0.32 0.06 0.55 452 1811

表 3.2 材料参数、Grüneisen状态方程参数和失效参数 [143]

ρ(kg/m3) E(GPa) ν C0(m/s) S1 Γ0 εp
max pmin(MPa)

铝 2770 75.0 0.33 5330 1.34 2.0 2.0 -4000
铁 7890 210.0 0.3 3570 1.92 1.8 2.0 -4000

本算例的来自于 Johnson等的模拟 [65]，圆柱形弹丸的材料是 2024-T351铝，

直径 12.7 mm，厚 6.4 mm，圆柱形靶板材料为工业纯铁，直径 102 mm，厚 25.4

mm，材料参数见表 3.1和表 3.2。弹丸初速度为 4000 m/s，如图 3.8所示。考

虑到对称性，采用 1/4模型进行模拟，弹丸离散为 3248个质点，靶板离散为

823488个质点。图 3.9(a)给出了 A点的压力时间历程曲线，峰值压力达到约 10

GPa，略高于 Johnson的模拟结果 [65]。图 3.9(b)给出了自由面上 B点的速度时

程曲线，出现层裂后，自由面速度在 350 m/s左右震荡。图 3.10给出了按材料

和按失效绘制的云图，为了能够清晰的显示，只绘制了中心截面的一层质点。

3.6 小结

冲击爆炸问题中涉及到复杂的应力波效应，爆轰又是一个复杂的物理化学

过程，对这类问题的数值模拟需要对其理论进行适当的简化，对于冲击波以及

爆轰波等强间断也需要恰当的处理。本章对冲击波和爆轰波的数学处理方式进

行了介绍，对用数值方法模拟爆轰需要采取的方法做了归纳。
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v = 4000 m/s

A

0

B

图 3.8 层裂示意图

(ms)

(a)

(ms)

(b)

图 3.9 层裂问题中的时程曲线 (a) A点的压力 (b) B点的速度

图 3.10 层裂问题 12 µs时刻中心截面变形图，左半边中黑点为弹丸材料质点，右半边
中黑点为失效的质点，
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另外，由于冲击爆炸问题设计比较极端的载荷情况，需要考虑高应变率、高

温高压等因素的影响，在数值模拟中需要考虑特别的材料模型和状态方程。本

章对数值模拟中的应力更新算法，需要考虑的各种材料模型、状态方程和损伤

失效模型做了介绍。对数值模拟中温度计算、质点体积计算等问题进行了讨

论。

最后，本章对冲击爆炸程序程序的实现方式以及程序编制相关的前后处理

等问题的具体处理方式做了介绍，并通过爆轰波传播、Sedov冲击波问题和层裂

问题几个典型算例对程序进行了考核。
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第 4章 物质点有限元法

4.1 拉格朗日有限元网格畸变的解决办法

传统的显式拉格朗日有限元在求解超高速碰撞问题时，由于一些区域变形

过大，容易发生网格畸变，给计算带来困难，甚至会导致计算中断。在传统的显

式有限元程序中采用的办法是将变形过大的单元侵蚀（erosion）[26]，即当单元

变形过大，达到一定阈值（拉力，等效塑性应变等）时，则将单元删除。尽管这

种处理方式在侵彻等问题中取得了一定成功，但是由于单元删除造成质量不守

恒，进而也对计算带来扰动。并且，在实际物理过程中，变形较大的物体并不会

消失，简单的侵蚀处理使物体质量减小是一种不真实的描述。特别是对于超高

速碰撞问题，侵蚀的处理办法根本无法对超高速碰撞薄板形成的碎片云进行描

述。如图 4.1所示，采用显式有限元软件 LS-DYNA模拟球形弹丸以 3 km/s的

速度超高速碰撞薄板，无论是直接计算还是采用侵蚀算法，都无法刻画出碎片

云的形貌。

(a) (b)

图 4.1 用 LS-DYNA计算超高速碰撞问题。(a)直接计算 (b)采用单元侵蚀

另外一种解决网格畸变的办法网格重分区对于此类问题也难以发挥作用。

由于超高速碰撞问题中，弹靶均破碎成大量碎块，网格重分区的办法不仅计算
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量上代价很大，也无法实际模拟弹靶的破碎以及碎片云的形成。

近年来，在质点类无网格法取得一定发展后，人们也尝试将有限元中畸变

单元的处理方式与新的质点方法结合，取得一定成功，如 Johnson等提出了将

冲击变形过程中扭曲的有限单元转化成质点的方法 [65,66]，并用这种方法模拟侵

彻问题。由于转化的质点一般均已失效，不能承受拉力，因此这一方法也避免

了质点方法常见的拉伸不稳定性问题。

本章针对有限元在大变形区域网格畸变的问题，借鉴物质点法的思想，在

大变形区域引入背景网格，提出物质点有限元法（Material Point Finite Element

Method，MPFEM）。在物质点有限元法中，材料仍旧被离散为有限单元。在大

变形区域布置背景网格，被网格覆盖的结点被看成物质点，像 MPM一样，动

量方程在预先设置的计算网格上求解，而在其他区域的结点则仍然是有限元结

点，在原有的有限元网格上求解。如果不设置背景网格，则这种方法退化为有限

元，如果在所有的时间步中背景网格覆盖所有的结点，则这种方法和 MPM的

结果完全一样。MPFEM的一个重要优点是它的求解过程与已有的显式有限元

非常相似，很容易加入到 DYNA3D等已有的显式有限元程序中。

4.2 物质点有限元法的求解方案

控制方程参见 2.1节。动量方程的等效积分弱形式为

δΠ =

∫
V

ρẍiδxidV +

∫
V

ρσs
ijδxi,jdV −

∫
V

ρfiδxidV −
∫

Γt

tiδxidΓ = 0 (4-1)

其中 V 是材料所占据的区域，Γt 是力边界，σs
ij = σij/ρ是比应力，δxi 是虚位

移。

尽管本章中提出的求解格式是针对三维问题的，这里为了便于说明问题，

考查一个二维杆的冲击问题，如图 4.2所示。一个二维杆被离散为有限单元，杆

的下部在冲击作用下产生很大的变形，因而产生了严重的单元畸变，如图 4.2(b)

所示。为了解决网格畸变的问题，引入了一个固定在空间的背景网格用于辅助

计算。

为了便于区分，我们称被背景网格覆盖的结点为质点，其余结点称为有限元

结点。在一个时间步中，结点可能进入或者离开背景网格覆盖的区域，因此质点
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图 4.2 有限元网格和背景网格，(a)初始时刻 (b)变形后

数会随时间的变化而变化。在图 4.3中，结点 a ∼ f是有限元结点，结点 g ∼ i是

质点，A ∼ D是背景网格上的结点，称为网格点。

a b c

d
A B

C D

e f

g h i

图 4.3 求解方案

4.2.1 在背景网格上求解动量方程

对于背景网格覆盖的材料子域，求解方案与MPM一样，动量方程在背景网

格上求解。在这个过程中，质点和背景网格固连在一起。在得到背景网格上的

变量后，变量被映射回质点以更新质点信息。在每个时间步，变形后的背景网

格被抛弃，重新使用规则的背景网格。从这个意义上说，网格畸变的问题得以

消除。
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计算公式与MPM一样。质点的质量

mp =
1

8

∑
e

ρeVe (4-2)

其中 ρe 和 Ve 是质点 p周围 8个单元的密度和体积。通过弱形式和离散，得到

建立在背景网格结点上的动量方程：

ṗhi = f int
hi + f ext

hi (4-3)

其中

phi =

ng∑
g=1

mghẋgi (4-4)

是第 h个背景网格结点在方向 i上的动量，其中结点质量阵为

mgh =

np∑
p=1

mpNpgNph (4-5)

在显式有限元和物质点法中，一般都采用集中质量阵，式 (4-4)成为

phi = mhẋhi (4-6)

其中mh是集中质量阵

mh =

np∑
p=1

mpNph (4-7)

另外，式 (4-3)中的

f int
hi = −

np∑
p=1

VpNph,jσpij (4-8)

和

f ext
hi =

np∑
p=1

MpNphfpi +

∫
Γt

NhtidΓ (4-9)

是第 h个背景网格结点在方向 i的内力和外力。Vp = Mp/ρp 是质点体积、ρp 以

及 σpij 是质点 p当前的密度和应力，fpi是第 p个质点 i方向上的体力密度。
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4.2.2 在有限元网格上求解动量方程

对于没有被背景网格覆盖的区域，动量方程的求解像传统的有限元法一

样，在拉格朗日的有限元网格上进行。

材料上任意一点 Xα的位置可以由有限元结点的插值函数给出

xi(Xα, t) =

nf∑
p=1

φpxpi(t) (4-10)

其中 nf 是有限元结点的总数，φp 是第 p个有限元结点上的标准有限元形函数

在 xi点的取值。xpi是第 p个有限元结点 i方向坐标的取值。弱形式 (4-1)式中

在材料域 V 上的积分可以由在所有单元上积分的和来近似。将 (4-10)式代入到

(4-1)式中，并采用集中质量阵，可得到建立在有限元结点上的动量方程

mpẍpi = f int
pi + f ext

pi (4-11)

其中

f int
pi = −

∑
e

∫
Ve

φp,jσjidV (4-12)

f ext
pi =

∑
e

(∫
Ve

ρφpfidV +

∫
Γte

φptidΓ

)
(4-13)

需要注意的是有限元区和物质点区交界处附近，部分被背景网格覆盖的单

元，比如在图4.3中的单元 d-g-h-e和 e-h-i-f，它们需要对质点 g、h和 i贡献结

点力。这一部分贡献需要在建立物质点区的动量方程时以外力形式映射到背景

网格结点上。在物质点区，背景网格结点上的外力的计算公式 (4-9)应改写为

f ext
hi =

np∑
p=1

Nph(Mpfpi + f ele
pi ) +

∫
Γt

NphtidΓ (4-14)

其中 f ele
pi 是部分被背景网格覆盖的单元对第 p个质点在方向 i上力的贡献，可

用式 (4-12)来计算。

对于超高速碰撞问题，通常采用显式时间积分。式 (4-12)和 (4-13)中的体

积积分采用单点积分来计算，即

f int
pi = −

∑
e

φep,jσejiVe (4-15)
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f ext
pi =

∑
e

Meφepfei +
∑

e

∫
Γte

φeptidΓ (4-16)

其中Me = ρeVe。下标 e表示在单元 e中心的取值。

通过数值试验发现，在MPFEM中沙漏模态很容易被激发出来，如图 4.4(a)

所示。此时必须采用一定的沙漏模态控制方案 [26,166]，在本文中，在动量方程的

右端增加了以下控制项：

fΓ
pi = −

4∑
α=1

βhhiαΓαp (4-17)

其中

βh =
1

4
QhgρV 2/3

e c (4-18)

hiα =
8∑

k=1

vkiΓαk (4-19)

其中 c为声速，Qhg 是用户指定的无量纲常数，通常设定数值在 0.05和 0.15之

间。另外，Γαk (α = 1, 2, 3, 4; k = 1, 2, · · · , 8)是沙漏基矢量。

通过采用上述沙漏模态控制方案，沙漏模态可以在被有效的控制，图 4.4

显示了沙漏模态控制的效果。

图 4.4 沙漏模态：(a)没有采用沙漏模态控制；(b)采用了沙漏模态控制
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4.2.3 时间积分

时间积分采用可变时间步长的中心差分，物质点区的计算与 2.2节所述相

同。

有限元区上，由 (4-11)，有限元结点上 tk 时刻的加速度为

ẍk
pi = (fk,int

pi + fk,ext
pi )/Mp (4-20)

tk+1/2时刻的结点速度和 tk+1时刻的结点位置按下式计算

ẋ
k+1/2
pi = ẋ

k−1/2
pi + ẍk

pi∆tk (4-21)

xk+1
pi = xk

pi + ẋ
k+1/2
pi ∆tk+1/2 (4-22)

其中，时间步长 ∆tk+1/2由下式确定

∆tk+1/2 = min(Le/c) (4-23)

其中 Le = Ve/Ae max是单元 e的特征长度，Ae max是单元 e最大一个面的面积，

c是材料声速。

4.2.4 算法描述

MPFEM的实现方法和传统有限元非常相似，很容易加入到 DYNA3D等显

式有限元程序中。具体算法如下：

1. 输入步：读入有限元结点坐标、单元信息、材料参数和初始条件。

2. 初始化：由式 (4-5)计算所有结点的质量 mp，建立空间中固定的背景网

格。

3. 求解步：循环，直到当前时间 tk 大于终止时间 tf：

(a) 对所有结点循环，计算系统动能。

(b) 对所有结点循环，设置其为有限元结点或质点。

(c) 对包括有限元结点和质点的所有结点循环，计算其外力。

(d) 对所有质点循环，更新其应力。

(e) 对没有被背景网格完全覆盖的有限单元循环，更新其应力和形心。

对有限元结点，依据式 (4-12)和式 (4-17)计算内力和沙漏控制力。依

据式 (4-23)确定新的时间步长 ∆tk+1。
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(f) 对所有质点循环依据 (4-8)和 (4-14)计算背景网格结点上的内力和外

力。

(g) 对所有背景网格结点循环，积分动量方程，施加位移边界条件。

(h) 对所有质点循环，更新其速度和位置。

(i) 对所有有限元结点循环，按 (4-11)计算其加速度，并施加位移边界条

件。

(j) 对所有有限元结点循环，按 (4-21)和 (4-22)更新其速度和位置。

(k) 更新时间 tk+1 = tk + ∆tk+1.

4. 结束循环。

4.3 算例

4.3.1 弹性杆撞击刚性墙

为了说明和验证MPFEM方法，首先考查一个直径为 2 mm，高度为 10 mm

的弹性杆撞击刚性墙的算例。如图 4.5 所示，在背景网格覆盖的区域，动量

方程在背景网格结点上求解，而在其他区域则在有限元结点上求解。弹性杆

的材料参数为密度 ρ = 8.9 × 103 kg/m3，弹性模量 E = 105 MPa，以及泊松比

ν = 0.3。初始速度为 v0 = 200 m/s。

(a) (b) (c)

图 4.5 弹性杆撞击刚性墙
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弹性杆在与刚性墙撞击后，以 200 m/s左右的速度弹回，杆的动能变化如

图 4.6所示。计算在所有质点都离开背景网格后终止。

 (s)

 (
J)

0 0.01 0.02 0.03
0

1000

2000

3000

4000

5000

6000

图 4.6 弹性杆的动能

4.3.2 Taylor杆问题

Taylor杆碰撞实验是 1948年由 Taylor提出的一个柱状金属圆杆正面高速碰

撞刚性墙的一个实验。Taylor杆碰撞实验较易实现，能够反映材料在较大应变

和较高应变率下的行为，常用来获得材料本构关系的参数 [152]，研究不同材料

的塑性流动规律。另外，由于这个问题有较充沛的实验结果，Taylor杆问题也

是用来检验动力学程序的经典考题。

为了定量比较计算和实验得到的最终构型， Johnson和 Holmquist [152]提出

了以下的平均误差计算公式

∆ =
1

3

(
|∆L|

L
+
|∆D|

D
+
|∆W |

W

)
(4-24)

其中 L、D和W 分别是金属杆变形后的长度、底部直径和距离底部 0.2L0 处的

直径，如图 4.7。∆L、∆D和 ∆W 是计算结果和实验结果的误差。
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D

W
0.2L0

L

L0

v
0

D0

图 4.7 Taylor杆碰撞示意图

表 4.1 材料模型参数

ρ (kg/m3) E (MPa) ν A (MPa) B (MPa) n C

8930 117× 103 0.35 157 425 1.0 0.0

圆柱材料为铜，采用 Johnson-Cook 模型，材料常数见表4.1 [152]。初始长

度、直径和初始速度分别为 L0 = 25.4 mm、D0 = 7.6 mm和 v0 = 190m/s。圆

柱被离散成 299 × 67个单元，332 × 68个结点。如图 4.8(a)。采用三种不同的

方式进行计算。第一种不采用背景网格，则求解过程和传统有限元是完全一样

的（FEM）。第二种采用结点间距为 1mm，21 × 21 × 26的规则背景网格覆盖

整个圆柱，则这种计算方式和物质点法完全等同（MPM）。第三种方式采用

1mm，21× 21× 26的规则背景网格覆盖圆柱的下半部分（MPFEM）。表 4.2中

对三种方案的计算结果和实验数据进行了比较。数值模拟的结果和试验结果吻

合的很好，圆柱冲击变形后的最终构型见图4.8。

表 4.2 Taylor杆问题数值模拟结果和实验结果的比较

L(mm) D(mm) W (mm) ∆

实验结果 16.2 13.5 10.1 -
FEM 16.27 13.33 10.18 0.008
MPM 16.35 13.4 9.9 0.012

MPFEM 16.38 13.4 9.9 0.013
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(a)                                             (b)

图 4.8 用MPFEM计算 Taylor杆问题 (a)初始构型和离散结果 (b)最终构型

为了考查网格畸变的情况，定义如下度量

χ = min
e

Ae min/Ae max (4-25)

其中 Ae min 和 Ae max 是单元 e最大和最小面的面积。由于材料具有塑性硬化效

应，网格畸变并不严重。为了进一步考查在网格会出现畸变的情况下 MPFEM

的计算效果，把材料参数设置为理想弹塑性，即将表4.1中的 B设置为零。表4.3

中针对 FEM和 MPFEM比较了网格畸变情况、时间步长和 CPU时间。尽管两

种方法模拟结果的几何构型很相似，如图 4.9，但 FEM的模拟由于网格畸变造

成时间步长（= min(Le/c)）显著的减小，使得计算量显著增大。而 MPFEM的

时间步长则基本保持不变。两种方法所花费的 CPU时间大约是 3:1。
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表 4.3 网格畸变情况和时间步长大小

χmax χmin ∆tmax(ms) ∆tmin(ms) 时间步长 CPU时间(s)

FEM 7.849× 10−2 8.298× 10−6 9.264× 10−6 7.893× 10−7 17987 5969
MPFE 7.849× 10−2 7.573× 10−2 9.264× 10−6 9.242× 10−6 5443 1744

(a)                                                                           (b)

图 4.9 Taylor杆问题使用理想弹塑性材料时模拟结果，t = 50µs (a) FEM (b) MPFEM

4.3.3 空间碎片防护问题

随着航天技术的发展，越来越多的人造卫星或者航天器被发射到地球轨

道。作为发射活动带来的副产品，大量抛弃物以及空间物体碰撞产生的碎片等

被留在地球轨道上，一般称为空间碎片。空间碎片飞行速度极快，对航天器的

安全造成了严重的威胁，因此需要对空间碎片引起的破坏效应进行研究，也需

要设计有效的防护结构形式。航天器碎片防护多采用在舱体表面一定距离设置

薄板或采用双层板的设计，超高速弹丸冲击薄板往往形成碎片云，甚至被液化

气化，其动能被大大消耗，完整性也被破坏。

常规的有限元在模拟空间碎片防护等超高速问题时，由于特大的变形造成

严重的网格畸变，很难有效的进行模拟，也无法描述碎片云的形貌。对于此类

问题，采用MPFEM是一种有效的解决办法。
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为了说明 MPFEM模拟超高速碰撞问题的能力，这里分析弹丸以 6.6 km/s

的速度超高速碰撞薄板的问题。弹丸的直径是 8 mm，靶板厚度为 3 mm。弹

丸和靶板的材料均为铜，采用的 Johnson-Cook 材料模型参数见表 4.4。采用

Mie-Grüneisen状态方程来更新压力，参数见表 4.5。

表 4.4 弹丸和靶板的 Johnson-Cook模型材料参数

ρ (kg/m3) E (MPa) ν A (MPa) B (MPa) n C

8930 117× 103 0.35 90 392 0.5 0.0

表 4.5 铜的Mie-Grüneisen状态方程的参数

c0(m/s) λ γ0

3940 1.49 1.96

在这一问题中，弹丸和靶板的中心部分会发生很大的变形，为了消除网格

畸变带来的困难，在这一区域布置结点间距 1 mm的背景网格，如图 4.10所示，

这一区域中的结点被视为物质点，动量方程在背景网格上求解，在其他区域上

仍在有限元网格上求解。考虑到对称性，用一半模型进行模拟，对称面设置

对称边界条件。弹丸由 4,984个四面体单元离散，共有 1,085个结点，靶板由

30,000个六面体单元离散，共 36,057个结点。考虑到三维问题，总的自由度是

111,426。

图 4.10 弹丸超高速碰撞薄板的初始构型和离散结果

66



第 4章 物质点有限元法

图 4.11(a)显示了典型的球形弹丸超高速碰撞薄板形成的碎片云 [167]。采用

MPFEM模拟得到的碎片云如图 4.11(b)所示。文献[167]并没有给出实验所采用

的材料，因此这个算例中，MPFEM模拟和实验所用的材料并不相同，但这个

例子仍然可以说明，MPFEM的模拟基本可以反映出弹靶背后碎片云的形貌，

可以用于对此类问题的分析。

(a) (b)

图 4.11 碎片云 t = 9µs, (a)实验结果 [167], (b) MPFEM结果

MPM的一些特性也给 MPFEM模拟超高速碰撞问题带来了一些便利。由

于 MPM可以自动处理无滑移接触，所以在 MPFEM的物质点区，不需要特殊

处理，即可以处理无滑移接触，确保发生碰撞的两物体不会相互嵌入，避免了

有限元中处理接触的麻烦。另外，在 MPM中，当两个物质点距离大于背景网

格间距时，这两个物质点便没有相互作用，这可以看作是对破坏现象的粗略描

述，在超高速碰撞问题的模拟中，材料的破坏可以用这种方式近似模拟。

4.4 小结

针对有限元在求解超高速碰撞问题遇到的网格畸变这一困难，本章借鉴物

质点法的思想，提出了物质点有限元法。在物质点有限元的模拟中，仍用有限

单元离散物体，在大变形区域布置背景网格，被背景网格覆盖的区域将结点视

为物质点，用物质点法进行计算，其他区域仍用有限元法求解，从而解决有限

元法中网格畸变的问题。物质点有限元法的求解过程与已有的显式有限元非常

相似，很容易加入到 DYNA3D等显式有限元程序中。
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将物质点有限元法用于 Taylor杆碰撞的模拟，和有限元法相比，显著的提

高了求解效率。

将物质点有限元法用于弹丸超高速碰撞薄板的模拟，解决了有限元法网格

畸变的困难以及无法刻画碎片云的问题，较好的描述了碎片云的形成过程。

68



第 5章 自适应物质点法求解爆炸冲击问题

第 5章 自适应物质点法求解爆炸冲击问题

5.1 数值断裂

材料的断裂和破坏是冲击爆炸问题的数值模拟中需要关心的一个重要的问

题。在数值模拟中出现的材料断裂，可能由两种原因造成。一种是材料达到其

断裂强度，发生真实的物理破坏，这时需要在数值模拟的程序中对发生破坏的

单元或质点进行相应处理来表达这种物理的破坏；另一种是由于数值方法的因

素导致材料虚假的破坏，也可以被称为“数值断裂”。

比如在 SPH中由于拉伸不稳定性（Tensile instability）的影响，在一些问题

中就会造成数值断裂 [63]。尽管 MPM不存在拉伸不稳定性的问题，但在一些情

况下，也可能出现非物理的数值断裂。如图 5.1所示，B和 C两个质点在变形过

程中距离变大，以至于两质点间相隔了一个完整的背景网格，于是这两个质点

就不会发生相互作用，此时质点 B和 C之间实际上就已经发生了断裂。而质

点A和B处于相邻的网格中，仍有相互作用，就没有发生断裂。

图 5.1 MPM中的数值断裂

当两个物质点距离大于背景网格间距时发生的数值断裂，可以看作是对破

坏现象的粗略描述，并且在超高速碰撞问题的模拟中取得不错的效果。但这种

处理方式回避了一个重要的问题，就是如何区分由于物理因素所引起的真实破

坏和由于数值方法因素所引起的虚假破坏。

因此，本章中提出自适应分裂质点的方案，当质点变形较大，特别是发生

拉伸和体积膨胀到一定程度时，即将质点分裂，保证在变形过程中质点分布不

会过于稀疏，从而尽可能避免 MPM模拟过程中可能出现的数值断裂。在避免

了虚假的数值断裂后，要求材料的断裂必须依据物理量的判据，以期尽可能反
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映真实的物理断裂。

5.2 自适应分裂质点方案

在一些大变形问题的模拟中，物体可能在局部发生极大的变形，对于基于

网格的方法往往有必要对网格进行调整，对于质点方法而言，就需要添加质点

以确保精度。Moresi等 [168]将MPM进行修改，变形为一种在欧拉网格中采用拉

格朗日积分点的有限单元法，用于地质学研究中模拟粘弹性材料。在这一方法

中，在积分点所代表体积的边界用无重量的标记点来跟踪质点的变形情况，从

而建立一种根据变形情况分裂积分点的方法。在 MPM中，质点携带所有的物

理量，可以反映质点的变形情况，因此本章提出一种可以利用质点携带的物理

量来确定质点分裂的准则。分裂只在三个互相垂直的坐标方向进行。可定义质

点第 k个时间步 i方向的累积应变 εi由下式计算

εi =
N∑

k=1

∆εk
i =

N∑
k=1

ε̇k
ii∆t (5-1)

其中 ∆εi 是应变增量，根据式 (2-33)得到的应变率计算。质点在 i方向的等效

长度可以定义为

Li = L0(1 + εi) (5-2)

其中 L0 = 3
√

mp/ρ0初始质点长度，(1 + εi)表示质点在 i方向的伸长量。进行质

点分裂的准则为

Li > αdc (5-3)

其中 α是由用户指定的自适应因子，dc 为背景网格间距。通常 α的取值要求小

于 1.0以确保每个网格中有足够的质点。如果质点的变形使其等效长度达到了

分裂准则，那么质点将在 i方向上一分为二，如图 5.2所示。

分裂后的两个质点间距设为 0.5αdc。在质点分裂后，和物质量有关的变量，

如质量mp、体积、内能也被一分为二，分别赋予两个新质点。而其他变量，如

应力、应变和温度等，将直接赋予新质点。新质点携带的累积应变 εi 的调整应

确保新质点在分裂方向上的等效长度为原来的一半，而在另外两个方向上保持
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图 5.2 自适应分裂质点的方案

不变，也就是需要根据以下条件来确定

L′
i =

0.5Li 在分裂方向

Li 另外两个方向
(5-4)

其中 L′
i分裂后新质点的等效长度。注意到新质点的质量是原质点的一半，那么

有 L′
0 = 3

√
0.5L0。根据等效长度的定义 (5-2)式，把质点分裂前后的等效长度代

入到 (5-4)式，则可以得到调整后的累积应变应为

ε′i =

0.63εi − 0.37 在分裂方向

1.26εi + 0.26 另外两个方向
(5-5)

5.3 激波管问题

对激波的研究涉及到 Riemann问题，即在初始时刻，给定一个物理量的间

断面，进而研究这个初始间断随时间发展，逐步分解产生的解，如图 5.3所示。

一维的 Riemann问题可以得到解析解 [169]，常用来对模拟可压缩流体问题的数

值算法或程序进行测试和考核。通常所说的激波管问题是 Riemann问题初始速

度为 0的特例。

1
u ρ

11
p

2
u ρ

22
p x

图 5.3 Riemann问题的初始条件

Sod曾通过对激波管问题的数值模拟研究几种不同差分格式的特性 [170]，他
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采用的模型问题被认为是一个标准测试，许多新的数值方法都要通过这个算例

来验证其性能。在这个问题中，激波管的中部由薄膜分为两个具有不同密度和

压力的区域，两个区域中的气体在初始状态下都是静止的。所有参数均无量

纲，初始密度和压力分别为 ρ1 = 1.0，p1 = 1.0，ρ2 = 0.125，p2 = 0.1。在时

间 t > 0时，薄膜破裂，激波和接触面会以不同的速度从左向右运动。通常观察

t = 0.143时，激波前进了大约 0.25时刻的结果。

气体的状态方程采用理想气体状态方程 (3-88) 式，其中 γ = 1.4。在用

MPM3DPP程序模拟一维问题时的设置与 3.5.2.1节相同。计算结果均取自背景

网格结点上。

图 5.4和图 5.5比较了采用自适应分裂质点方案和没有采用自适应分裂质

点方案的速度分布结果。初始时，每个背景网格设置两个质点，总共 400个质

点均匀分布，应用了 GIMP方法。设置自适应分裂因子 α = 0.55，在整个计算

过程中，质点数从 400增加到 556。在应用自适应分裂质点后，计算结果更加

平滑，更接近解析解。对质点和网格加密后，可以得到更好的结果。初始布置

2000质点在 1000个背景网格中，在时间达到 t = 0.143后，经过自适应分裂，

总质点数变为 2661个质点。

X

图 5.4 t = 0.143时激波管的速度分布

York等 [98]曾采用MPM模拟过此激波管问题，在他的结果中观察到显著的

数值震荡。根据我们的模拟结果分析，这种数值震荡应该是由于跨网格噪音造
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X

图 5.5 t = 0.143时激波管的速度分布，局部放大图

(a) (b)

图 5.6 MPM计算得到的密度分布曲线（点）和解析解（实线）的比较 (a) 200个网格,
(b) 1000个网格

成的。为了考查跨网格噪音对MPM计算的影响，考虑两个算例，分别采用 200

个和 1000个背景网格。在高密度区，每个网格布置 4个物质点，在低密度区，

每个网格布置 2个物质点，故两个算例分别使用了 600个质点和 3000个质点。

MPM采用不同网格密度的密度、速度、压力和比内能分布结果如图 5.6、5.7、

5.8和 5.9所示。当试图通过加密网格获得更精细结果时，质点穿过网格造成

的数值噪音成为了障碍。在精密的网格下，由于会出现更多的质点穿越网格现

象，造成各变量分布曲线的误差反而变得更大。通过采用 GIMP方法，这个问

题可以得到解决。如图 5.10所示，采用 GIMP方法，当采用 1000个背景网格，

质点按上述方式布置时，得到的密度、速度、压力和比内能的分布曲线与解析

解吻合的很好。
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(b)(a)

图 5.7 MPM计算得到的速度分布曲线（点）和解析解（实线）的比较 (a) 200个网格,
(b) 1000个网格

(b)(a)

图 5.8 MPM计算得到的压力分布曲线（点）和解析解（实线）的比较 (a) 200个网格,
(b) 1000个网格

(b)(a)

图 5.9 MPM计算得到的能量分布曲线（点）和解析解（实线）的比较 (a) 200个网格,
(b) 1000个网格
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(d)

(b)(a)

(c)

图 5.10 密度、速度、压力和比内能的分布与解析解的比较，黑点为 GIMP采用 1000
个背景网格结果

5.4 爆轰驱动飞片问题

爆轰驱动飞片实验是测量炸药性能常用的一个实验，可以考察炸药爆炸后

对周围材料的加速作用。

在本算例中炸药为 TNT，材料参数同 3.5.2.1节，被加速的飞片材料为钢。

考虑平面二维问题，如图 5.11所示，钢板置于炸药右侧，在炸药左侧采用线起

爆。对这一问题，采用两种不同的计算模型进行模拟：有限板和无限板。无限

板模型进一步将模型简化为一维，只用一列质点，限制其在两个和运动方向垂直

方向的位移。有限板模型则用如图 5.11所示的二维模型，在与飞片飞行方向垂

直的方向设置有限长度。

炸药与材料的相互作用最重要的经验公式是 Gurney方程 [143,146]。 1943年

Gurney提出了一种可预测爆炸加速装置终态速度的简捷方法。通过大量爆炸试
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图 5.11 爆轰驱动飞片，初始构型和起爆后 250 µs的飞片变形情况

验中对破片速度进行测定，他得出结论：破片速度取决于破片（M）与炸药（C）

间的质量比。基于动量和能量守恒，Gurney假设炸药爆炸的化学能全部转化

为爆炸产物和金属破片的动能，从而得到了不同装药下破片速度和 M/C 的

关系式。具体公式和各种炸药的 Gurney能（
√

2E）参见 [143]的 9.2节。TNT

的 Gurney能为 2.37 mm/µs。Gurney公式相当可靠和简单，当然这里有误差抵

消（offsetting errors）的因素 [27]。对有限尺寸的装药，横向效应需要考虑，可将

多余部分从 C 中扣除。

被加速飞片的终点速度可以由 Gurney公式计算。在M/C > 0.1时，Gurney

方程和实验结果符合的都比较好。考虑开口结构，飞片的最终速度可以写为

V =
√

2E

[
3

1 + 5(M/C) + 4(M/C)2

] 1
2

(5-6)

既然 Gurney方程只预测最终速度，我们将模拟时间设置的足够长，使加速

过程结束，飞片速度基本不再增加。不同M/C 比值下的 MPM3DPP模拟得到

的飞片最终速度结果和 Gurney公式(5-6)的比较如图 5.12所示。飞片的速度按

板的厚度方向平均得到。

从图 5.12可以看出，数值模拟结果基本和 Gurney公式一致。不同的计算模

型略有区别。无限板模型总体比 Gurney公式的估计偏大，随M/C 的增加，越

来越接近。除了无限板模型，另外计算了三组有限板模型。在 A组和 B组中，

飞片的横向宽度固定，通过变化炸药和飞片的厚度改变M/C 的值。对于较大

的M/C 值，A组的结果比 Gurney公式略小，可能是横向效应造成的。Kennedy

建议，为了考虑到横向效应，装药质量应从总装药质量中减去边上约 30度的区
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图 5.12 不同质量比M/C 下，飞片的最终速度与炸药爆速 D之比

域。B组中的结果就是在 A组的基础上考虑了横向效应，进行了质量修正后的

结果。B组结果在较大M/C 的区域与公式吻合较好，但在较小M/C 区域似乎

过度修正了。C组是固定板的宽厚比得到的，宽厚比设为 50，和 A组中最大的

宽厚比一样。C组结果和 Gurney公式吻合效果最好。考虑到 Gurney公式是在

无限板假设下推导的，并且 Gurney能是由实验确定的，因此相对更薄的板拟合

结果更好是合理的。

对于无限板情况，也考查了自适应分裂质点对结果的影响。对炸药材料采

用自适应分裂质点后，飞片的最终速度略微变大，但变化幅度不超过 1%，这

飞片的加速情况对自适应选项并不敏感。在图 5.12中的结果均为没有采用自适

应分裂质点得到的。

5.5 聚能射流问题

聚能效应是爆炸力学的重要应用之一。聚能效应通常指利用了一定的装药

形状，通过爆炸驱动金属药型罩向小空间聚集，形成高能量密度的射流或弹丸

的物理过程。最常见的药型罩是锥形的，可形成高速射流，也有球壳形状的药

型罩，爆炸后形成所谓爆炸成型弹丸（Explosively Formed Projectile, EFP）。通

常聚能装药是指锥形药型罩，最终形成射流的情况。聚能装药可用来穿透装甲、
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岩石、混凝土等高强度目标，在国防工业以及石油工业有重要应用。

在炸药爆炸、射流形成以及射流穿甲的过程中涉及非常大的变形，金属药

型罩形成射流时的应变甚至可达到 10 [27]。因此，对聚能射流的数值模拟较多

采用基于欧拉方法的流体动力学代码 [30,171]。然而拉格朗日程序由于其可以追

踪变形历史，易于处理物质界面的特性，也有其优势，Molinari采用对网格重

分区的办法用有限元对射流形成的过程进行了模拟 [172]。物质点法处理大变形

问题具有优势，在聚能射流问题的模拟中有较好应用前景。

5.5.1 射流形成过程的二维模拟

线性聚能装药可以作为二维的平面应变问题来考虑。采用 MPM3DPP 程

序来模拟，可以只用一层背景网格，其中布置一层质点，在与之垂直的方向

加以约束来模拟平面应变问题。聚能装药的初始构型如图 5.13，半锥顶角 α

为 38度。考虑到对称性，取一半的模型进行模拟。共采用 76840个质点离散，

其中药型罩 7000个质点，平均的质点间距为 0.1 mm，背景网格结点间距设为

0.4 mm。炸药为 TNT，其 JWL状态方程参数同前例。外壳和药型罩材料为铜，

其 Johnson-Cook材料模型参数和 Grüneisen状态方程参数列在表 5.1中。 炸药

表 5.1 铜的材料参数

A (MPa) B (MPa) n c m 比热容(J/kg K) 融化温度(K)

90 292 0.31 0.025 1.09 383 1356

ρ (kg/m3) E (GPa) ν C0 (m/s) S1 γ0

8930 117 0.35 3940 1.49 1.96

α

图 5.13 聚能装药的初始构型

在没有药型罩的一端同时起爆。图 5.14比较了分别采用 MPM和自适应 MPM

模拟射流形成过程的效果。通过采用自适应分裂质点的方案，避免了数值断
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裂。在这个算例中，是否采用 GIMP方法对最终射流的构型没有显著影响。对

于炸药材料，是否采用自适应分裂质点，也对最终的射流构型没有显著影响，

因此只对金属药型罩应用了自适应算法。

t = 10 μs

t = 20 μs

t = 30 μs

t = 10 μs

t = 20 μs

t = 30 μs

图 5.14 t = 10, 20, 30 µs时刻的射流构型，左图为MPM结果，出现了数值断裂，而右
图为使用自适应MPM的模拟结果，数值断裂得以避免。为了效果清晰，表示爆轰产物
的质点没有画出。

射流尖端的速度和杵的速度可以由 Birkhoff等人提出的理论模型 [143]进行

估计。在他们的理论模型中，把药型罩视作无粘不可压缩的流体并假设药型罩

稳态坍塌。射流速度主要由药型罩与装药的质量比和锥角来决定。根据理论估

计，本例中射流尖端速度应为 3.7 km/s，杵的速度应为 0.6 km/s。图 5.15显示

了模拟得到的 21 µs时刻的 x方向的速度分布。模拟得到的速度结果和理论估

计基本吻合。图 5.15显示了射流中温度的分布情况，射流尖端和射流柱体中心

的部分变形最大，也是最高的温度出现的地方。最高温度可达到 1500 K以上，

根据计算的结果，铜射流的主要部分仍然保持为固体状态，但中心部分可能已

经融化。

为了更清晰的观察药型罩在形成射流过程中的变形情况，可以将药型罩分

段染成不同颜色，以便追踪观察。如图 5.16所示。在本例中，平均的质点间距

设为 0.2 mm，其他条件与上例相同。可以看到，药型罩中心部分的材料经历了
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最大的变形，从射流尖端拉伸到杵的尾部，

图 5.15 上图为射流中的速度分布，下图为射流中的温度分布，时间 t = 21 µs.

(a)

(b)

图 5.16 从数值模拟的结果观察药型罩的变形情况，(a)初始时刻和 t = 20 µs时药型罩
的变形 (b) t = 20 µs时射流部分的放大图

5.5.2 三维射流模拟

考虑三维聚能装药，几何模型按图 5.13绕对称轴旋转得到，材料参数与上
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节相同。射流速度和杵的速度按理论估计应为 4.1 km/s和 0.7 km/s。射流形成

过程中的速度分布如图 5.17所示。射流速度和杵的速度与理论估计基本符合。

图 5.17 三维聚能射流问题，t = 20 µs时刻速度分布

5.6 小结

针对物质点法存在的数值断裂问题，本章提出了在 MPM中自适应分裂质

点的方案，使质点可以根据累计应变，在变形最大的方向上自适应分裂，从而

避免了数值断裂。

将自适应分裂质点物质点法用于激波管、爆轰驱动飞片、聚能射流等问题的

模拟和分析，取得了较好的效果。
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第 6章 物质点法和SPH的比较和分析

6.1 质点类方法

质点类方法能够处理大变形，自然的描述材料的破坏，比较适合模拟超高

速碰撞问题。 SPH 法作为质点类方法的典型代表，得到了最为广泛的应用。

SPH 在其最早得到应用的天体力学以及流体力学领域仍然发挥着作用 [173]，

而且，SPH以及 SPH的各种改进方法在冲击动力学问题中也得到了有效的应

用 [58]。一些商业软件，如 AUTODYN [174]，PAM-SHOCK [175]，LS-DYNA [26] 已

经将 SPH方法作为一个模块加入到求解器中。

MPM也属于质点类方法，适用于求解大变形问题，并且被用于超高速碰撞

问题的模拟 [176]，展现了较好的应用前景。本章对 MPM和 SPH这两种质点方

法进行了比较和分析。

控制方程和MPM的基本原理参见第 2章。

6.2 SPH的基本原理

和MPM类似，SPH也用一组质点来离散材料域 V。　每个质点质量mJ，占

据空间 ∆VJ = mJ/ρJ，其中 ρJ 是第 J个质点的密度。位移 ui(x)由核近似（积

分形式）表达

ui(x) ' uh
i (x) =

∫
V

ui(x̄)W (x− x̄, h)dVx̄ (6-1)

其中W 是核函数，要求满足归一性和紧支性，h是光滑长度，定义了核函数W的

影响域。W 在 h趋近于 0时，趋近于 δ函数。

核函数的散度 ui,i(x)近似为

ui,i(x) ' uh
i,i(x) =

∫
V

ui,̄i(x̄)W (x− x̄, h)dVx̄ (6-2)
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其中下标 ‘,̄i’表示求导对 x̄i 进行，即 ui,̄i =
3∑

i=1

∂ui/∂x̄i。分部积分并且应用散度

定理，对支撑域在材料域内的质点，式 (6-2)可化为

uh
i,i(x) = −

∫
V

ui(x̄)W,̄i(x− x̄, h)dVx̄

=

∫
V

ui(x̄)W,i(x− x̄, h)dVx̄ (6-3)

其中，W,̄i(x− x̄, h) = −W,(x− x̄, h)。

将材料域 V 离散成一组质点后，式 (6-1)和式 (6-3)可由

uh
i (x) =

N∑
J=1

W (x− xJ , h)
mJ

ρJ

uiJ (6-4)

uh
i,i(x) =

N∑
J=1

W,i(x− xJ , h)
mJ

ρJ

uiJ (6-5)

计算，其中下标 J 表示和第 J 个质点相关的量。uiJ = ui(xJ)是第 J 个质点 xi

方向的位移，N 是点 x的影响域内的质点数。

根据式 (6-4)和 (6-5)，第 I 个质点的 ui(x)及其散度 ui,i(x)可近似为

uh
i (xI) =

N∑
J=1

WIJ
mJ

ρJ

uiJ (6-6)

uh
i,i(xI) =

N∑
J=1

WIJ,i
mJ

ρJ

uiJ (6-7)

其中

WIJ = W (xI − xJ) (6-8)

WIJ,i = W,i(x− xJ)|x=xI
(6-9)

场函数的导数可以近似为 [44]：

uh
i,i(xI) =

1

ρI

[
N∑

J=1

mJ(uiJ − uiI)WIJ,i

]
(6-10)

uh
i,i(xI) = ρI

[
N∑

J=1

mJ

(
uiJ

ρ2
J

+
uiI

ρ2
I

)
WIJ,i

]
(6-11)
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在上面两式中，场函数是以一对质点的形式出现。

在 SPH中，连续性方程 (2-1)式、动量方程 (2-2)式和能量方程 (2-3)式在质

点上计算。将 SPH近似应用于这些方程就得到 SPH的求解格式 [44,51,52]：

üiI =
N∑

J=1

mJ

(
σIij

ρ2
I

+
σJij

ρ2
J

)
WIJ,i (6-12)

ρ̇I =
N∑

J=1

mJ(viI − viJ)WIJ,i (6-13)

ėI =
1

2

N∑
J=1

mJ

(
pI

ρ2
I

+
pJ

ρ2
J

)
(viI − viJ)WIJ,i +

1

ρI

sIij ε̇Iij (6-14)

其中 σIij = σij(xI)，sIij = sij(xI)，εIij = εij(xI)，e = E/ρJ 是单位质量的内

能。

Libersky等 [59,177]在 1990年将 SPH的应用扩展到固体的动力学响应问题。

由于采用拉格朗日描述及其质点方法的特性，SPH容易处理大变形问题，在超

高速碰撞问题的模拟得到了应用 [58,63]。SPH以及在它的基础上进行修正或改进

得到的方法，是近年来模拟超高速碰撞问题最流行和有效的方法之一。

6.3 物质点法和SPH的比较

6.3.1 影响点搜索

所有求解偏微分方程的数值方法都需要建立结点间的关联，以求解场变量

的空间导数。在 FEM中结点关联通过有限单元来建立，在无网格法中通过搜索

近似插值函数覆盖域内的邻居结点来建立。在无网格法中，尽管“Meshless”被

广泛用于命名近似函数建立在一组离散点上的方法。在这些方法中，结点关联

对于计算近似函数的空间导数仍然是至关重要的，然而在这些方法中，每个时

间步中的结点关联都可能改变。而有限元等基于网格的方法结点关联则是不能

改变的。因此，在表达无网格法的概念时，“Meshfree”可能比“Meshless”更为

合适。

和大多数的无网格方法类似，SPH 中场函数的空间导数是基于一组质点

来计算的。因此在 SPH中需要搜索距离最近的邻居质点来建立结点关联。在

超高速碰撞等变形非常大的问题中，给定质点的邻居质点是可以变化的，因
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此搜索邻居质点的工作每一步都需要进行。一些有效的搜索算法，如树型方

法 [178–180]，盒子方法 [59,181,182]已经得到使用，一些复杂的算法可以使搜索效率

达到 O(N log N)量级。对于大规模问题，邻居质点的搜索仍然是很费时的一部

分工作。

在MPM中，结点关联是基于背景网格的，在所有时间步中都使用同样的规

则背景网格，背景网格并不随时间变化。从式 (2-13)可以看出，第 p个质点的

位移的空间导数由它所在的立方体网格的结点来计算。第 p个质点所在的网格

的编号很容易由以下几条 Fortran程序计算得到：

NumCellx = int((SpanX(2)-SpanX(1))/DCell + 0.5)
NumCelly = int((SpanY(2)-SpanY(1))/DCell + 0.5)
NumCellxy = NumCellx * NumCelly

ix = ceiling((xp-SpanX(1))/DCell)
iy = ceiling((yp-SpanY(1))/DCell)
iz = ceiling((zp-SpanZ(1))/DCell)
InWhichCell = (iz - 1)*NumCellxy + (iy - 1)*NumCellx + ix

其中 xp， yp 和 zp 是第 p 个质点的坐标， DCell 网格大小， SpanX，

SpanY和 SpanZ定义的整个背景网格最小和最大的坐标值，InWhichCell是

网格的编号。

在得到了网格的编号后，相应的背景网格结点将可以从数组中直接得到而

不需要额外的计算开销。因此，MPM在定义结点关联上的计算开销要比 SPH

小的多。

6.3.2 近似函数

SPH一个重要的特点是近似函数和积分的计算都不需要网格。函数的积分

形式表示及其导数式 (6-1)和 (6-3)被转化成对x点支持域内所有质点求和的离

散形式，即式 (6-4)和 (6-5)或 (6-6)和 (6-7)。为了确保精度和数值稳定性，需要

取足够大的支撑域，也就是求和中要包含足够的质点（积分点）。

和 SPH相比，MPM中使用传统的有限元近似函数来计算场变量及其导数。

由式 (2-12)和 (2-13)，近似函数建立在背景网格结点上，质点上的值由质点所在

网格的结点信息来计算。MPM中只需要对 8个结点求和，SPH中则需要对 N
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个邻居质点求和，见 (6-6)式和 (6-7)式，而 N 通常都是大于 8的。因此用于计

算近似函数及其导数的计算量，SPH也大于MPM。

在 Bardenhagen 等 [84]提出的 GIMP 方法中，近似函数可以具有连续的导

数。这种方法增加了计算量，但在精度和稳定性上有所提高。图 6.1 显示了

SPH、MPM和 GIMP典型的近似函数。

0

0.5

1

SPH MPM GIMP

图 6.1 典型的SPH、MPM和 GIMP的一维近似函数，圆圈表示质点位置。

由于在每个时间步中都使用相同的规则背景网格，传统有限元中网格畸变

的问题在MPM得以避免。

值得注意的是在 SPH计算中，经常采用以下的密度近似公式 [58]

ρ(xi) =
N∑

J=1

mJWJ(xi) (6-15)

这种方式使得密度场被核函数光滑了。SPH和MPM中的质点都携带质量，区别

在于式 (6-15)中的核函数在MPM中被 δ函数代替，如式 (2-15)。

6.3.3 形函数的一致性

要保证一个数值方法的收敛性，这个方法所采用的形函数必须满足一定的

一致性（consistency）条件。零阶一致性条件为

N∑
J=1

W (x− xJ , h)
mJ

ρJ

= 1 (6-16)

一阶一致性条件为

N∑
J=1

(x− xJ)W (x− xJ , h)
mJ

ρJ

= 0 (6-17)
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而在 SPH中，由于质点是任意分布的，在以下两个条件下，一致性条件就

不能得到满足

1. 质点位于边界上或边界附近，其支撑域和边界相交，即便质点是规则分布

的。

2. 质点不规则分布，即便质点位于域内，其支撑域和边界不相交。

尽管用不同方式可以对一致性问题进行修正 [58,62]，但在一些动力学问题的

模拟中，仍可能带来负密度或负能量等问题 [52]，甚至造成整个计算终止。

在采用了密度近似 (6-15)式后，近似函数变成了 Shepard函数，零阶一致性

得以满足，计算结果也得到改进，但在以上两个条件下，一阶一致性仍然不能满

足。

在MPM中，由于采用了传统有限元的形函数，零阶一致性和一阶一致性均

得到满足。对 GIMP而言，其形函数与核函数近似。均匀背景网格的情况下，

除了在边界，两个一致性条件均可以满足。

6.3.4 不稳定性

在 SPH被拓展到固体动力学后，拉伸不稳定性（tensile instability）的问题

暴露出来 [71,183]。其原因是在 SPH以往的应用领域，天体物理和流体力学，通

常不会有拉伸应力的状态。在 SPH的计算中，如果材料处于拉伸应力状态，质

点就容易出现聚集，从而形成空洞。有时，这种不稳定性会造成非物理的数值

断裂。

SPH将支撑域上的积分转为对若干质点的求和，这和无网格 EFG法中采用

的结点积分 [184]类似。然而不足的采样点会造成数值不稳定。当质点在拉应力的

状态下，质点的运动会不稳定，在计算中造成质点聚集堆积甚至飞散 [71]，这被

称为拉伸不稳定性。研究者提出了几种方法改进拉伸不稳定性问题，如采用特

殊的光滑函数 [185]，或者修正 SPH方法（CSPH）[186]，施加人工力 [187]，或增加

应力点 [188,189]。

与 SPH不同，在 MPM中采用背景网格结点来建立近似函数，而物质点作

为积分点。通常物质点的数量是多于结点的，因此在 MPM中并不存在拉伸不

稳定性的问题。

在一些MPM的计算中，在变形过程中，当物质点穿过网格边界时，会造成
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应力或速度结果产生数值振荡。造成振荡的原因，一是在质点穿过网格时，造

成结点质量发生突变，另外有限元形函数的 C0 连续性，造成场函数的导数突

变。Bardenhagen等提出了广义插值的物质点法 GIMP [84]，对解决数值振荡问

题提供了有效的工具。

6.3.5 时间积分

在 SPH和 MPM均采用显式时间积分，因此需要满足稳定性要求的临界时

间步长，Courant-Friedrichs-Lewy (CFL)条件：

∆tcr =
h

c
(6-18)

其中 c是材料声速，h是单元或者质点的特征长度。临界时间步长，在 SPH中

由最小光滑长度决定 [188]，而在 MPM中则由背景网格结点间距 [94]决定。由于

MPM在整个计算过程中采用同样的背景网格，因此可以采用常时间步长。在

SPH中，光滑长度 h会随质点间距的变化而变化。在大变形问题中，当材料压

缩时，光滑长度就会减小，从而造成时间步长的减小。

6.3.6 边界条件

值得注意的是，式(6-3)在边界并不成立。其原因是在分部积分时，边界余

项 ∫
S

ui(x̄)W (x− x̄, h)nidSx̄ (6-19)

并不消失。因此，施加边界条件并不像有限元中那么容易。早期 SPH在流体动

力学中的应用并不需要施加边界条件或者仅需要很简单的边界条件。同时，SPH

的近似函数不满足插值条件，质点上近似函数的值不等于原变量的值。这也给

位移边界条件的施加增添了困难。

一些学者提出了对边界条件处理的改进方案。Campbell等 [190]在处理带有

梯度的方程时把边界余项 (6-19) 考虑在内。另外也可以用添加虚拟质点的办

法 [58,59,158,191]来处理边界条件问题。
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MPM的求解格式从虚功方程 (2-11)导出，因此自由界面上的边界条件自动

满足。力边界条件需要选择一组物质点来表示边界，见式 (2-20)。由于采用彼岸

准的有限元形函数，位移边界条件可以像有限元中一样，很容易施加到背景网格

结点上。然而，对于 GIMP方法而言，由于采用了光滑的，有更大影响域的形函

数，边界条件的施加也需要进一步处理。类似 SPH中边界条件的处理方式，可

以通过在边界外再添加一层虚拟背景网格结点来施加位移边界条件。

6.3.7 接触算法

SPH可以对接触边界不加特殊处理来模拟冲击问题。这时可以在搜索邻居

质点时，将两个物体接触面附近的质点不加区分，从而自动的处理两物体接触。

不过 SPH并不保证单值的速度场，所以接触面难免出现一定的穿透和混合。为

解决这个问题，Campbell等 [192]利用罚函数的方法来处理质点之间的接触。

与 SPH不同，MPM中的速度场是单值的，因此接触面不会发生材料嵌入，

无滑移的接触条件自动满足。为了使得 MPM模拟的接触界面在不嵌入的同时

可以滑动，学者提出了允许接触滑移和分离的接触算法 [85,86,88]。如果接触面处

的两物体互相靠近，就求解动量方程 (2-16)，内力 f int
hi 由所有接触物体贡献，

则由 MPM的算法自动保证无嵌入条件。如果两物体相互远离，则分别计算两

物体的速度场，分别求解两个物体的动量方程，即

ṗI
hi = f I,int

hi + f I,ext
hi , h = 1, 2, · · · , ng (6-20)

其中内力 f I,int
hi 只由物体 I 贡献。这种接触算法的计算量和物体数量线性相关，

不需迭代，只要遍历一次所有物体即可完成接触计算。因此比较适合处理大量

物体的接触，如颗粒物质问题 [86,90]。

6.4 算例比较

下面通过几个数值算例对 MPM和 SPH的计算精度和计算效率进行比较。

在下面的算例中，SPH模拟是采用 LS-DYNA的 970版本，MPM是用我们编制

的MPM3D程序。
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6.4.1 单时间步比较

本节中暂不考虑时间步长的因素，只考虑在单个时间步中两种方法的计算

量情况。

TPZC是 Time Per Zone Cycle的缩写，即每一质点在一个时间步的计算中

耗费的时间。在 LS-DYNA 的输出中，TPZC 有专门记录，这个值反映了除时

间步长因素外这个算法的计算量。 SPH 的 TPZC 值主要和影响点搜索的效率

相关，所以随质点数 Np 增加，这个值也是不断增加的。MPM中 TPZC主要和

背景网格结点数 Ng 与质点数 Np 的比例相关，由于一般初始布置中，一个背

景网格中都有多个质点，所以在进行网格和质点加密时，随着 Np 的增加往往

Ng/Np 一般不会显著增大，因而 TPZC值也不会有显著变化，见表 6.1，其中

TPC=Np×TPZC，反映了每个时间步所用计算时间。图 6.2显示了两种方法的

TPC随质点数 Np的变化，质点数越多，MPM在效率上的优势越明显。

为了排除掉物体变形对计算效率的影响，在计算中，考查一没有变形的平

动算例。因此所计算问题是边长 L = 10 mm的方块以 200 m/s的速度平动。

表 6.1 SPH和MPM模拟中 TPZC值以及 TPC值的比较

Np SPH-TPZC (ns) SPH-TPC (s) MPM-TPZC (ns) MPM-TPC (s)

1000 4424 0.00442 2038 0.00204
8000 11061 0.08849 2445 0.01956
64000 12859 0.82298 3236 0.20710
512000 14587 7.46854 3362 1.72134
1000000 14310 14.3100 3401 3.40100

6.4.2 Taylor杆问题

考查铜杆以 190 m/s的速度撞击刚性墙。在 SPH模拟中，光滑长度分别设

为 1.2和 1.4，其中 1.2是 LS-DYNA的缺省值，将光滑长度变大，会增加计算

量也会增加每个质点的邻居质点数。在下面图表中，这两种情况的计算结果分

别用 SPH1和 SPH2来标识。我们也采用单点积分的显式有限元程序来计算这

个问题以便进行比较。
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N  (10  )p
6

图 6.2 不同计算规模（Np）下，单步运行时间（TPC）的比较

铜杆的初始长度为 L0 = 25.4 mm，初始直径为 D0 = 7.6 mm。初始时质

点均匀分布，质点间距设为 0.38 mm。总共采用 21172 个质点来离散。采用

Johnson-Cook材料模型，参数见表 6.2。

表 6.2 材料参数 [152]

ρ (kg/m3) E (GPa) ν A (MPa) B (MPa) n C

8930 117 0.35 157 425 1.0 0.0

模拟时间为 80µs，此时动能达到零基本不再变化。表 6.3对 SPH和 MPM

的模拟结果和试验结果进行了比较。结果表明在这一算例中，MPM比 SPH精度

更好，而采用更大光滑长度的 SPH方法精度也会有所提高。平均误差 ∆̄按式

(4-24)的定义。

表 6.4 比较了最大时间步长 ∆tmax，最小时间步长 ∆tmin，以及 SPH 和

MPM模拟中的实际时间步数。对所有计算，时间步长因子 α都设为 0.8。

图 6.3和 6.4比较了两种方法金属杆的最终构型的模拟结果。从图 6.4(a)可

以看出由于拉伸不稳定性，SPH算法会造成数值断裂的现象。而增大了光滑长

度的 SPH2会缓解数值断裂问题。另外，从表 6.4也可以看到，增大光滑长度可

以增大临界时间步长，减少时间步，但同时也增加了影响点个数，从而增加了

单步运行的时间，总的计算时间还是会有所增加。
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表 6.3 计算结果误差比较

L (mm) D (mm) W (mm) ∆̄

实验 16.2 13.5 10.1 -
SPH1 15.4 15.6 9.9 0.075
SPH2 15.5 14.7 10.0 0.047
MPM 16.3 13.0 9.6 0.031
FEM 16.3 13.2 10.1 0.009

表 6.4 时间步长的变化

∆tmax (µs) ∆tmin (µs) 时间步

SPH1 0.120 0.118 672
SPH2 0.140 0.138 576
MPM 0.133 0.133 604
FEM 0.0398 0.0123 5486

图 6.3 最终时刻铜杆的构型。(a) SPH1，(b) SPH2，(c) MPM

图 6.4 最终时刻铜杆的构型（俯视图）。(a) SPH1，(b) SPH2，(c) MPM
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6.4.3 超高速碰撞问题

碎片云是由弹丸超高速碰撞薄板形成的。Beissel等 [67]采用可以将畸变的有

限单元转变成无网格质点的耦合方法模拟了球形铝弹丸超高速碰撞铝薄板的问

题。这里，我们分别采用 SPH和MPM来模拟这个铝铝碰撞的问题。球形弹丸

直径为 16 mm，圆盘形靶板的厚度为 0.8 mm，直径为 60 mm。几何尺寸和原算

例略有差别，但不至于对结果造成影响。弹丸速度为 6150 m/s。质点间距设置

为 0.2 mm，总共采用 550848个质点离散。采用线性强化的弹塑性模型以保证

两种方法中的材料参数完全一致，材料参数见表 6.5。Grüneisen状态方程的参

数 [21]为：C0 = 5300 m/s, S1 = 1.34, Γ0 = 2.0。

表 6.5 铝的材料参数

ρ(kg/m3) E(GPa) ν σy(MPa) Et(MPa) εp
max pmin(MPa)

弹 2790 72.4 0.33 276 200 2.5 -5000
靶 2700 68.9 0.33 276 200 2.0 -4000

图 6.5显示了碰撞后 8µs的碎片云计算结果和试验结果的比较。SPH模拟

得到的碎片云中的碎片比 MPM得到的更大，如前述分析，这可能是由于拉伸

不稳定性引起的质点团聚造成的。从碎片云外形来说，SPH模拟结果也和试验

结果差别较大。针对 SPH法的不稳定性和不一致性，研究者提出了数种改进方

案，并且其中的一些在高速碰撞的模拟中取得较好的效果 [68]，然而由于处理方

案多样，尚没有足够成熟而得到普遍的认可的方法，在 LS-DYNA的 970版本

中还没有引入对不稳定性和不一致性的特殊处理。

MPM模拟的结果反映碎片云形貌的效果相对和实验图像更为接近。在这

一算例中，如果采用 GIMP算法，对碎片云构型的结果没有显著影响，因此仍

旧采用了效率更高的MPM。

从表 6.6中时间步长的对比可以看出，由于材料剧烈的压缩，SPH模拟的

临界时间步长显著的减小了。因此在初始时间步长基本一样的情况下，完成同

样计算，SPH要比MPM需要更多的时间步。
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图 6.5 碰撞后 8µs的碎片云构型，SPH（左上），MPM（右上）和实验 [67]（下）

表 6.6 在碎片云模拟中时间步长的变化情况

∆tmax (µs) ∆tmin (µs) 时间步

SPH 0.0282 0.0074 1059
MPM 0.0290 0.0290 276
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6.5 小结

SPH和 MPM是两种比较适合用于冲击爆炸问题的质点方法。本章从影响

点搜索、形函数特点、稳定性、时间积分、边界条件和接触算法等方面对两种

方法进行了比较，通过 Taylor杆问题和超高速碰撞问题的模拟对两种方法进行

比较和分析。
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第 7章 结论

7.1 研究成果

针对有限元在求解超高速碰撞问题遇到的网格畸变这一困难，借鉴物质点

法的思想，提出了物质点有限元法。在物质点有限元的模拟中，仍用有限单元

离散物体，在大变形区域布置背景网格，被背景网格覆盖的区域将结点视为物

质点，用物质点法进行计算，其他区域仍用有限元法求解，从而解决有限元法

中网格畸变的问题。通过 Taylor杆碰撞的模拟，说明此方法和有限元相比，显

著的提高了求解效率。将物质点有限元法用于弹丸超高速碰撞薄板的模拟，解

决了有限元无法刻画碎片云的问题，较好的描述了碎片云的形成过程。

针对物质点法存在的数值断裂问题，本文提出了在物质点法中自适应分裂

质点的方案，使质点可以根据累计应变，在变形最大的方向上自适应分裂，从

而克服了物质点法的数值断裂问题。将自适应分裂质点物质点法用于激波管、

爆轰驱动飞片、聚能射流等问题的数值模拟和分析，取得了较好的效果。

对物质点法和 SPH两种质点类方法，从影响点搜索、形函数特点、稳定

性、时间积分、边界条件和接触算法等方面进行了比较，通过 Taylor杆问题和

超高速碰撞问题的模拟对两种方法的效率和精度进行了比较和分析。

编制了可用于冲击爆炸问题模拟的三维显式物质点法程序 MPM3DPP，引

入多种弹塑性模型、状态方程和损伤失效模型，用该程序对超高速碰撞问题和

爆炸问题进行了三维数值模拟。

本文的工作主要有以下三个创新点：

1，提出物质点有限元法，用于超高速碰撞的模拟。

2，提出了物质点法的质点自适应分裂方案，避免了数值断裂，并将自适应

物质点法用于激波管、爆轰驱动飞片、聚能射流等问题的数值模拟。

3，在理论和算法研究的基础上，研制了可用于冲击爆炸问题的三维显式物

质点法程序，为进一步的开发和应用提供了一个有效的平台。
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7.2 需进一步开展的工作及展望

冲击爆炸问题非常复杂，本文只是对应用于冲击爆炸问题的数值方法进行

了初步的研究，还需要在以下几个方面进一步开展研究工作。

本文引入几种材料模型和状态方程，对几种典型的冲击爆炸问题进行了模

拟，但还需要对问题进行更深入的分析。这就需要根据问题的要求引入更精确

的材料模型和状态方程。比如混凝土和岩石在冲击载荷下的破坏是工程界非

常关注的问题，如何引入合适的材料模型对这类材料进行模拟还有待进一步研

究。对于含铝炸药等非理想爆轰的研究也需要考虑非定常的反应率函数。

对MPM3DPP程序的进一步验证与确认。从工程的角度来看，一个计算机

程序，如果没有经过验证和确认（Verification and validation，V&V），其模拟结

果是不可信的。美国的国防部与能源部是 V&V相关概念形成和研究工作开展

的主要推动者 [193]。国内学者也很重视计算机程序的可靠性研究，邓小刚等对

验证与确认的研究进行了综述 [194]。对 MPM3DPP程序还需要进一步的验证与

确认，需要用更多的算例对程序进行考核。

进行大规模并行计算是当今数值模拟研究的趋势，利用 MPI、OpenMP等

技术实现可靠的大规模计算，才能充分发挥计算机硬件的效率和数值模拟的作

用，对所研究的问题有更深入了解。

借助于分子动力学、第一原理计算等方法进行材料的微观模拟，以及利用

多尺度方法进行材料模拟，有助于对材料动态响应有更本质和更深入的理解。
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附录 A MPM3DPP程序的输入文件

MPM3DPP程序的输入文件由关键字及相应的参数构成，程序功能的扩充

只要添加相应的关键字即可。输入文件的格式为自由格式，即关键字以及各个

参数之间用空格或逗号分隔均可，对列数没有要求。可以用注释符“#”在输入

文件中的任意位置添加注释，写一些说明文字，其后的内容将不被程序读取。

一个典型输入文件的例子如下：

mpm3d *** demo input file # 定义标题
# Unit: mm g ms N MPa mJ

domain {
nbbd 1 # 定义体的个数
nmat 1 # 定义材料组数
view 0 100 0 10 0 10 # 定义后处理绘制质点的范围

material 1 pla1 # 定义第一组材料为理想弹塑性模型
{

bulk 1.5 0.06 # 人工体积粘性系数
dens 8.9e-3 # 材料密度
youn 100.0e3 # 杨氏模量
pois 0.3e0 # 泊松比
yield 300 # 屈服应力
eos grun # 定义状态方程为 Gruneisen 状态方程
{

c0 3940
S1 1.49
gamma 1.96

}
fail eps # 设置最大塑性应变失效
{

epmax 1.0
}

}

Body block # 定义一个长方体
{

mat 1 # 采用第一组材料
pmass 1.116e-3 # 质点质量
dp 0.5 # 质点间距
ox 0.0 # 原点坐标 x
oy 0.0 # 原点坐标 y
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oz 0.0 # 原点坐标 z
nx 20 # x 方向布置质点数
ny 1 # y 方向布置质点数
nz 1 # z 方向布置质点数

vel 10.0 0.0 0.0 # 定义初速度
}

grid { # 背景网格信息
x0 0.0
x1 50.0
y0 0.0
y1 3.0
z0 0.0
z1 3.0

dcel 1.0 # 背景网格结点间距
# gimp 1 # 是否采用 GIMP 算法
# x0 xn y0 yn z0 zn

boun 2 0 2 2 2 2 # 定义边界条件
}

}

Result {
rpttime 0.5e-4 # 报告计算状态的时间步长

tecp 1.0e-4 # 输出后处理数据的时间步长
prof 2 0.0 0.0 # 输出背景网格某一条线上结点的变量信息

outr pres # 在后处理文件中输出质点压力信息
outr dens # 在后处理文件中输出质点密度信息
curv dens 0.0 0.0 0.0 # 输出某质点密度的时程曲线

}

solve {
dtscale 0.2 # 时间步长系数
endt 0.005 # 计算终止时间
warn vol # 若出现负体积则给出警告

inte explicit # 采用显式积分
}

stop # 输入文件结束
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