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摘 　要 :无单元伽辽金法需要在背景网格上积分 ,计算量大。节点积分无单元伽辽金法把对求解域的积分转化为

对节点的求和 ,效率高 ,但因零能模态不受控制而会产生不稳定现象 ,需要采取一定的稳定化方案。本文采用应

力点思想 ,通过 Newton2Cotes 法计算积分 ,建立了质点积分无单元伽辽金法 ,并通过小变形弹性静力学问题说明

了该方法具有良好的稳定性 ,且计算效率远高于无单元伽辽金法。最后本文将质点积分无单元伽辽金法成功地

应用于三维金属挤压成型过程的数值模拟 ,显示了该方法在分析此类问题时的优势和潜力。

关键词 :无网格法 ;无单元伽辽金法 ;节点积分 ;金属成型

中图分类号 :O3 　　　文献标识码 :A

1 　引 言

无单元伽辽金法 EF G( Element Free Galerkin

Met hod) [123 ]采用背景网格覆盖求解域 ,将对求解

域的积分化为对各背景格子的积分之和 ,然后在每

个格子中使用高斯积分。EF G 具有良好的稳定

性 ,但由于无网格近似函数不是多项式 ,需要采用

较高阶的高斯积分 ,计算量很大。Beissel 等[4 ] 采

用节点积分方案来代替 EF G 中背景网格的积分 ,

提出了节点积分无单元伽辽金法 N IEF G ( Nodal

Integration of t he Element2Free Galerkin Met h2
od) 。与有限元中的单点高斯积分类似 ,节点积分

无单元伽辽金法也会出现因零能模态不受控制而

产生的不稳定现象。Beissel 等建议将平衡方程残

差的平方引入到伽辽金弱形式中以消除节点积分

的不稳定性。与背景网格积分相比 ,节点积分可以

大幅度提高伽辽金无网格方法的计算效率 ,但是也

显著降低了计算精度。在伽辽金弱形式中引入稳

定项虽然可以有效地消除节点积分的不稳定性 ,但

对于不存在零能模态的问题 ,稳定项将降低解的精

度。

　　Chen 等[5 ]提出用光滑应变稳定化的方法来消

除节点积分的不稳定性。该方法通过节点邻域内

应变的加权平均来计算该节点的应变值 ,可有效地

消除零能模态导致的不稳定性 ,提高了节点积分的

精度和稳定性。但是这种方法在计算刚度矩阵的

时候需要在各节点子域的边界上进行积分 ,增加了

节点积分的计算量。

Dyka 等[6 ,7 ]提出了应力点的概念 ,通过引入应

力点来消除 SP H ( Smoot hed Particle Hydrody2
namics)中出现的拉应力不稳定现象。张雄[ 8 ] 等在

配点法中除节点外又引入了一组辅助点 (类似于应

力点) ,利用最小二乘法消除平衡方程在节点和辅

助点处的残差 ,建立了高效稳定的无网格法 ———最

小二乘无网格法。Belyt schko 等[9 ,10 ] 将应力点思

想引入到节点积分中 ,发现引入应力点可以明显地

提高节点积分的精度和稳定性。

本文将求解域用一组节点离散 ,利用 ML S 近

似在域内建立近似函数 ,并基于伽辽金法建立求解

方程。为了避免使用背景网格积分 ,除了节点外 ,

又按一定规则引入了一组辅助点 ,通过 Newton2
Cotes 法进行积分。节点和辅助点均携带有质量、

应力等物质信息 ,因此统称为质点 ,并将该方法称

为质点积分无单元伽辽金法 PIEF G( Particle Inte2
gration of Element Free Galerkin Met hod) 。本方

法的积分仅在质点上进行 ,其效率远高于 EF G法。

数值算例表明 ,本方法具有很好的稳定性和精度 ,

在大变形等强非线性问题中具有良好的应用前景。
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金属加工成型过程中涉及到材料、几何和边界

条件的高度非线性。采用有限元模拟金属成型过

程时会因网格畸变而导致计算精度下降或计算过

程异常终止。无网格法的近似函数不依赖于网格 ,

在模拟金属加工成型过程方面有很大的优势。目

前采用无网格方法研究金属加工成型过程还处于

起步阶段 ,其中 R KPM [5 ,11 ,12 ] (Reproducing Kernel

Particle Met hod)是最主要的一种方法。本文将质

点积分无单元伽辽金法应用于三维金属挤压成型

的数值模拟中 ,结果表明质点积分无单元伽辽金法

在金属加工成型数值模拟方面具有良好的应用前

景。

2 　无单元伽辽金法的控制方程

无网格法基于一组布置在求解域中的离散节

点 xI ( I = 1 ,2 , ⋯, n) 来建立近似函数。ML S 近似

函数可以写为

u( x) = Nd (1)

式中

　u( x) = [ u( x) , v ( x) ]T (2)

　d = [ u1 , v1 , u2 , v2 , ⋯, un , vn ]T (3)

　N = [ N1 ( x) , N2 ( x) , ⋯, Nn ( x) ] (4)

　N I ( x) = diag ( N I ( x) , N I ( x) ) (5)

ML S 形函数 N I ( x) 的具体表达式可以参见有

关文献。ML S 中常用的权函数有高斯函数、指数函

数和样条函数等。本文采用的权函数为

w I ( r) =

2
3

- 4 r2 + 4 r3 , 0 < r ≤ 1
2

4
3

- 4 r + 4 r2 -
4
3

r3 ,
1
2

< r ≤1

0 , r > 1

(6)

式中 r = || xI - x || / dmax , dmax 是节点 x的影响域

半径 ,本文采用矩形影响域。

小变形静力问题的伽辽金变分方程为

δΠ =∫Ω
(δε:σ - δu ·b) dΩ - ∫Γ

t

δu ·t
-
dΓ = 0 (7)

式中 b为域Ω中给定的体力 ,Γt 为给定面力的边

界 , t
-
为Γt 上给定的面力。将无网格近似函数 u( x)

代入式 (7) 得到 EF G的求解方程 :

　　Kd = P , 　K =∫Ω
B T DB dΩ (8 ,9)

　　P =∫Ω
N T bdΩ +∫Γ

t

N T t
-
dΓ (10)

　　B =

5 N 1

5 x
0 ⋯ 5 N n

5 x
0

0
5 N 1

5 y
⋯ 0

5 N n

5 y

5 N 1

5 y
5 N 1

5 x
⋯ 5 N n

5 y
5 N n

5 x

(11)

D =
E0

1 - ν0

1 ν0 0

ν0 1 0

0 0
1 - ν0

2

(平面应力) (12)

EF G格式与有限元法的格式非常相似 ,但在

有限元法中积分是在有限元网格上进行的 ,而在

EF G中积分是在背景网格上进行的。无网格法的

近似函数一般不再是多项式 ,难以用高斯积分精确

计算矩阵 K和 P ,因此 EF G不得不使用较高阶的高

斯积分和较细的背景网格 ,计算量很大。

3 　质点积分方案

Beissel 等[4 ] 提出的节点积分方案效率很高 ,

但与有限元单点高斯积分类似 ,节点积分也会因零

能模态不受控制而产生不稳定现象。为了解决这一

问题 ,本文除节点以外 ,又按照一定的规则引入了

一组辅助点。

引入辅助点的方法有多种。例如 ,可以采用计

算几何中的 Voronoi 图技术 ,以节点为生成点建立

Voronoi 图 ,把 Voronoi 多边形的顶点取为辅助点 ,

如图 1 (a) 所示。本文采用有限元网格来生成节点

和辅助点。对于平面问题 ,将求解域离散为四边形

网格 ;对于三维问题 ,将求解域离散为六面体网格。

将有限元网格的节点取为无网格法的节点 ,将有限

元网格的形心取为辅助点 ,如图 1 (b) 所示。

节点和辅助点均携带了质量和应力等物质信

息 ,因此统称为质点。各质点所代表的面积 q
Ω
I 可以

通过 2 阶 Newton2Cotes 积分来得到 ,即将各单元

面积 A J (或体积V J ) 的2/ 3赋给位于该单元形心的

辅助点 ,而将单元面积 A J (或体积 V J ) 的 1/ 3 均分

图 1 　质点布置示意图
Fig. 1 　Particle dist ribution
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给该单元的各节点 ,对于二维问题有 :

q
Ω
I = ∑

n I

J = 1
A J / 12 , xI 为节点

2 A J / 3 , xI 为辅助点

(13)

对于三维问题有 :

q
Ω
I = ∑

n I

J = 1
V J / 24 , xI 为节点

2V J / 3 , xI 为辅助点

(14)

式中 nI 为与节点 x I 相联的有限单元的总数。式

(10) 的第 2 项是将边界上的给定面力转化为节点

力。有限元法中式 (10) 的边界力只会转换到边界

节点上 ,而在 EF G中 ,由于 ML S形函数 N ( x) 不象

有限元那样具有δ函数的性质 ,边界力一般也会转

换到内部节点上。在进行边界积分时 ,可以将边界

单元的长度 L J 均分给该单元的两个节点上 ,即边

界节点所代表的长度 q
Γ
I 为

q
Γ
I = ∑

n I

J = 1
L J / 2 (15)

式中 nI 为边界单元的总数。

采用质点积分方案后 ,任意函数 f ( x) 在域Ω

中的积分可以近似地表示为该函数在各质点 x I 处

的值 f ( xI ) 乘以该质点所代表的面积 q
Γ
I 的和。利用

质点积分方案可将式 (9) 和式 (10) 改写为

　K = ∑
np

I = 1
q
Ω
I B ( xI )

T DB ( xI ) (16)

　P = ∑
np

I = 1
q
Ω
I N ( xI )

T b( xI ) + ∑
nt

I = 1
q
Γ
I N ( xI )

T t
-

(17)

式中 np 为域Ω内的质点 (包括节点和辅助点) 总

数 , ns 为边界上的节点总数。

4 　非线性动力学问题

取初始构形为参考构形 ,非线性动力学问题的

伽辽金弱形式为

　　∫Ω0

(δF T : P - δu ·b0 +ρ0δu ·u
··) dΩ

　　 - ∫Γt
0

δu ·t
-

0 dΓ = 0 (18)

式中 P 为名义应力张量 , b0 为域Ω0 内单位体积上

的体力 ,Γt
0为初始构形中给定的面力边界 , t

-
0 为Γt

0

上给定的面力载荷 , F 为变形梯度张量 :

F = x ¨0 (19)

式中 ¨0 为初始构形下的梯度算子 , x 为空间坐

标。将无网格近似函数 (1) 代入到式 (18) , 得到系

统的运动方程 :

Mu
··

+ f int = f ext (20)

其中

　M IJ =∫Ω0

ρ0 N I ( X) N J ( X) IdΩ (21)

　f int
J =∫Ω0

( ¨0 N J ( x) ) ·PdΩ (22)

　f ext
J =∫Ω0

b0 N J ( X) dΩ+∫Γt
0

t
-

0 N J ( X) dΓ (23)

分别为各节点的质量矩阵、内力向量和外力向量 , I

为单位矩阵 , X为物质坐标。

利用质点积分可以将节点质量矩阵、内力向量

和外力向量计算格式改写为

　M IJ = ∑
np

k = 1
q
Ω
Iρ0 N I ( Xk ) N J ( Xk ) (24)

　f int
J = ∑

np

k = 1
q
Ω
I ( ¨0 N J ( Xk ) ) ·P( Xk ) (25)

　f ext
J = ∑

np

k = 1
q
Ω
I b0 ( Xk ) N J ( Xk ) +

∑
nt

k = 1
q
Γ

tI t
-

0 ( Xk ) N J ( Xk ) (26)

金属加工成型过程中应力增量的描述是基于

欧拉坐标的 ,应力对时间的导数和现时构形下的速

度梯度相关 ,可以采用链式求导法则将其转化到初

始构形下

5v i

5 x j
=

5vi

5 X m

5 X m

5 x j
=

5v i

5 X m
F - 1

mj (27)

金属加工成型过程中涉及到材料、物理和边界

条件的高度非线性 ,显式时间积分不需要组装切线

刚度阵 ,也不需要对切线刚度阵求逆 ,在分析金属

加工成型中有很大的优势。在拉格朗日描述下采用

显式时间积分的流程为

(1) 初始化

(a) 生成各质点占有的体积 q
Ω
I 。金属加工成型

过程中 ,接触条件采用罚函数施加 ,一般采用节点

力的形式而非压强的形式 ,所以不需要生成边界节

点的面积 ;

(b) 搜索各质点的影响节点 ,计算出各质点的

形函数 N ( X I ) 及其一阶导数 N , J ( X I ) ;

(c) 分别按照式 (24) ～式 (26) 生成节点质量

矩阵 M IJ ,计算 0 时刻的内力 f int
J 和外力 f ext

J 得到 0

时刻的加速 a0 ;

(2) 对时间步循环

(a) 判断金属和模具之间有无发生接触 ,若发

生接触 ,采用罚函数施加接触条件 ,把接触力当作
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外力 f int
n 施加到金属表面 ;

(b) 对所有质点循环

i . 计算质点的变形梯度 :

Fn+1 = Fn + un+1 ¨0 (28)

ii . 计算速度梯度 v ¨= v ¨0 ·F- 1 ,更新质点的

cauchy 应力σ,然后计算名义应力 P = J F - 1 ·σ;

iii . 计算内部节点力 f int
n

(c) 结束对所有质点的循环

(d) 新节点加速度 an = M- 1 ( f ext
n - f int

n )

(e) 更新节点的位移和速度 :

vn+ 1
2 = vn- 1/ 2 + anΔtn (29)

un+1 = un- 1 + vn+1/ 2Δtn+ 1
2

(30)

其中 Δtn+
1
2 =

Δtn +Δtn+ 1
2

2

(f) 更新节点位置 x = x0 + uI N ( x) I

(3) 结束时间循环

采用拉格朗日描述所有质点的形函数及其导数

只需计算一次 ,避免了像 SPH 方法那样每一步都需

要搜索影响点并计算形函数而花费过多的时间。

5 　数值算例

511 　悬臂梁

端部受集中载荷作用的悬臂梁参数为 E0 =

110 ×104 ,ν0 = 1/ 3 , P = 610 , D = 210 , L = 1210。

梁左边按理论解给出位移边界条件 ,最右端按理论

解给定力边界条件 ,形函数采取二次基函数 ,在 x

方向上均布 17 个节点 , y 方向均匀布置 5 个节点 ,

节点在 x 和 y 方向的影响半径分别为节点在 x 和 y

方向上间距的 211 倍。图 2 比较了不同方法给出的

梁的下表面的σxx 变化曲线 ,其中 EF G法采用 3 ×3

高斯积分。N IEF G 的应力出现了很大的震荡 ,而

EF G法和 PIEF G的结果与精确解吻合的很好。

图 2 　悬臂梁下表面σxx 变化图
Fig. 2 　St ressσxx along t he bottom surface of t he beam

表 1 　Scale 对计算结果的影响

Tab. 1 　Numerical result s obtained by EF G ,

PIEF G and N IEF G wit h different value of scale

Scale EF G

L u ( %) 01 010 01015 01 033 01 034

Lσ( %) 01 949 01610 01 795 01 594

Scale PIEF G

L u ( %) 01 200 01029 01 157 01 061

Lσ( %) 11 751 01961 11 995 11 31

Scale NIEF G

L u ( %) 8138 1019 1019 101 5

Lσ( %) 451 7 1118 1118 121 3

表 2 　EF G、N IEF G和 PIEF G的精度及效率比较

Tab. 2 　Comparison on accuracy and efficiency

between EF G , N IEF G and PIEF G

EF G(2 ×2) EF G(3 ×3) NIEF G PIEF G

Time (s) 41 0 91 0 11 1 11 7

L u ( %) 01 003 01002 01489 01 003

Lσ( %) 01 232 01118 21549 01 220

　　为了进一步分析质点积分无单元法的稳定

性 , 定义节点影响域半径和节点间距的比值为

scale ,改变 scale 的值 ,考察 scale 的变化对 EF G、

PIEF G和 N IEF G的计算结果的影响 ,结果列入表

1 中 ,其中位移和应力的误差定义参考文献[ 1 ]。

由表 1可以看出 ,scale对 N IEF G的影响最大 ,

PIEF G次之 ,对 EF G的影响最小。PIEF G的应力精

度很接近 EF G ,但是 PIEF G的求解效率远高于 3 ×

3 高斯积分的 EF G方法。表 2 比较了 EF G、N IEF G

和 PIEF G集成刚度矩阵花费的时间以及它们的精

度。计算中采用二次基函数 ,求解域用 81 ×21 均匀

点离散 ,scale 取 214。EF G的高斯积分方案分别采

取 2 ×2以及3 ×3。从表中可以看出 ,集成刚度矩阵

花费的时间 EF G(3 ×3) 、EF G(2 ×2) 、N IEF G 和

PIEF G比例基本为 9 ∶4 ∶1 ∶2 ,与其积分点数相关

联。N IEF G只需在节点上积分 ,效率最高 ,但精度

却大幅度地下降。二维情况下 PIEF G 积分点大概

为 N IEF G的 2 倍 ,但是精度有了很大的提高 ,与 2

×2的 EF G精度相当 ,而时间却只需要它的 1/ 2 ,对

于三维问题 ,时间只有它的 1/ 4 ; PIEF G 的精度相

对 3 ×3 的 EF G法精度并没有减弱太多 ,所需时间

为后者的 2/ 9 ,而对于三维情况 ,时间只需要后者

的 2/ 27。

512 　金属材料的正向挤压

金属材料的挤压成型是金属加工成型中常用

的一种工艺。首先考虑一个正向挤压问题 ,边长 L

= 3 m 的立方体铜以 v = 20 m/ s 的速度挤压到一
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个直径 D = 110 m的圆形筒中 ,忽略铜立方体和周

围的壳体以及圆柱壳体之间摩擦。图 3 (a) 是模具

的外观图 ,图 3 (b) 是模具以及铜材料的剖面图。采

用带硬化的弹塑性材料模型[13 ] , 弹性模量 E =

1117 ×1011 Pa , 泊松比ν = 0135 , 密度ρ = 8930

kg/ m3 ,屈服模量σ0 = 01157 ×109 Pa , 硬化模量

Ep = 01425 ×109 Pa。

采用有限元软件 L S2D YNA 计算。由于对称

性 ,取材料的 1/ 4 分析 , 三个方向都均布 30 个网

格。采用完全积分计算 ,当 t = 01012 s 时由于网格

畸变太严重 ,使得单元体积变为负值而导致计算终

止。图 4是最后的变形图 ,其中图 4 (b) 是图 4 (a) 中

方框部分的放大。从图中可以看出 ,有限元网格出

现了明显的畸变甚至穿透。L S2D YNA 采用单点高

斯积分没有导致计算终止 ,但是会因为网格畸变而

使计算结果不可信。

无网格法的形函数不依赖于网格 ,计算过程中

不会出现网格畸变的情况 ,因此无网格法相对于有

限元在计算大变形问题上有很大的优势。图 5 比较

了完全拉格朗日描述的 PIEF G 和单点高斯积分

L S2D YNA 的计算结果。在 PIEF G中 ,金属材料在

x、y 和 z 三个方向都用 31 个节点均匀离散 ,一共

29791 个节点 ,附加质点为 27000 个。图 5 (a) 是点

x1 (010 ,010 ,610) 在变形过程中 ＄z ＄坐标的变化

曲线 ,图 5 ( b) 是点 x2 (115 ,115 ,610) 在变形过程

中 ＄z ＄坐标的变化曲线。采用 PIEF G可以快速计

算到 t = 01034 s。单点高斯积分L S2D YNA 计算到

t = 01020 s时网格已经出现了畸变穿透 ,此后的计

算结果已不可信 ,需要重分网格。

图 6分别给出了采用 PIEFG计算到 t = 01034 s

时的等效塑性应变图和节点分布图。

513 　金属材料的反向挤压

金属加工成型中另一种常用的工艺是反向挤

压 ,如图 7所示 ,外径 D =2 m的刚性圆柱壳以 v =50

m/ s的速度向下挤压一个边长 L =310 m的铜质立方

体 ,忽略立方体和周围壳体以及圆柱壳体之间的摩

擦。图 7 (a) 是模具的外观图 ,图 7 (b) 是模具以及材

料的剖面图。铜的材料参数与 512 节相同。
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首先采用有限元软件 L S2D YNA 计算。由于对称

性 ,只取材料的 1/ 4 分析 ,三个方向都均布 30 个网

格。L S2D YNA 采用完全高斯积分计算到 t = 01001

s 时由于网格严重畸变导致单元体积变成了负值 ,

使得计算终止。图 8 是最后的变形图 ,其中图 8 (b)

是图 8 (a) 中方框部分的放大。从图中可以看出 ,有

限元网格出现了明显的畸变甚至穿透。

　　图 9 比较了 L S2D YNA 采用单点高斯积分和

完全拉格朗日描述的 PIEF G 计算的结果。在

PIEF G中 ,金属材料在 x、y 和 z 三个方向都用 31

个节点均匀离散 ,一共 29791 个节点 ,附加质点为

27000 个。图 9 (a) 是点 x1 (0 时刻坐标为 (115 ,115 ,

610) ) 在变形过程中 z 坐标的变化曲线 ,图 9 ( b) 是

点 x2 (0时刻坐标为 (310 ,310 ,610) ) 在变形过程中

z 坐标的变化曲线。采用 PIEF G 可以快速计算到

t = 01053 s。单点高斯积分 L S2D YNA 计算到 t =

01018 s 时网格已经出现了畸变穿透 ,此后的计算

结果不可信 ,需要重画网格。

图 10 分别给出了采用 PIEF G计算得到的 t =

01053 s 时的等效塑性应变图和节点分布图。

6 　结　论

本文建立了质点积分无单元伽辽金法 ,并将其

应用于金属挤压成型模拟中。算例表明该方法很

好地克服了节点积分无单元迦辽金法的不稳定性

问题 ,并且精度有了很大的提高。PIEF G 的计算

效率远高于 3 ×3 高斯积分的 EF G 法。金属挤压

成型算例表明质点积分无单元伽辽金法在处理这

类大变形问题时相对于有限元法具有很大的优势 ,

在金属成型领域中具有良好的应用前景。
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Particle integration of element free galerkin method and its

appl ication in metal extrusion simulation

PAN Xiao2fei , 　ZHAN G Xiong 3 , 　L U Ming2wan

(School of Aerospace , Tsinghua University , Beijing 100084 , China)

Abstract : Element Free Galerkin ( EF G) met hod is very comp utationally intensive due to t he requirement

of elegant background cell quadrat ures. Nodal Integration of Element Free Galerkin ( N IEF G) met hod

convert s t he background cell quadrat ure into nodal integration , so t hat it is much more efficient t han

EF G. However , t he existence of zero energy modes in N IEF G result s in instability , and some stabiliza2
tion scheme should be used to stabilize the met hod which may int roduce significant ext ra errors. Based

on t he idea of st ress point s and Newton2Cotes integration , a particle integration of element f ree Galerkin

( PIEF G) met hod is p roposed in t his paper . Numerical example of linear elasticity shows t hat the PIEF G

is p ret ty stable and much more efficient t han EF G. Furt hermore , PIEF G is extended to t he simulation of

metal ext rusion p roblems , which shows t hat PIEF G is very promising in metal ext rusion simulation.

Key words : meshless met hods ; element f ree galerkin ; nodal integration ; particle integration ;

metal ext rusion
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